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EXERCICE 1.
Soit (a,,) une suite de réels décroissante, de limite nulle et telle que > a,2 C.

1
(1) Si a, = — alors montrer que > (1), C.
n

2n
(2) Cas général : on pose ¢, = a,z et by, = > ap24p-
k=0

a) Montrer que nc, — 0.
b) Prouver les inégalités 0 < bay, — bopy1 + 2241 < (41 + 3)(Con — Cont2).
¢) Conclure & la convergence de > (—1)V"aq,,.

EXERCICE 2. Oral ENS 1999

Soit fu(x) = |x(x — 1)(...)(z — n)| sur [0, n].

Montrer qu'un maximum de f, est atteint en un point s, de [0,1/2].
Donner un équivalent de s,, puis de f,(s,).
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Solution 1
2n

(1) En prenant b, = >_ a2, alors on a I’encadrement

k=0
(n+1)2 da (n+1)2 dx
— < bn X
n2 xr ’I’L271 e

soit 21In ”+1 <b, < an—f} d’ou b, — b,y > ZID"T+1 — lnnTJr2 > 0 donc la suite (b,)

décroit vers 0, la série S (—1)"b, converge, de méme pour > (—1)V"lg,. En effet, si
on pose sy = ﬁg(—l)[\/ﬂan et op = i(—l)”bn alors |sy — o /x_1| < b — 0 donce
(sn) converge.n:1 "~

(2) a) La suite (c¢,) décroit et QHil ¢k = neg, — 0 donc ne,, — 0.

k=n
b) Ona (2n+ 1)cpt1 < by, < (2n+ 1)¢, d'on
\(471 + 1>C2n+1 — (4n + 1)an+1 g bgn — bgn+1 < (4n + 1)C2n — (471, + 3>C2n+%

-~

—~
=—2Con+1 =(4n+3)(can—cant2)—2c2n

d’ou, en additionnant 2c¢y,.1, on obtient I'inégalité demandée en remarquant que
2¢Con41 — 2¢2, < 0.

¢) On a
N N N
2(471 + 3)[can — Conua] = Z (4n + 3)cop — Z (4n + 3)conio
n=0 n=0

>0

’3

J/

-~

="Mt 4n—1)can
N
:300+4202n— 4N—|—3 C2N+2 4262n

donc > (4n + 3)(can — cany2) converge d’ou la convergence de Zbgn — bops1, de
S (—=1)"b, car b, — 0 et celle de > (—1)V"a, comme au (1).

Voici un programme Maple qui permet d’estimer la convergence de la série Y (—1)V" /n.

\4

S:=proc(N)

local n,s,P,J;

s[0]:=0.;

for n from 1 to N do s[n]:=s[n-1]+evalf((-1)~(floor(sqrt(n)))/n) od;
J:=[[P,s[P]] $P=1..N]: plot(J,x=1..N,style=point);

Sp&jf'aonﬁ 1 3 ;)n—l s

On a fn(1/2) = 1X5% X et fo(z) = fu(n — ), on peut prendre x ou n — z qui
joueront des roles symétriques.

vV V V

1
Soit k € [1,n — 1] alors on sait déja que |(x — k)(z — k — 1)| < B
e Sik<x<k+1/2alors
3 2k+1
—1)(..)(x — <%
r (z—1)(.)(xz—k+1) XX

<k+1/2 <k—1/2 <3/2
puis
2 — — 2 —1/2
k+2-2)(.)n—2) <(k+3/2)(...)(n—-1/2)
<2 <n—k
en exprimant que 2 < k+3/2,3<k+5/2,....n—k<n—1/2cark > 1
En combinant ces deux inégalités, on obtient f,(x) < f.(1/2).
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e Sik+1/2 <z <k+ 1 on peut refaire le méme raisonnement avec n — x.

On a donc f,(1/2) > f.(z) pour z € [1,n — 1].
Or, pour z € [0,1/2], on a f,(z) > fo(1 —z), eneffet siO <z < 1/2alorsk—z >k +2—1
d’ofl

fal@) =2z —2)[[(k—2) > Q= 2)a [[(k+2 - 1) = fu(1 - 2).

k=2 k=2

Le maximum de f,, est atteint sur l'intervalle [0, 1/2] (et aussi sur U'intervalle [n—1/2, n] compte
tenu de la symétrie.
Si on écrit f,(z) = |P,(x)| alors le maximum de f est atteint en un point ou P/ (x) = 0 et, en
dérivant logarithmiquement, on obtient la relation

1 1 1
Sy Sp— 1 Sp— N
o1 1 1 .
soit — = + -+ . Comme 0 < s,, < = alors on a ’encadrement suivant
Sn 1—s, n— S, 2
1+ ! +o =<5 < ! +o+-F !
.2 "2 2 —-1/2
~nn -

donc s, ~ —.
Inn

H (1 - —) =a,. a, > 0, on étudie Ina,,.

k=1

Tout d’abord, une étude smlple de fonction nous montre que z < —In(1 — z) < z + 2% pour
x €0,1/2] d’ou

Ensuite, on écrit que

2

" s, u Sn s, 82
X om(i-g) <Xy

k=1 k=1
n 1 n Sn n
Orzzwlnndonczzélets k2—>Ocars — 0 et > 75 converge.
k=1 k=1 k=1
. 1., . n!
Conclusion : a, — — d’ou f,(s,) ~ )
e elnn




