
TD DU 17/01/2011

Exercice 1. Chercher l’équivalent en 1− de f(x) =
+∞∑
n=1

lnnxn.

Exercice 2.
Soit (xn) une suite de complexes h périodique.

(1) Comparer

S =
h−1∑
m=0

h−1∑
n=0

|xm − xn|2 et σ =
h−1∑
k=1

∣∣∣∣∣
h−1∑
j=0

xje
−2πikj/h

∣∣∣∣∣
2

(2) Montrer qu’il existe C > 0 tel que ∀k ∈ [1, h− 1],∣∣∣∣∣
h−1∑
j=0

∆(j)e−2πikj/h

∣∣∣∣∣ > C

∣∣∣∣∣
h−1∑
j=0

xje
−2πikj/h

∣∣∣∣∣
où ∆(j) = xj+1 − xj.

(3) Montrer que :

h−1∑
m=0

h−1∑
n=0

|∆(m)−∆(n)|2 > C2

h−1∑
i=0

h−1∑
j=0

|xi − xj|2

(4) Soit f : R → R une fonction k-lipschitzienne telle qu’il existe (xn) une suite non
constante, h-périodique telle que xn+1 = xn + f(xn).

Montrer que k > 2 sin
π

h
.

Solution 1 On commence par le lemme suivant :
Soit

∑
bnx

n une série entière de rayon de convergence R > 0 telle que bn > 0. On sait que

g(x) =
+∞∑
n=0

bnx
n → +∞ quand x→ R−. Si an = o(bn) alors f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n = o

(
+∞∑
n=0

bnx
n

)
.

Démonstration : soit ε > 0 alors ∃N > 0 tel que ∀n > N , |an| 6 εbn d’où, en choisissant X tel

que x > X ⇒
N∑
n=0

|an|xn 6 εg(x) on a

|f(x)| 6
N−1∑
n=0

|an|xn + ε
+∞∑
n=N

bnx
n

6 εg(x) + εg(x)

ce qui permet de prouver le lemme. On en déduit que si cn ∼ bn alors
+∞∑
n=0

cnx
n ∼ g(x).

On utilise ensuite la propriété suivante : lnn =
n∑
k=1

1

k
+o(lnn) d’où, en reconnaissant un produit

de Cauchy,
1
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f(x) ∼
+∞∑
n=1

(
n∑
k=1

1

k

)
xn ∼

+∞∑
n=1

xn

n
×

+∞∑
n=0

xn

∼ − ln(1− x)

1− x
.

Solution 2

(1) On pose ω = exp(−2iπ
h

), Ω = (ω(j−1)(k−1))(j,k) et X =

x1...
xh

 alors σ = ‖ΩX‖2−

∣∣∣∣∣h−1∑j=0

xj

∣∣∣∣∣
2

(en prenant la norme associée au produit scalaire dans Ch). Or ‖ΩX‖2 = X∗Ω∗ΩX et

Ω∗Ω =

(
h∑
p=1

ω−(p−1)(j−1)ω(p−1)(k−1)

)
(j,k)

= hIh

donc

σ = h
h−1∑
j=0

|xj|2 −

∣∣∣∣∣
h−1∑
j=0

xj

∣∣∣∣∣
2

= (h− 1)
h−1∑
j=0

|xj|2 −
∑
i<j

(xix̄j + x̄ixj)

puis

S =
∑
m 6=n

(|xm|2 + |xn|2 − (xmx̄n + x̄mxn)

= 2(h− 1)
h−1∑
n=0

|xn|2 −
∑
m 6=n

(xmx̄n + x̄mxn)

= 2σ

(2) On a

h−1∑
j=0

(xj+1 − xj)ω−kj =
h−1∑
j=0

xj+1ω
−kj −

h−1∑
j=0

xjω
−kj

=
h∑

j′=1

xj′ω
−k(j′−1) −

h−1∑
j=0

xjω
−kj en posant j′ = j + 1

= (ωk − 1)
h−1∑
j=0

xjω
−kj

en utilisant la périodicité de xj′ω
−k(j′−1). On peut prendre C = inf

k∈[1,h−1]
|ωk−1| = 2 sin

π

h
.

(3) Immédiat en utilisant la première question.
(4) On remarque que f(xn) = ∆n donc |∆(m)−∆(n)| 6 k|xm − xn| et, en reportant dans

l’inégalité ci-dessus, on obtient

k2
∑
m,n

|xm − xn|2 >
∑
m,n

|∆(m)−∆(n)|2 > C2
∑
m,n

|xn − xn|2

et comme la somme
∑
m,n

|xn − xn|2 est non nulle, on a k > C = sin kπ
h

.


