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Exercice 1. Chercher I'équivalent en 1~ de f(z) = > Inna™.
n=1

Exercice 2.
Soit (x,) une suite de complexes h périodique.

(1) Comparer

2

h—1 h—1 h—1 |h—1
S = [T — 2p]? et 0 = x e 2w iki/h
m=0 n=0 k=1 |j=0
(2) Montrer qu'il existe C' > 0 tel que Vk € [1,h — 1],
h—1 h—1
A(j)e—leﬁ]/h > O Z xje_%’k]/h
=0 =0
ou A(j) = xj41 — ;.
(3) Montrer que :
h—1 h—1 h—1 h—1
[A(m) — A(n)[* > C* i — ;]
m=0 n=0 i=0 j=0

(4) Soit f : R — R une fonction k-lipschitzienne telle qu’il existe (x,) une suite non
constante, h-périodique telle que =, 11 = =, + f(x,).

Fs
Montrer que k > 2sin 7

Solution 1 On commence par le lemme suivant :
Soit Zb 2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 telle que b, > 0. On sait que

+oo +o0
g(x) = be — +oo quand x — R™. Si a, = o(b, )alorsf(x):Zanx”:o<anw").
Demonstratmn soit € > 0 alors 3N > 0 tel que Vn > N, |a,| < €b, d’ol, en choisissant X tel

que z > X = Z la,|z™ < eg(x) on a

N-1 400
z)| < Z lan|z" + ¢ Z b,x"
n=0 n=N

eg(x) + eg(x)

+00
ce qui permet de prouver le lemme. On en déduit que si ¢, ~ b, alors »_ c,z" ~ g(x).
n=0

1
On utilise ensuite la propriété suivante : Inn = Y —+o(Inn) d’oli, en reconnaissant un produit

k=1
de Cauchy,
1
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+o0o n 1 +oo " +o0
g (Sh) - L

n=1 k=1
—In(1 —2)
11—z
Solution 2
1 et |
(1) On pose w = exp(—%), Q= (w(j_l)(k_l))(j,k) et X = | i |alorso = [|QX[*—| " x;
=0

Th

(en prenant la norme associée au produit scalaire dans C"). Or ||QX||? = X*Q*QX et

h
Q) = (Z w—(p—l)(j—l)w(p—l)(k—1)> = hi,
p=1

(4.k)
donc
h—1 -1 2 h—1
o=hY |oP =Y w| = (h=1)> | =Y (w7 + Tix))
=0 =0 =0 i<j
puis
S = Z(|xm|2 + |=’En|2 - (xmjn + imxn)
m#n
h—1
=2(h— 1)) |zal® = ) (@mTn + Tmn)
n=0 m#n
=20
(2) On a
h—1 h—1 h—1
Z($j+1 —z)w = Z Tjw Z:ij_kj
=0 =0 =0
h h—1
= ij/w_k(j/_l) — ijw_kj en posant j' = j+1
=1 =0
h—1
= (W —1) Z:L‘jw*kj
=0
en utilisant la périodicité de z;w=*'=1. On peut prendre C' = ke[ilnhf ; |wk—1| = 2sin %

(3) Immédiat en utilisant la premiere question.
(4) On remarque que f(x,) = A, donc |[A(m) — A(n)| < k|z,, — x| et, en reportant dans
I'inégalité ci-dessus, on obtient

kQZ | — x]* > Z [A(m) — A(n)]? > C? Z | — 2|

et comme la somme Y |z, — 2| est non nulle, on a k > C' = sin &

m,n



