TD DU 31/01/2011 ET DU 7/02/2011

1. Unicité des coefficients de Fourier.
On veut prouver que si ¢y, (an)nens €t (by)nen+ sont des complexes tels que

+oo
(C) Vo € R, 00+Zancosm:+bnsinnx:0

n=1
alors ¢g = a, = b, = 0 pour tout n. On supposera la condition (C) réalisée pour toutes les
questions qui suivent. On pose aussi u,(z) = a, cosnz + b, sinnx.

2 +200 U, ()

1
(1) Montrer que I'on peut définir F'(z) = 5C0T" = fonction continue sur R.

n=1 ’I’L2
(2) Soit f une fonction définie sur R, on pose Ao f(z,h) = f(x + h) + f(z — h) — 2f(z).
Ao F(z,2h) oo sin? nh
Montrer que —p + ;::1 Wun(:t)
oo sin? kh too
(3) On pose pu(h) = kZ Wuk(x> et rp(z) = kZ uk().
- sin? Nh too [sin? nin sin?(n + 1)h
Montrer que py(h) = Nz TN T PR T — (0 + 1202 Trgl-
Ao F(x,2h
En déduire que % — 0 quand h — 0.

(4) a) Soit ®(t) = F(t) — F(0) — %(F(Qw) — F(0) et ¢.(t) = B(t) — gt(Zw —1).

S’il existe t' €]0, 27| tel que ®(¢') > 0 montrer qu’il existe € > 0 tel que V. (¢') > 0.

b) Soit to tel que V. (ty) = %aéx} U (t).
t€|0,2m

AQ‘Ija (t()? h’)
2
¢) Déduire du b une contradiction puis que F est affine.
d) Montrer alors que ¢g = 0 puis que F' est constante.
(5) Conclure.

Montrer que

Solution 1

(1) Comme la série de la condition (C) converge alors u,(x) — 0, en particulier a, =
un(0) = 0 et b, sinnz = u,(r) — a, cosnz — 0.
Si b, ne tend pas vers 0 alors il existe (par exemple) o > 0 et ¢ telle que Vn € N, by, >
«. On a ainsi f,(z) = sinp(n)z qui tend vers 0 (car by, fo(z) — 0), f2 est bornée (par

27

1), on utilise alors le théoreme de convergence dominée d’ou / |sin®(¢(n)x)|dz — 0

0
2

or |sin?(p(n)z)| de = 7 d’olt la contradiction.

On a ainsi |u,(x)| < |an| + |by] — 0 et la convergence de la série définissant F' est
normale ce qui assure a la fois 'existence de F' ainsi que sa continuité.

(2) Il suffit de faire les calculs !

(3) L’expression de py(h) demandée est une simple utilisation de la transformation d’Abel

(on écrit que ug(x) = ri(x) — rpe(z)). 1
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Comme 7, — 0 alors pour tout £ > 0 il existe N € N tel que Vn > N, |r,| < . En outre

/ (DR gin? ¢

<

nh t2

r| /sin?t)’
t2

sin®nh  sin®(n+ 1)h

nh? (n+ 1)2h?

dt

dt admet une limite quand

7| /sin?t)’
admet un développement en série entiere en 0 donc / < 2 )

1
<9 / +o0 9 /
t t
(e o5
0
On a ainsi

Ao F(x,2h) <X sin? nh <X (sin®nh _
T =cCy+ Z Wun(x) = Z W -1 un(x) relation (C)

n=1 n=1

alors

sin2t>/ _ sin2t  2sin2t

et comme( 2 2 — 73

1
12

T — +o0. dt

t2

admet une limite quand z — 0.
(n+1)h

Finalement |py(h)| <e+¢ Z

Ry sin®nh
< SCTCR >un(ac)—0—pN(h)—rN.

n=1

Or pour e > 0 on vient de voir qu’il existe N € N tel que |py(h)| < € indépendamment de

h Ao F(z,2h
h et E (Sm2 hg — 1) un(z) — 0, on peut conclure en conséquence que % —
0 quand h — 0.
2
(4) a) Pourt € [0,27], 0 < t(2mr —t) < 7% donc U (t') > ®(t') — % > 0 si on prend ¢ assez
petit.

AW, (to, h)  Ag®(tg, h Ao F(tg, h
b) Ona = h(2° ) _ Le lEQO’ ) o= Defllol) }EQO’ )
c) Pour h assez petit on a U.(ty + h) + V. (tg — h) > 2W.(ty) or cela entraine que
I'un des deux termes du membre de gauche est > a W.(ty) ce qui est contradictoire
(to €]0, 27[ donc on peut aussi s’arranger pour que to+h € [0, 27]).
On démontre de méme que W.(t') < 0 est impossible donc W, = 0 et ceci pour tout
¢ donc ® = 0 ce qui signifie que F est affine et on peut généraliser le résultat a tout
R.
d) On a alors F(t) = at + F(0) d’ou

+e— e

+oo
Up (27
F(27) = a27 + F(0) = 2cor® — Zl % — 90yr? + F(0)
2 — U (4) 2
F(4r) = a4dm + F(0) = 8com™ — Zl — 5= 8com? + F(0).

On déduit de ces égalités que ¢g = 0 donc F(0) = F(27) i.e. F est constante.
(5) Comme F est constante ses coeflicients de Fourier sont nuls et comme la série définissant
F' converge normalement on en déduit que u,(x) = 0 soit a,, = b, = 0 pour tout n.



