TD DU 14/03/2011 ET DU 21/03/2011

EXERCICE 1.

2
On définit : V(z,t) € R x R, E(z,t) = %exp <Zt> Soit ¢ € C*®(R? R) nulle en dehors de
[—A, A]x[-T,T]. Sie >0 on pose T-(p) = f+oo(f+ooEJ:t) (ac,t)dt)dx.
(1) Montrer que T.(p) a une limite T'(¢) quand € tend vers 0.
. O  P¢
(2) Calculer T'(L(p)) ou L(p) = Dt + R

1
i+j—1
Montrer que (p,,) est une suite croissante de limite 7.

EXERCICE 2. On note H,, = < > et on pose p, = sup{|A|, A € Sp(H,)}.
(6,5)€[1,n]?

Solution 1

(1) Comme la fonction E(x,t)p(x,t) est nulle en dehors d’un compact de Rx[e, +o0], elle est intégrable et
on peut utiliser le théoreme de Fub1n1

On a donc TE(¢):/€+M<2f xt)dx)dt or I(t ff o(v/u, ) du en

1(t)

x
posant u = ﬁ @ est continue sur un compact, elle est par conséquent bornée, soit M un majorant

de . I(t) est continue et tend vers ¢(0,0) grace au théoréeme de Lebesgue. On peut méme écrire

T(y) = % /O o ( /_ :o e p(Vitu, t) du> dt.

2p
(2) On a %—?—Z—Q—Oet on va s’en servir :
z
e 9 S e OE
| B @ = Eane o™ - [ w05 w0

+oo
— —E(m7g)(p(x, E) - / ap(x,t)%—f(wj) dt

apres une intégration par parties. Puis

9%p B dp Hoo OF dp
/RE(m,t)%(x,t) dz = [E(m,t)ax(x,t)} T —(z,t)=— e (x,t)dx
=0
OF oo OE O*E
- |FGeneen] + [eeniiend- [densenas
=0

(les parties toutes intégrées sont nulle car ¢ s’annule en dehors d’un compact).
On a finalement, en utilisant le théoréme de Fubini (on integre des fonctions continues sur des segments)

= [ ( :w Bt) (G0 + i ) ) as

— 00

—+o0

— _/ E(z,e)p(x,e)dx = —I(e)

— 00

donc T(L(¢)) = —¢(0,0) en utilisant le résultat de la premiére question.
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Solution 2 H,, est la matrice de la forme bilinéaire définie sur R,,_1[X] par B, (P, Q) = fl P(z)Q(z) dz dans la

n(P)
1Pl

base canonique. Or, si Q,, est la forme quadratique associée a B,,, on sait que p, = sup , [|P|| désignant
P#0

la norme euclidienne de R,,_;[X] rendant la base canonique orthonormale.

11 est alors évident que la suite (p,,) est croissante et on a p, < 7. En effet
1

n—1 1

e Soit P(t) = Y a,x? alors A = Q(P) :/ P2(t)dt < / P2(t)dt =
p=0 0 -1

e On obtient

B= —i/ P2(e%)et? dp
0

soit en intégrant la forme différentielle exacte w(z) = P2?(z)dz sur le contour consistant en un demi-
cercle de rayon 1 centré en 0 et le segment [—1,1],
soit en faisant directement le calcul.

On trouve aussi B = fi/ P2(¢%)e? df de la méme maniere donc
0
LT 2 ey o T a0y i
B=—-- P=(e")e df + P (e")e db| .
2 Lo 0
1 n—1
On a donc B < - / |P2(e)|df = 7 Z a; grace a 1'égalité de Parseval. Soit pour tout n,
2 Jo =0
n—1 aa
D ool E:a
1
o P +q+
Remarque : on peut ainsi prouver que, si la série > a2 est convergente, alors la suite double
+oo
<apaq> est sommable et 'ona > — % <mylal.
PHa+1/pgen poen PHa+1 p=0

On peut faire ce raisonnement avec une suite complexe en remplagant a, par |ap|.

Il reste a prouver que lim p, = .
n—+o00
x 1 1
Soit P=1+—=+---+—a" talors Q,(P)= Y, —————. Onaalors
V2 Vn 1<ig<n ViVI(i+37 - 1)

// dx dy 1
S —=—F
[6,i41] [5,5+1] \/9?(37 +y—1) " Viili+5—1)

d’ot1, en sommant ces inégalités pour (4,7) € [i,7 + 1]x[4, j +1]

/// Sl Gt

1
Arctan y/y — 1 — Arctan y—i-ll dy > I(n) — Is(n)
n

[ =

"+l 9 Arctan Vy—1 n+1 2 Arctan \/ﬁ
ot Il(n):/ SETEENVY  qy, Ig(n):/ nt
! 1

y(y —1) y(y—1)
de comparaison.
Arct —1
Arcton vy 1 7 slors Iyn) ~ wlnn
yly-1) 2%

-1
puisO<Arctan\/y <\/y d’ou 0 < I2(n) <

dy. On utilise 'intégration des relations

Comme

n+1 n+1 / — = 2 et donc, pour n assez grand,

Vi

> nlnn+ o(lnn).

7P > pullPI? > Qu(P

1 1
On a ensuite ||P||*> =1+ gt o= Inn + o(Inn) donc
n

mlnn+ o(lnn)
Inn+ o(Inn)

T2 pp 2

1 1
Remarque : un calcul pour n = 10 donne P%(t)dt = 5.57 et / P2(t)dt = 4.99.
—1 0



