TD DU 02/12/11 ET DU 09/12/11

ExXERCICE 1. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE D’INTEGRALES IMPRO-
PRES : METHODE DE LAPLACE.

“+oo
On rappelle que I'(t) = / 2! 71e™® dx est une intégrale eulérienne qui converge pour t > 0.
0

+oo
(1) Soit J(t) = / 22" ") dz ou t > 0 et
0

(1) 8>0¢>0, a>—1.

A Paide d'un changement de variable, prouver que

J(t) = %r (O‘; 1) et (ct)"F"

b
Prouver que, si b > 0, J,(t) ~ J(t) ou Jy(t) = / 22" ") dz quand ¢ — +o0.
0

—+o00
On s’intéresse maintenant a l'intégrale I(t) = g(z)e™@ dz que Ton suppose

0
absolument convergente pour ¢ > 1. On rajoute les hypotheses suivantes :

(i) h(z) = a — cz® + o(2”) en 0, h prenant en 0 son unique maximum
(2) (7) h strictement décroissante sur |0, +o00|
(7i1) g(z) ~ Ax® en 0, a, B, ¢ vérifiant les conditions (1)
+1

A 1 a
On veut prouver que I(t) ~ EF (a; > e(ct)” 7.

(2) Montrer que I'on peut se ramener au cas ou a = 0.

A 1 a
On pose par la suite ¢(t) = BF (a; ) (ct)f%l.

Soit € > 0, on va prouver que, pour t assez grand, on a :
(3) (I —e)p(t) <I(t) < (1+e)e().
(3) Soit A €]0, 1], par hypothese, on sait qu’il existe d(\) > 0 tel que, pour x €]0,5(N)],
Al =Nz < g(z) < A1+ A)z®
—c(1+ N2 < h(z) < —c(1 = N)a?

a) Montrer qu’il existe A tel que

L= NA+N"F > VIT-e/2, A+ N1 -N)"F < /1+e/2.

b) En choisissant 6 = §(\) €]0, o[ et t > ¢, prouver que
5
(4) (1 —¢/2)(t) < / g(2)e™ da < (1 +¢/2)p(t)
0

1
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(4) a) Prouver que

< Belt=Dh(®)

+oo
/ g(x)e"® dz
5
+o0

ou B = / lg(z)]e"® da.
5
b) En déduire qu’il existe t, tel que

+oo
/ g(z)e"@ dz
)
pour ¢ > ts.

c¢) Prouver alors 'inégalité (3) et donner I’équivalent de I(t).

(5) Un exemple d’extension :
a) On suppose que |a, b] est un intervalle de R non nécessairement borné et que
e (i) g et h sont de classe C?,
b

h(x

o (u)/ lg(2)|e"® dz existe,

a
e (i7i) h' ne change de signe qu’en un seul point ¢ €la,b[, h passant par un
maximum en ¢ avec g(c) # 0, h"(c) < 0.
Montrer alors que, t — +00,

27
—th"(c)

b
/ g(x)eth(z) dx ~ g(c)eth(c)

1
(on rappelle que T’ (5) = /7).
+oo
b) Trouver I’équivalent quand ¢ — +oo de / x e du.
0

(6) On veut prouver la formule de Stirling :

L(x+1) ~ V2mza®e™, x — +o00.

+o0
a) Montrer que I'on peut écrire I'(z + 1) = 2%} / "MW du.
0
b) Conclure a l'aide du 5.
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i

eat L_
On écrit ensuite que Jy(t) = 5 —(ct)” 5 / 7 le™ du et comme
0

ctbP
o 1
lim u#_le_“ du=T (a + )

t——+00 0 6

Solution 1

(1) On n’a pas de probleme de convergence.

En posant u = ctz®, on trouve bien J(t

@QM—‘

on a bien le résultat annoncé.
(2) Pour se ramener au cas ou a = 0, on remplace h(z) par h(x) —
3) Les deux premieres inégalités sont simples a prouver :
(3) p g ples & p

a+1
a) On utilise le fait que lim (1 — £A)(1 + £N)F =1
%
b) On a g(z)e™® < A(1 + A)z@e~1-V7" qon

) 5Bct(1-X)
14+ A a
/ g(x>6th($) dz < (,D(t); U gl—le—u du
0

+1

(I=X)7 Jo

ot on a posé u = ct(1 — \)aP.
On choisit alors t; pour que

5ﬁct(1,)\) o 1
t>t1:>/ ul#_le_”du<F<a+ ) 1+§.
0

On obtient donc :

5
/ g(z)e™@ dz < (1) (1 + E) :
0
On fait de méme avec 'autre inégalité.

(4) a) Pour z >, on a :
|g(2)e™®)] < |g()|et=DHO) )

car th(x) = (t — 1)h(0) + h(x) + (t — D[h(x) — h(0)] < (t — 1)h(0) + h(x).
On intégre alors cette inégalité de 0 a +oo.

b) Comme h(§) < 0 on sait que "9 = o (t_%l) donc Be=DM9) = o(p(t)) d’ou
I’existence de t, tel que

+o0
/ g(z)e"® dg
5

c¢) L'inégalité (3) est donc obtenue deés que ¢ > max (t1, t2).

19
< o).
290()

(5) a) On utilise les résultats des questions 2, 3, 4 pour les intégrales fcb et fac On a en
outre :

h(t) = h(c) + (@ _2 ) h'(c)+ o ((x —¢)?) et g(z) ~ g(c) en 0

"

et donc, en prenant o = 0, § = 2 et en remplacant ¢ par — on obtient
b
1
/ g(x)eth(x) dr ~ F<1/2)9(C) ohle)t
c 2 —th”<0)/2

A~ & 7 . N ~ .
et, de méme, fa est équivalente a la méme expression.



TD DU 02/12/11 ET DU 09/12/11
+o0 +o0
b) I(t) = / r e do = / %) dz on pose z = uet~! d’ou
0 0

+oo
I(t) = S/ M du avec s = €7, h(u) = u(l — Inu).
0
Or h atteint son unique maximum en u =1 et A(1) =0, (1) = —1 d’ou

+oo 1
I(t) — / x—xetl' dI ~ \/27‘(‘ exp |:§(t _ 1) + et—1:| )
0

+o00 +00
(6) a) I'(z+1) :/ u®e " du :/ ey,
0 0

. . [ N
rInu — v admet son unique maximum en x, on pose donc t = — d’ou
x

+o00
L(x+1)= :E”l/ e dt
0

h(t) = Int —t.
)

ou
b) h(1) = —1, A”(1) = —1 on applique alors le résultat du 5.




