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EXERCICE 1. Oral ENS 99

(1)

Soit Cr I’ensemble des fonctions continues de R dans R, T-périodiques. Pour A > 0 on définit

+oo
Vfelr, Thf :U’Ur—>\1ﬁ\/Oo f(:z—u)p(\%\)du

oit p : R — R est une fonction continue, paire, telle que u — u3p(u) soit intégrable sur R et

/ﬂo p(t)dt = 1.

— 00

Montrer que T) f est bien définie et est dans Crp.
Si f € CrNC3*(R,R), donner un développement limité de A — T f avec deux termes, uniforme
en z (i.e. Ja, Jo(AY), Vo € R, IP(x, N), T f(z) = P(x,\) + o(A\%).)

oF 0*F
Soit F(x,t) € C3(R%,R,) telle que B = g2 SW RxR; et Vo € R, f(z) = F(x,0). On
x
suppose en outre que V¢ > 0, F(.,t) € Cr (f est toujours C?).
Montrer qu’il existe C' € R tel que

V(z,t) € RxRy4, m 1}, f(x) = F(z,Ct)

li
n—

ou VA > 0, T} est la composée n-ieme de 'opérateur T).
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Solution 1

(1)

(2)

ce qui fournit aussi I’hypothese de

Dl < 1
p est intégrable sur R car |p(u)| < {|p(u)] > |u: -

[ul’ [p(u)| si |u
domination. Comme (z,u) — f(z —u)p <u> est continue, Ty f € Cr grace au théoreme de

VA

continuité sous le signe intégral. La T-périodicité est immédiate.
On utilise la formule de Taylor-Lagrange

U2 US
Fla+u) = (@) + uf'(2) + 51" () + - 1"(0)

et on Papplique pour u = —v/\t.
Az fixé, u — f"'(c) est continue (pour u # 0, c’est immédiat et cette application se prolonge
par continuité en 0 par f"(z)).
Comme f"” est bornée (continue et T-périodique) alors t + t3p(t) f"'(c) est intégrable sur R
d’ou

3/2

Tof(x) = f(x) /R p(t) dt — VAS! () /R oty dt+ 5 () [ 1 / p(t)dt = [ #p(t) " ()t

R

Or / tp(t)dt = 0 car p est paire et, si on pose A; = / t'p(t) dt on obtient finalement
R R

3/2
T0f(e) = f(o) + 5 408" (@) = - [ #pt0)" ()t

=\3/2m(0,\,x)

ot m(0, A\, z) est borné indépendamment de x car |f"”(¢)| < || "]l co-
Pour ¢’ € [0, %] on a, en appliquant la formule précédente & g(z) = F(z,t'),

Ast O*°F 1

Ty F(x,t') = F(x,t') + %W( 1) — —E™ m(t',t/n,x)
- F(a, ')+f212“9£( ) — ;/2  t/n,2)
= F(z,t' + %Ag) + %p(t/,t,n, T) — —Em m(t',t/n, )
ou p(t',t,n,x) = — <A22t>2 %f(x, + 6’%) est obtenu avec ’égalité des accroissements fi-

nis (appliqué & F(z,.)) et m(t',t/n,x) correspond a la quantité mise en évidence lors du
développement de T f(z) en prenant F(x,t") a la place de f(x).

On peut majorer p(t',t,n,x) uniformément en ¢’ et x en prenant la borne supérieure de la
dérivée seconde sur [0, A22t]. De méme m(t',t/n,x) est uniforme en t’ et en x (on reprend

la majoration de la question précédente, ¢ décrit un compact, ¢ € [0,z]). On a ainsi

Ty F(2,t") = F(z,t' + 3= A) + Wq(t’, t,n) ol q est uniformément bornée en t’ et en .

1 1
Or T\ est un opérateur linéaire de norme 1 donc T) <n3/2q(t/,t, n)) = 3—/Qr(t' t,n) ou,
comme ¢, r est uniformément bornée en ¢ et en x. Par conséquent, en notant r, =
r(kAst/(2n),t/n,z), on a par récurrence sur k,

kAQ kAQ
Tf/nF(x, 0) = F(ac7 n3/2 Zrz = F(x, t) + Ry

ol |Ry| < — 5 M ot M est un majorant des ry.

n3/

1
Pour k = n on obtient Tj f(z) = F(zx, %t) + 0 <

\/ﬁ> soit hm Tg}nf( x) = F(z, %t).

A
C = 72 convient.



