ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

1. ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES

1.1. Bases, sommes directes.

EXERCICE 1.1.1.

Soit E = (Z/pZ)" qui est un e.v. sur Z/pZ en prenant pour p un nombre premier.

(1) Si (x1,x2,...,x) est une famille libre Fj, chercher le nombre d’éléments x de E tels
que F' U {x} soit liée.
k=1
(2) Montrer que le nombre de familles libres a k éléments vaut [] (p" — p?).
i=0

EXERCICE 1.1.2.

Soit G un groupe fini tel que
Ve e G, 2* =e.
Avec les techniques des espaces vectoriels, prouver que
dn e N | CardG = 2".

(On pourra considérer G comme un espace vectoriel sur Z/27Z.)
Peut-on généraliser ceci au cas ou il existe un nombre p premier tel que

Ve e G, 2P =e.

1.2. Image et noyau d’une application linéaire.

EXERCICE 1.2.1.

Soit G un sous-groupe fini de GL(E) espace vectoriel.
On note E% I'ensemble des points fixes (i.e. 'ensemble des z de E tels que Vg € G, g(x) = z).

(1) Prouver que E¢ est un sous-espace vectoriel de E.

est un projecteur sur E¢. Si E est de dimension finie
Card G g%:cg ProJ

1
Tr(g).
Card G g%%; H(9)

(3) Traiter I'exemple suivant :
G ={m,1d}, E=R" m(f)(z) = f(-x).

(2) Prouver que p =

montrer que dim E¢ =

EXERCICE 1.2.2. E

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K.
(1) Soit (pi)icp k) une famille de projecteurs, prouver I'équivalence de (i) et (i7) :
(1) 1 #j = piop; =0.
k

(17) p = Y_ p; est un projecteur.
i=1
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k
(2) Soit (pi)icp k) une famille d’endomorphismes de E, on suppose que l'on a ) p; = Idg.
i=1
Prouver I'équivalence de (i) et (i7) :
(1) i #j = piop; =0.
(1) Vi € [1, k], p; est un projecteur.

EXERCICE 1.2.3.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, fi, fs, ..., f, n endomorphismes nilpotents
permutant 2 a 2.
Montrer que fi o fao...o f, =0.

1.3. Dualité en dimension finie.

EXERCICE 1.3.1.

Soit £ = R,[X] ; on définit f, : P+ P(x).
(1) Montrer que si xg, 1, . .., 2, sont des réels distincts, (fuq, fois-- -, fz,) €st une base de
E*.
(2) Montrer que si une suite de E' converge simplement vers ¢ alors ¢ est un polynome.

EXERCICE 1.3.2.

n
Soit E un K-e.v., Ey, Es,... B, ns.ev. de E tels que EF = @Ek
k=1
n
Montrer que [] Ejf et E* sont canoniquement isomorphes.
k=1

EXERCICE 1.3.3.

Soit a < b et ¢ €la,b| ; discuter selon les valeurs de ¢ I'indépendance des 4 formes linéaires :
fa : P P(a), fy : P P(b), fo : P P(c)et fy : P [P P(t)dt dans Ry[X] et dans
R3[X].

EXERCICE 1.3.4.

Chercher une base duale de 1, X, X(X —1),..., X(X — 1)(...)(X —n + 1) dans R, [X].
Donner alors I'expression d’un polynéme P € R,[X] dans cette base.

EXERCICE 1.3.5.

On se place dans RY ; on appelle L, 'ensemble des suites (a,)nen vérifiant

“+00

S faal? < 400, (9> 1.
n=0

(1) Montrer que L, est un s.e.v. de RY.
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1 1
(2) Sib= (bp)nen € Ly ot —+ — =1 et si a = (a,)nen € L,, montrer que I'on peut définir
p q
+o00
feL;par: f(a) = nz::O apb, et que f est continue.

(3) Montrer réciproquement que toute forme linéaire continue définie sur L, peut s’écrire
comme ci-dessus.

1.4. Trace d’un endomorphisme.

EXERCICE 1.4.1. E

Soit E un K-e.v. de dimension finie n > 1. Pour v € Lx(F), on note T,, € (L(F))* défini par
T, (v) = Tr(uowv).

(1) Prouver que u — T, est un isomorphisme de L(F) sur (L(FE))*.

(2) Soit  un élément de (L(FE))* tel que p(uov) = @(vou) pour tous les éléments u et v de
L(E). A Taide de la représentation matricielle, prouver que ¢ = ATr. En déduire que
I'espace vectoriel F' des endomorphismes de E engendré par {uov—wvou, (u,v) € L(E)?}
est un hyperplan de L(FE).

(3) Pour «, f de Lk(E), on pose [a, 3] =aof—Foaet C, ={u € Lx(E) | xou=uoa}.
Montrer que Tr([a, ] 0 y) = 0 pour «,  dans Lk (FE) et v dans C,.

(4) Soit v et u dans Lk (E) tels que T, s’annule sur C,. Montrer qu’il existe v € Lg(F) tel
que u = [a,v).

EXERCICE 1.4.2.

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie, p, g, r 3 projecteurs.
Est-ce que 'endomorphisme p + ¢v/2 + /3 peut étre un projecteur ?

EXERCICE 1.4.3.

Soient A et B 2 matrices de M,,(K) telles que Tr(A) # 0.
Résoudre I'équation d’inconnue M € M, (K) :

Tr(A)M — Tr(M)A = B.

1.5. Calcul matriciel et systemes d’équations linéaires.

EXERCICE 1.5.1. E

Soit A une matrice carrée d’ordre n sur un corps K de caractéristique nulle telle que Tr A = 0.

(1) Prouver que A est semblable a une matrice de diagonale nulle.
(2) En déduire qu’il existe deux matrices B et C carrées telles que A = BC — CB.

EXERCICE 1.5.2.

Soit A € M35(R) et B € My3(R) telles que

0 -1 -1
AB=[-1 0 -1
1 1 2
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(1) Montrer que AB est la matrice d'un projecteur. Calculer Rg A et Rg B.
(2) Montrer que BA = I,.

EXERCICE 1.5.3. E

(1) Trouver une C.N.S. pour que A € M,,(Z) soit inversible.
(2) Soit L = (ay,as,...,a,) € Z", trouver une C.N.S. pour qu’il existe A € M, (Z),
inversible dans M,,(Z) et dont la premiere ligne est donnée par L.
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1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1

(1) FU{x} est lie ssi x est combinaison linéaire des (z;), on trouve alors p*.
(2) Raisonner par récurrence sur k, si (z1, xa, . .., xy) sont libres alors pour avoir une famille
libre & k + 1 éléments, on aura p™ — p* choix.

Indication 1.1.2 Montrer que G est commutatif, vérifier que G est un espace vectoriel sur
K = Z/27 et montrer que G est isomorphe a K".
Indication 1.2.1
(1) Evident.
(2) Remarquer que Zg,eG 99 = Zg,,eE ¢", montrer ensuite que Imp = E¢ et utiliser la
propriété Rgp = Tr(p).
(3) EY est I'ensemble des fonctions paires, et p est I'application qui a une fonction f fait
correspondre sa partie paire.

Indication 1.2.2

(1) (i) = (1) p* = p est évident.
k
(i1) = (i) Montrer que Tr(p) = Y25, Trp;, en déduire que p(E) = @ p;(E) puis, si
i=1
x € Imp;, montrer que p;(x) =0 si j # .
(2) (i) = (i) p; = p? immédiat.
(71) = (i) Appliquer le (1) a Idg.
Indication 1.2.3 Montrer par récurrence descendante sur k£ que Rg gx < n—k ot gx, = f10...0f
en utilisant la propriété suivante : si f est un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel
Falors Rg f < dim F' — 1.

Indication 1.3.1

(1) La famille (fz,, feys-- - fz,) est la base duale de la base des P.I.L.
(2) Si P, est une suite de E qui converge simplement vers ¢ alors Vi € [0,n], f,,(Py) a une
limite a; et montrer que ¢(z) = agLo(x) + a1 Li(z) + - - + anLy(x).
Indication 1.3.2 Poser zj = (restriction de la forme linéaire z* a l'espace Fj), définir

*

*) montrer que ¢ est un isomorphisme canonique de E* dans

¢ ot e B (27,15,
[Ti=1 Ei

Indication 1.3.3 Faire intervenir les P.I.L. et montrer que dans Ry[X] les formes sont liées ainsi
que dans R3[X] si ¢ = %22, sinon elles sont libres.

Indication 1.3.4 Utiliser opérateur : A : P +— P(X+1)— P(X) et montrer que les éléments
fi de la base duale sont les formes linéaires P € R, [X] — LAFP(0). Les coordonnées de P
dans la base des (ey,) sont P = >"7_  LAFP(0)ey.

Indication 1.3.5

(1) Utiliser les inégalités de Minkowski et Holder en passant a la limite (cf. Questions (v)
et (vi) page 73).

(2) Prendre a,, = |a,|, by, = |b,| et passer a la limite ce qui permet de définir f. Avec
I'inégalité de Holder et par passage a la limite en déduire que |f(a)| < ||b]|4-||all,-

(3) Réciproque : soit f € L} une forme linéaire continue, (e,) la suite de L, dont tous les
termes sont nuls sauf le n + 1¥™¢ qui vaut 1, poser b, = f(e,) et exploiter 'inégalité
f(a) < C|lal|, en prenant la suite (a) définie par a¥ = ,|b,|¥Psin < NetOsin > N
ou €, est du signe de b,.

Indication 1.4.1

(1) Montrer que u — T,, est injectif en utilisant la base (u;;) (cf. théoréme 8.15 page 135)
et en utilisant la formule Tr(u) = > "7, ef(u(ex)).
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(2) Le premier résultat est classique.
F C Ker(Tr) est immédiat puis on complete f; = Tr pour avoir une base (f1,..., fu2)
de lespace dual et on montre que F' = Vect(e;);>2 o (e;) est la base antéduale.
(3) Utiliser la propriété suivante : Tr(u o v) = Tr(v o u) et le fait que c oy =y o .
(4) On pose V,, = Im L, ou L,(u) = [a,u] KerV,, = C,. On a T, C C-. On raisonne alors
sur les dimensions en utilisant le fait que u +— T, est un isomorphisme.
Indication 1.4.2 Utiliser la trace, la seule facon d’avoir un projecteur est que ¢ =r = 0.

Indication 1.4.3 Montrer qu’il faut Tr(B) = 0 et en déduire que les solutions sont données par

M= 5tsB - M, A K.

Indication 1.5.1
(1) Procéder par récurrence sur n, si u est I’endomorphisme de K" associé a A, écarter
le cas oul u est une homothétie et prouver qu'il existe un vecteur e; de K"*! tels que
(e1,u(ey)) soit libre. Compléter alors la famille (e1,u(e1)) en une base.
(2) Traiter d’abord le cas d'une matrice de diagonale nulle avec C' = Diag(\;) ot les \; sont
tous distincts et B = (b;;) bien choisie puis étendre la propriété aux matrices semblables
a une matrice de diagonale nulle.

Indication 1.5.2

(1) Poser AB = C' et montrer que C' est la matrice d'un projecteur sur un espace vectoriel
de dimension 2 puis conclure que Rg A = Rg(B) = 2.
(2) Montrer que A[BA — I]B = 0 et en déduire qu’il existe une matrice B’ telle que
BB’ = I, et une matrice A’ telle que A’A = I.
Indication 1.5.3

(1) La C.N.S. est det A = £1 (AB = I,, avec det A et det B dans Z).

(2) = immédiat.
<=siag AagA...Na, =1 alors il existe by, ...,b, tels que bya; + bsas + -+ -+ bya, =1,
montrer alors par récurrence sur r < n que l'on peut trouver A, € M, ,(Z) et B, €
M, (Z) ou r < n telles que A, B, = I, avec Ay = (a;...a,). On montre que I'on peut
compléter A, (resp. B,) en matrice (r+1,n) (resp. (n,r+1)) vérifiant A, 1B, 11 = I, 41
en cherchant un couple (L,;1, C,41) qui vérifient les trois conditions :
ATCT+1 - O (1), erJrlBr - O (2), LT+1CT+1 == 1 (3)
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1. SOLUTIONS
Solution 1.1.1
(1) F U {z} est liée ssi x est combinaison linéaire des (x;). x

uniques) ; il y a donc bijection entre les x et les k-uplets (Aq, ..
chaque );, le nombre des vecteurs = convenant est p*.

Z Niz; (et les \; sont
/\k) On a p choix pour

(2) On raisonne par récurrence sur k : pour former une famille libre & 1 élément, il suffit

de choisir un vecteur x; non nul, on a p” — 1 choix.
k—1

Si (x1,9,...,xy) libres, et si le nombre de possibilités est [] (p"

=0

p') alors pour avoir

une famille libre a k& + 1 éléments, il faudra choisir un vecteur non lié a la famille
précédente, on aura en tout p” — p¥ choix. La récurrence est alors immédiate.

Solution 1.1.2 On montre tout d’abord qu’un tel groupe est commutatif. En effet, tout élément

étant égal a son propre inverse, on a

(zy) ' =y T = yx =y

On munit alors G' d'une structure d’espace vectoriel sur K = Z/27Z par M.z = x* ot A désigne
la classe d’équivalence de A dans Z/2Z. Cette opération externe est bien définie. Vérifions les

autres axiomes des espaces vectoriels (on note * la loi interne dans G) :

M(pa) = () = 2™ = ().

()\+u)x—x’\+“—x)‘*x“ (M) * ()
( *y) = (x*y) :x’\*y’\:x.x*x.y

la=zx'=zx

Comme G est fini, il est de dimension finie n, il est alors isomorphe a K" et donc de cardinal

2n,

La généralisation se fait de méme en considérant K = Z/pZ a condition cette fois-ci que G soit

commutatif.

Solution 1.2.1

(1) Evident grace & la linéarité des applications de G.
(2) On remarque que

(P) Y gd=>4d"
g eqG g"€E
car ¢’ — g¢’ est une bijection de G sur G.

1
Si on pose n = CardG et p=— > g alors

n geG
1
== > 9= ngd=
(9.97)€C e

donc p est un projecteur.

Ensuite, si p(z) = z alors, toujours grace a la propriété (P), on aura g(z) = g o p(z) =
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p(x) = x donc z € E% ie. p(E) C EY L’inclusion inverse est évidente. On a donc
Imp = EY et, en utilisant la proposition 2.1.8 page 185, on sait que

1
dim B¢ = Rgp = Tr(p) = Z Tr(g).
geG

Card G

(3) Pour I'exemple que 'on demande de traiter, 'ensemble E¢ est I'ensemble des fonctions
paires, et p est I'application qui a une fonction f fait correspondre sa partie paire

p(1)(@) = 5(f(x) + F(~2)).

Solution 1.2.2
(1) (¢) = (44) On a de maniere évidente p*> = p. En effet, comme p; o p; = 0 alors

k k
PP=Y =) pi=p
i=1 i=1
(77) = (i) On sait que dimImp = Tr(p) (cf. proposition 2.1.8 page 185) donc
k
Tr(p) = ;Trpi.

- k k
Comme p(E) C > pi(E) et que dim (p(F)) = Trp = > dimp;(F) alors p(F) =
i=1 =1

. k
> pi(E) et la somme est directe : Imp = @Impi (en application du corollaire 2.3
i=1 —
page 181).

Soit € Im p;, comme Imp; C Imp et que z = p;(x) = p(x) alors z?;p](x) =0et (la
jF#i
somme est directe) p;(z) =0 ie. pjop; =0 c.q.f.d.
k
(2) (i) = (ii) Onap; =p;oldg = Y piop; = p? donc p; est un projecteur.
j=1

(17) = (i) Comme Idg est un projecteur et que les p; sont des projecteurs, on peut
appliquer le 1. et conclure.

Solution 1.2.3 On utilise la propriété suivante : si f est un endomorphisme nilpotent d’un
espace vectoriel F' alors Rg f < dim F' — 1.

Montrons par récurrence descendante sur k que Rggr <n—kougy= fio...o fp.

Si k =1 alors, comme f; n’est pas inversible, on a Rg f; <n — 1.

On suppose la propriété vraie a l'ordre k, posons hyy1 = Grtimg,. Comme les f; permutent,
Im gy, est stable par fi; donc hiyq est un endomorphisme de Im g et hy 1 est lui aussi nilpotent
donc Rg hy11 < dimIm g — 1 et comme

Rg hyy1 = dim frp1(Imgp) =dim fro foo...o frrn =Reg(fio fao... 0 fit1)

onaRg(fiofeo...ofr1)<n—k—1
Conclusion : on a ainsi Rg(fi 0 foo...0 f,) <0soit fio foo...0f, =0.

Solution 1.3.1
(1) La famille (fuy, fe,,-- -, fz,) est la base duale de la base des polynémes d’interpolation
de Lagrange définis par : Vi € [0,n]L; € E et Vj € [0,n] : Li(z;) = d;; (cf. définition
2.1.7 page 182).
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(2) Soit P, une suite de F qui converge simplement vers ¢ alors : Vi € [0, n], f,,(FP,) a une
limite a;, donc, comme tout polynome de P € R, [X] sécrit P = f, Lo + fo, L1+ -+
fu, Ln (les éléments d'une base duale sont les formes coordonnées), on a :

¢(r) = lim P,(x)

m—-+00
= limfo(Pa)Lo(2) + limfoy (Pu) L(@) + o+ T fo, (P) Lo (@)

= aoLo(z) + a1 Ly(z) + -+ -+ ap Ly (x)

ce qui permet de conclure que ¢ est un polynome.
Remarque : il est a noter ici que, grace a ’équivalence des normes en dimension finie,
la suite (P,,) converge uniformément sur tout segment de R (on prend la norme infinie

et la norme N(P) = m[ax] | fz. (P)).
1€|0,n

Solution 1.3.2 On pose zj, = xp, (restriction de la forme linéaire z* & I’espace Ej) et on définit

R * * *
o rxt € E' v (2], 25, ...,2)).

n
¢ est un isomorphisme canonique de E* dans [] Ef.
k=1
n
En effet ¢ est un morphisme de E* dans [] Ej (car chaque application z* — x} est linéaire).
k=1
Si on définit
n
o (2], xy, . 1) € I_IE',;k —at e B*
k=1
ou z*(xy + -+ x,) = xi(x1) + -2k () (21 + -+ + 2, est la décomposition d'un vecteur

relativement a la somme directe @ Eg). Yoy =1Idg« et potp = Idgr_ g, donc ¢ est bijective.
k=1

Solution 1.3.3 Comme a, b, ¢ sont distincts, les formes linéaires f,, fy, f. sont linéairement
indépendantes. En effet soit Af, + uf, = vf. = 0 une combinaison linéaire, en appliquant cette
relation aux polynomes d’interpolation de Lagrange aux points a, b, ¢, que I'on note L,, Ly, L.
(cf. définition 2.1.7 page 182) on obtient A = 0 (avec L,) puis p = 0 et v = 0 (ici cela marche
car les polynomes considérés sont tous de degré < 2).

Soit fy = Mfa+pfo+v fe, en posant ¢ = aa+(1—a)b et en prenant les polynomes 1, X —a, (X —a)?
(et (X — a)? dans R3[X] qui donne la derniere équation), on a le systéme :

A pu+v =b—a
pt+v(l—a) =52
pt+v(l—a)? =55
p+v(l—a) =252 (dans Rs[X])

Dans Ry[X] ceci est toujours possible donc les 4 formes linéaires sont liées.
Dans R3[X]

o sic= "~ b—a

alors A = p = >4 iu donc les 4 formes linéaires sont liées,

o sic+# %P alors A = = v = 0 donc les 4 formes sont indépendantes.
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Solution 1.3.4 On utilise l'opérateur : A : P — P(X +1) — P(X).
Pour e, = X(X —1)(...)(X —p+1) on a: Ae, = pe,_1. Les éléments f;; de la base duale
seront alors les formes linéaires :

P eR,[X] %AkP(O).

On obtient, en conséquence, les coordonnées de P dans la base des (ey) :

"1
P=>" EAkP(O)ek.
k=0

Solution 1.3.5

(1)

N 7 N ; N PN N N
(z|an+bn|p) <<z|an|p) +<z|bn|p) ;z|anbn|<<z|an|p) (zw)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

(2)

On utilise les inégalités de Minkowski et Holder (cf. Questions (v) et (vi) page 73) :

1 1
P q

ou % + % = 1. En passant & la limite dans la 1 inégalité (apres justification) on a
I'inégalité triangulaire (ce qui permet d’affirmer que L, est stable par +).

En prenant a,, = |ay,|, b, = |b,| dans la 2™ et, en passant a la limite, on prouve que la
série Y a,b, est convergente, ce qui permet de définir f. En outre, avec I'inégalité de

Holder on sait que
N N Up /s N 1/q
S ot < (zw) (zw)
n=0 n=0 n=0

et, par passage a la limite sur N (qui existe) on en déduit que |f(a)| < ||b]|4-||all, ce qui
prouve la continuité de f.

Intéressons-nous a la réciproque : soit f € Ly une forme linéaire continue, (e,) la suite
de L, dont tous les termes sont nuls sauf le n + 1°*m¢ qui vaut 1. On pose b, = f(e,) et
on exploite I'inégalité f(a) < Clla||, en prenant la suite (a’) définie par

o {6n|bn|q/p sin< N

n

- 0 sin>N

ou ¢, est du signe de b,. On a alors

N 1+q/p N 1/p
f@Vy=> "o = <C (ZVMW)
n=0 n=0

soit

N N 1/p
fla™) = Z b|* < C <Z |bn|q>
n=0 n=0

et, si on suppose f # 0, en choisissant N assez grand, on pourra simplifier par
N 1/p
(Z lbn|"> # 0 d’ou
n=0
N 1/q
(Sur) <c
n=0

ce qui permet d’assurer que b € L.
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Solution 1.4.1

(1) Etant donné I’égalité des dimensions des espaces considérés, il suffit de prouver que
u +— T, est injectif. Soit (e;) une base de E, on utilise alors la base (u;;) de L(E) définie
par u;j(e;) = dixe; (cf. théoréme 8.15 page 135). Si (e

) est la base duale de la base
(e;), on peut caractériser la trace d'un endomorphisme par la formule

n

Tr(v) = Y ei(v(er)

k=1

donc, comme u o u;;(ex) = u(dixe;) = dipu(e;) on a

r(u o uiy) Zézkek e;(u(e;)) =0

et ceci pour tout 7 et tout j donc u(e;) = 0 pour tout j soit v = 0. On aurait pu aussi
utiliser une écriture matricielle.

(2) C’est un résultat classique, on prend la base (u;;) dont on a parlé au 1. On vérifie que
Ui; 0 Uy = Ouy; donc, avec ¢ = [ on a

@(Uz‘j © U/m) = @(Uk;j)
= o(ugi 0 uij) = Opjp(ui)

d’olt p(ugj) = 0si k # j et o(urk) = ¢(u;;) pour tout k et tout ¢, ce qui permet de
conclure.

Soit w € F, w = Z Ai(u; o v; — v; ou;) done Tr(w) = 0 ce qui donne F' C Ker(Tr).

Or,sip e L(E)" s annule sur I alors ¢ = ATr (cf. (4)).

Puis, dans L(F)* on complete f; = Tr pour avoir une base (fi,..., f.2). Soit

n2

(e1,...,€e,2) la base antéduale. Siz € F, z = Y x;e;, alors (p(z) = 0= p = f1) &

i=1
()\1 = 0) d'ou F = Vect(ei)i>2.
(3) On utilise la propriété suivante : Tr(u o v) = Tr(v o u) et le fait que a0y =~y oa d’ou

Tr(lor, Bl o) = Tr(ao Boy) = Tr(Boaocy)
=Tr(foyoa)—Tr(foaoy
=Tr(Boaocy) - Tr(foaoy

(

)
) =
Remarque : attention au fait que 1'on a pas Tr(ao f o) = Tr(f o a o) en général.
(4) On utilise I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de E' (noté F°). On sait alors que
dim F' + dim F° = dim F.
On pose V, =Im L, ot L,(u) = [, u] ; KerV,, = C,. On a T,, C C°. On raisonne alors
sur les dimensions en utilisant le fait que u +— T, est un isomorphisme.
Soit ¢ Papplication qui a v € Lg(F) fait correspondre [, v], 1 est une application
linéaire, son noyau est C,, appelons F' son image. Au 3., nous avons prouvé que T'(F') C
(Co)°. Comme T est un isomorphisme, on a dim 7(F') = dim F' = n* — dim C,, (formule
du rang) i.e. dimT'(F') = dim(C,)° d’ou I'égalité des espaces vectoriels T'(F') = C¢.

Solution 1.4.2 On sait que la trace d’un projecteur est un entier or Tr(p + ¢v2 + rv/3) =
Tr(p) + Tr(q)v/2 + Tr(r)y/3 n’est un entier que si Tr(q) = Tr(r) = 0 soit ¢ = r = 0.
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Solution 1.4.3 On a Tr[Tr(A)M — Tr(M)A] = 0 = Tr(B) = 0 donc cette équation n’a pas de
solution si Tr B # 0.
Si Tr(B) = 0 on vérifie alors sans peine que toutes les solutions sont données par

1
M:TY(A)B—/\A, A e K.

Solution 1.5.1

(1) On procede par récurrence sur n. Si n = 1 alors c’est immédiat.
Supposons la propriété vraie a I'ordre n ; a 'ordre n + 1, soit u ’endomorphisme de
K" associé & A. Si u est une homothétie alors u = 0 et c’est fini.
On suppose maintenant que u n’est pas une homothétie. On va prouver qu’il existe un
vecteur e; de K" tels que (e, u(e;)) soit libre.
Si (g;) désigne la base canonique de K" et si I'un des éléments &; n’est pas colinéaire
a son image alors on posera e; = ¢;. Si maintenant tous les vecteurs sont colinéaires
a leurs images, on pose e; = €1 + - -+ + €,11. En effet, si u(e;) = Aey alors on aurait
u(er) = A1+ -+ Apg1€ns1 = Aep + - -+ + Agyq et u serait une homothétie, ce qui a
été écarté.
On prendra alors une base de K™™' en complétant la famille (e;, u(e1)). Dans une telle
base, la matrice de u s’écrira (g j,), On applique enfin 'hypothese de récurrence a

la matrice A’.
(2) Traitons alors le cas d’une matrice de diagonale nulle. On prend C' = Diag(\;) ot les \;
sont tous distincts et B = (b;;) alors BC'— CB = [(A\; — A\;)b;;] ce qui permet de choisir
aij
A=A
Maintenant, si A = BC — CB alors PAP™! = B'C' — C'B’ ou B’ = PBP ! et
C" = PCP~! donc, on peut étendre la propriété aux matrices semblables & une matrice
de diagonale nulle. Ceci est normal vu que la propriété vérifiée par A est en fait une
propriété vérifiée par tout endomorphisme admettant A comme matrice dans une base.

les bij =

Solution 1.5.2

(1) On pose AB = C, C est de rang 2 (les 2 premieres colonnes sont indépendantes) et
C? = C donc C est la matrice d’un projecteur sur un espace vectoriel de dimension 2.
RgA > RgAB =2 et comme A € Mj,(R) alors Rg A <2 donc RgA = 2.

De méme Rg(AB) < Rg B donc Rg B = 2.

(2) C? = C entraine que A[BA — I,]B = 0 et comme B est de rang 2 alors il existe une

matrice B’ telle que BB’ = I, et de méme il existe une matrice A’ telle que A’A = I,

d’ou BA = I,.

Solution 1.5.3

(1) Si A € GL,(Z) alors AB = I, ou B € M,,(Z) et en prenant les déterminants on en
déduit que det A = +£1.
Réciproquement, si det A = +1 alors, avec la formule donnant l'inverse de A, on a

1
A7l = mA’T € M,,(Z) car chaque mineur de A est entier.
e

(2) S’il existe A inversible alors a3 Aas A ... Aa, = 1.
Réciproque : si a; Aas A...Aa, =1 alors il existe by,...,b, tels que bya; + byas + - - -+
b,a, = 1.
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Montrons par récurrence sur r < n que 'on peut trouver A, € M, ,(Z) et B, € M, .(Z)
our < n telles que A,.B, = I, avec A; = (ay...ay).
e La propriété est vraie pour r = 1.
e Pour r < n, on montre que 'on peut compléter A, (resp. B,) en matrice (r + 1,n)
(resp. (n,r+ 1)) vérifiant A, 1B.11 = I,41.
On écrit A, = (Li)1<i<rs €t By = (C))igj<r, les L; étant des matrices lignes et les
C; des matrices colonnes.
On cherche donc un couple (L, 1, C,41) qui vérifient les trois conditions :
A.Cri1=0(1)
L..1B,=0(2)
L,11Cy41 =1 (3) (faire le produit par blocs et identifier les blocs)
A, est de rang r. n > r donc on peut trouver un vecteur C,,; d’entiers dans Ker A,
(on trouve un vecteur de Q" puis on multiplie par le dénominateur commun des
rationnels pour se ramener dans Z"). On a donc (1). Ensuite, on peut choisir ces
entiers premiers entre eux. D’apres Bézout, il existe donc L € Z™ (vecteur ligne) tel
que LC,; = 1.
Par ailleurs,

V() €Z7, (L + Z AeLp)Criq = LCr i1 + Z ML Crgq = LC,

k=1 k=1
car Vk < r, Li,C,y1 = 0 d’apres (1). De plus

(L+Y MLi)Br = (LB, + Y MILiB,) = LB, + Y Mldinlicr
k=1 k=1 k=1
On peut donc annuler le produit (L+ %", _, AyLi)B, en choisissant convenablement
les (Ag).
On a trouvé (L,;1,C,ryq) vérifiant (1), (2),(3). La propriété est donc vraie au rang
r + 1. On complete ainsi A, et B, jusqu'a r+ 1 =n.

ay; ... Qp
Remarque : on peut aussi chercher A sous la forme | @ .. ( | matrice quasi-

triangulaire.



