ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

1. ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES

1.1. Bases, sommes directes.

EXERCICE 1.1.1.

Soit £ un ensemble non vide.
(1) Montrer que (P(E),A,.) est un e.v. sur Z/27Z ot A est définie par

AAB = (AN B°) U (BN A9

(A€ est le complémentaire de A dans E) et la loi externe par 0.A = (), 1.A = A.
(2) Si E est fini, donner une base de P(E).

EXERCICE 1.1.2.

Montrer que la famille (f,,)nen+ 0l f,,(z) = sinnx est une famille libre de R,

EXERCICE 1.1.3.

Soit £ =RY : si x € R, soit S, la suite (2"),en. En utilisant le fait que lim 2™ = 0 lorsque

n—oo

x €]0, 1], démontrer que la famille (S,).~o est libre dans E.

EXERCICE 1.1.4.

Etudier dans C*(R,R) I'indépendance de la famille (f, fo f, fo fo f) avec f(x) =sinzx.

EXERCICE 1.1.5.

Soit (a, 3) € R?, a < 3, on note E l'espace vectoriel sur R des fonctions de [a, 3] dans R
continues et affines par morceaux. Si a € [«, ] on pose f,(z) = |z — al.
Montrer que la famille (f,)ac[a,5 €st une base de E.

EXERCICE 1.1.6. E

Soit (F});en une suite de sous-espaces vectoriels de E espace vectoriel réel de dimension n. On
suppose que tous les F; ont la méme dimension p < n.

+oo
(1) Montrer que U F, # E.
i=0
(2) Montrer que l'on peut trouver un sous-espace vectoriel W de E tel que, pour chaque 1,

WeoFk =FE.
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EXERCICE 1.1.7.

Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel E.
(1) Id —p est-il un projecteur ?
(2) Montrer que p + g est un projecteur ssi pog=gqop=0.
(3) Montrer que p o ¢ est un projecteur si po g = qo p.

1.2. Image et noyau d’une application linéaire.

EXERCICE 1.2.1.

Soit E le R-e.v. des fonctions de classe C* et 2w-périodiques de R dans R et D l'endomor-
phisme qui a f associe sa dérivée seconde f”.
Montrer que E = Ker(D) @ Im(D).

EXERCICE 1.2.2.

Soient x1,...,x, n réels distincts, £ = Ry, _1[X] et les formes linéaires sur E définies par
VP € Eauz(P) = P(xl)avz(P) = Pl(xZ)aZ S [1,”]
(1) Montrer que (uq, ..., Uy, v1,...,0,) est une base de E*.

(2) A l'aide du polynome T = [](X — z;) et de ses dérivées, trouver sa base antéduale.
i=1

EXERCICE 1.2.3.

Soient F' et G des polynomes a coefficients complexes, F(X) = > a; X", a,, #0 G = > b; X",
i=0 i=0
b, # 0. On définit
¢ (U, V)€ (C[X]*— FU + GV € C[X].
(1) Montrer que Im ¢ est un idéal de C[.X].
(2) Montrer que la restriction de ¢ a C,,_1[X|xC,,_1[X] est injective ssi FF A G = 1.

ag 0 bo 0
En déduire que F' et G ont une racine commune ssi o bo = 0.
a’m bn

1.3. Dualité en dimension finie.

EXERCICE 1.3.1.

Sur C? on considere les formes linéaires 1, @9, @3 définies par :
V(.’L',y, Z) € 637 Qpl(xaya Z) =T+ 2y - 327 902(x7y7 Z) =51 — 33/, @3(1‘, Y, Z) =2z — Yy—=z.

Vérifier que (1, 2, 3) est une base de (C?)* et déterminer la base (1, &9, €3) dont (1, @a, ¥3)
est la base duale.
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EXERCICE 1.3.2.

Soient F, et E, deux espaces vectoriels sur R.
Trouver un isomorphisme canonique de E} x £} sur (Ey X Ey)*.

EXERCICE 1.3.3.

Soit E' = {P € R[X],deg P < n}.
(1) Etant donné n+ 1 éléments g, Q1 ... ,a, de R, on leur associe les n+ 1 formes linéaires
Yo, Y, - - -,y définies par y; : p — P(ag).
Montrer que (y3,y7, ..., y;) est une base de E* ssi les «; sont deux a deux distincts.
(2) Soit f € C°([0,1],R), montrer qu'il existe (ag, - .,a,) € R"™ tel que

VP e RR[X],/O f(z)P(z)dz = ZaZP(ai).

EXERCICE 1.3.4.

Montrer qu'’il existe 4 réels ¢, x1, xo, x3 tels que :
1 P(x)

VP e Ry[X], [ —=
O g

dz = ¢[P(x1) + P(x9) + P(x3)].

EXERCICE 1.3.5.

Soit £ un C-e.v. de dimension finie n > 1.
(1) Si (z,y) € E* x # y montrer alors qu’il existe une ¢ € E* telle que p(z) # p(y) (on
dit que E* sépare les points de F).
(2) Réciproque : si V' C E* est un s.e.v. séparant les points de E, montrer que V = E*.

EXERCICE 1.3.6.
Soit E = C,[X], on définit A opérateur différence de F par A(P(X)) = P(X +1) — P(X) et
o dans E* par ¢ (P) = (A*(P))(0).

Montrer que ’ensemble des ¢ pour k € [0,n] est une base de E* ; trouver la base antiduale.

1.4. Trace d’un endomorphisme.

EXERCICE 1.4.1. E

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéristique
nulle et py, ..., pr des projecteurs de E dont la somme est un projecteur.
Montrer que, si @ # j, p;op; = 0.

EXERCICE 1.4.2. E

Soit p un nombre premier.
(1) Si A et B sont deux matrices carrées a coefficients entiers, montrer que

Tr(A + B)? = Tr(AP) + Tr(BP)[p].
(2) Déduire du (1) que, pour toute matrice A € M,(Z), Tr(AP) = Tr(A)[p].
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EXERCICE 1.4.3.
On appelle dérivation d’une algebre A tout endomorphisme D de A (en tant qu’espace vectoriel)
vérifiant
Y(a,b) € A% D(ab) = D(a)b+ aD(b).
(1) Si A € M, (K), montrer que Dy : M € M,(K) — AM — MA € M, (K) est une
dérivation de l'algebre M,,(K) (appelée dérivation intérieure). Déterminer les matrices
A telles que Dy = 0.
(2) Montrer que toute dérivation de M,,(K) est de la forme D4 (considérer D(E;;)).

EXERCICE 1.4.4.

n n n
Si A = (a;j) € M,(R), on dit que A est une matrice magique si > a;; = > a;; = Y G-
i=1 j=1 i=1
L’objet de cet exercice est de chercher la dimension de A, (R) ensemble des matrices magiques.

On définit les formes linéaires suivantes :
n

Li(A) = ay, Ci(A) =) ay, D(A) =Tr(A).
j=1 i=1
(1) Montrer que la famille (Ly,..., L,,C,...,C,) est liée.

(2) Montrer que la famille (Ly,..., L,,C,...,Cy_1, D) est libre.
(3) Montrer finalement que dim A, (R) = (n — 1)%

1.5. Calcul matriciel et systemes d’équations linéaires.

EXERCICE 1.5.1.

Etant donné P(X) = Y apX*, soit A = (ay) € Mup(R) ot a; = Plaiy + B5-1)
k=0

(o, -y am, Boy -y Pn étant 2n + 2 éléments de R) ; on se propose de calculer det A.
Iz ... xg

On pose V(zg, 1, ..., 2,) = det X = Lo ooy [T (x;—x).
o 0<i<j<n
1 «, ... 27

n
Montrer que A = BCD ou B, C, D sont 3 matrices carrées B et D étant de la forme de X
ci-dessus, C' étant une matrice ”triangulaire inversée’. En déduire det A.

EXERCICE 1.5.2.

Montrer que le rang d'une matrice est égal a I'ordre maximal du mineur extrait non nul.

EXERCICE 1.5.3.

. _ (A A
Soit A = (A21 Aoy

M, (R), r€[l,n—1].
Montrer que, si Rg A = Rg A;; = r alors Ay = A21A1_11A12.

) ou la matrice A a été décomposée par blocs, A;; € M, (R), Ay €
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Indication 1.1.1

(1) Immédiat.

(2) Si Card E = n alors Card P(E) = 2" donc dim P(F) = n.
Indication 1.1.2 Procéder par récurrence ou utiliser le calcul intégral.

Indication 1.1.3 Raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments d'une sous-famille et faire
intervenir le plus grand x des .S,.

Indication 1.1.4 Prendre une combinaison linéaire et écrire le développement limité a I'ordre
D.

Indication 1.1.5 La famille est libre (vu en cours) et pour montrer qu’elle est génératrice,

c 0 our r < a

(| —al+|z—B]) € Vect(f,) et (z—a)t = P
-« (r —a) pourz=>a

a Vect(fo, fa, f3)-
Indication 1.1.6

(1) Raisonner par 'absurde et prouver par récurrence sur k que si (z1,...,x;) sont k vec-
teurs de E alors il existe un indice ¢ tel que ces k vecteurs soient dans le méme espace

F;.
(2) Utiliser le (1) pour trouver un vecteur n’appartenant a aucun des F; puis raisonner par
récurrence finie sur p = dim F;.
Indication 1.1.7
(1) Immédiat.
(2) Onapoqg+qgop =0 et on compose par p a gauche et a droite.
(3) Calcul immédiat.
Indication 1.2.1 On montre que Ker(D) est ’ensemble des fonctions constantes puis, si f € E
on montre que g(z) = f(z) — 5= 0271' f(t)dt € Im(D).
Indication 1.2.2
(1) Montrer que f : P € Ry, 1[X] — (ui(P),...,un(P),v1(P),...,v,(P)) € R?" est un
isomorphisme.
(2) Si i = [[; (X — x;) alors, en posant @Q; = i et Po= [T'(zy) — (X —
2

utiliser ¢ = appartient

[T (:)]?
xl-)T”(xl-)][T,(TW, montrer que (P, Q);) est la base cherchée.
Indication 1.2.3 Montrer que p[(C[X])?] = F A GC[X].
L’injectivité ne pose pas de probleme puis écrire la matrice de la restriction de ¢ a
C—1[X]xC,,—1[X], corestreinte & C,,4,,,—1[X] dans de bonnes bases.
Indication 1.3.1 On peut utiliser le déterminant puis résoudre les équations obtenues en
écrivant ¢;(g;) = 0;5.
Indication 1.3.2 Si (f1, f2) € EfxE3, définir [ : (z1,22) € EyxEy — f(x1,29) = fi(z1) +
fa(s).
Indication 1.3.3
(1) Le sens direct est immédiat, pour la réciproque, penser aux polynomes d’interpolation
de Lagrange.
(2) Utiliser la base précédente.

Indication 1.3.4 Utiliser les fonctions symétriques élémentaires de x1, zo, x3, cf. définition
8.53.13 page 141.

Indication 1.3.5

(1) Pour tout vecteur non nul u il existe ¢ € E* tel que ¢(u) # 0.
(2) Prendre une base de V' que 'on complete et raisonner par 1’absurde.
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XX -1D(.)(X—-k+1)
k!
Indication 1.4.1 Utiliser la relation Tr(p) = Rg(p) pour un projecteur et utiliser une ca-

ractérisation de la somme directe.
Indication 1.4.2
(1) Développer (A+ B)? = > C1C5 ... C, et regrouper les termes par paquets
(C1,Ca,....Cp)E{A, B}P
contenant p éléments.
(2) Considérer ¢ : A € M, (Z/pZ) — Tr(AP) € Z/pZ, montrer que ¢ est linéaire et vérifie
p(AB)p(BA).
Indication 1.4.3

(1) Vérification immédiate. Les matrices A telles que D4 = 0 sont les matrices scalaires.
(2) Rechercher A avec les formules a;; = — Tr(D(E1;)Ej1) et faire les calculs.
Indication 1.4.4
(1) On vérifie immédiatement que Y | L; = 231 C;.
J:
(2) Prendre A = —nl,+J ou J est la matrice ne comportant que des 1, puis,p(A+E;,) =
(3) Si A € A,(R), poser s(A) la somme commune et écrire A = %A)J + A" ou s(A") = 0.

Indication 1.5.1 On a B = (af), D = (8)) et C' = (ci;) ot ¢;j = Cl a4,

1

Indication 1.3.6 Utiliser la base de Hilbert e, =

0.

Indication 1.5.2 Ecrire A sous forme de colonnes et extraire une famille libre, faire de méme
avec les lignes.

Indication 1.5.3 Penser a multiplier A par une matrice B bien choisie.
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1. SOLUTIONS :

Solution 1.1.1

(1) Les vérifications sont assez élémentaires, c’est un exemple un peu particulier d’espace
vectoriel a citer au titre des curiosités !
(2) Si E ={ay,...,a,} alors une base de P(E) est ({a1},...,{an}).

Solution 1.1.2 Ici, on va procéder par récurrence :

e si n =1, la fonction x — sinx n’étant pas nulle forme une famille libre.
n

e On suppose la propriété vraie a 'ordre n — 1. Si > A fr = 0 alors, en dérivant 2 fois
k=1

n—1
Y (0 =) fi =0
k=1

et, en utilisant la propriété de récurrence, on en déduit que A\ = 0 pour tout k& élément
de [1,n — 1] et en reportant ci-dessus on peut conclure que la famille (f,,),en+ est libre.

on obtient

Remarque : le calcul direct de / (Z A fr(t ) (t)dt = A, = 0 permet de conclure sans

récurrence.

Solution 1.1.3 On sait que pour montrer que la famille (S5,),-¢ est libre, il suffit de prouver
que, pour toute famille finie 0 < 2y < ... < x), les suites (Sz,)icq1,p) forment une famille libre
de RY (cf. remarque 8.2.1 (ii) page 132).

On raisonne alors par récurrence sur p.

e Si p =1, la suite n’étant pas nulle forme une famille libre.

P
e On suppose la propriété vraie a I'ordre p—1. Soit > \;S,, = 0 une combinaison linéaire
i=1

p
nulle alors, pour tout n, on a »_ \;a" = 0 soit, en divisant par le plus grand z,,

i=1
p—1 T n
(2
()
=1
'Z‘A
Or — < 1 donc, en prenant la limite quand n — +oo, on obtient A\, = 0 puis, en
Lp
utilisant ’hypothese de récurrence, A; = 0 pour tout i. Conclusion : la famille (S, ).~0
est libre.

Solution 1.1.4 On va prouver que cette famille est libre.
Soit A1 f(x) + Ao f(f(2)) + Asf(f(f(x))) = 0 alors, en posant y = sin x, ceci est équivalent a

My + X f(y) + A3 f(f(y) =0
pour y € [—1,+1]. On écrit, par exemple, le développement limité & 'ordre 5 et I'on trouve :

)\1 + )\2 + )\3 = 0
- )\2/6 - )\3/3 =0

ce qui donne immédiatement \; = Ay = A3 = 0 et permet de conclure.
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Solution 1.1.5

e La famille est libre (récurrence facile, cf. question (ii) page 133).
e Elle est génératrice.

Onac= 3 i a(|x — | + |z — f|) € Vect(f,) et on montre aussi que
0 pour x < a . N
(x—a)t = appartient a Vect(fa, fa, f3)-
(x—a) pourz>a
En effet
1 18—a la—a
(r—a)" = g falz) + 55——0/0‘@) + 25 Oéfﬁ(x)-

On écrit toute fonction f de E comme combinaison linéaire des fonctions constantes et
des fonctions (x —a)™ : on peut procéder par récurrence sur p le nombre de changement
de pente de la fonction f.
— p=_0alors f = f(0) + mi(x — a)" ou m; désigne la pente de f.
— On suppose que toute fonction affine par morceaux présentant p changements de
pente s’écrit a 1'aide des fonctions 1 et (x — a)*.
Si f présente p + 1 changements de pente alors f = f, + A\pr1(z — api1)™, apia
désigne I'abscisse ol se produit le dernier changement de pente, f, est égale a f sur
[a, api1] et ne comporte que p changements et A\, ;1 correspond au changement de
pente de f en a,;.
Ceci permet d’achever la récurrence.

Solution 1.1.6

(1) Par I'absurde : soient z; et x5 deux vecteurs de E. On définit une application de R
dans N par f : X+ f()\) définie par z; + Az € Fyy. Comme R et N n’ont pas
le méme cardinal, cette application n’est pas injective donc il existe A # X\ tels que
f(A) = f(N) =j. On a alors

1 (N (z1 + Axo) — My + Nio)] et a9 = T+ Awg) — (21 + Naw)]

D) A—=N (
ce qui prouve que ; et xp sont dans le méme espace vectoriel Fj.

On prouve alors par récurrence sur k que si (x1,...,x)) sont k vecteurs de E alors il
existe un indice 7 tel que ces k vecteurs soient dans le méme espace F; (en effet, il existe
g(A) tel que les k vecteurs (z1,...,%p—1 + ATpi1, T + ATp4q) soient dans Fyy) et on
utilise le méme argument que ci-dessus).

On prend alors une base de E. Il existerait donc un indice i tel que tous les vecteurs de
cette base soient dans F; ce qui est impossible vu I’hypothese p < n.

(2) Comme la réunion des F; est strictement contenue dans E, il existe w4 vecteur non
nul n’appartenant a aucun F;. On pose alors F] = F; & Rw,,;. Si p =n — 1 alors c’est
terminé, sinon, les F) vérifient les hypotheses des F; en remplagant p par p + 1. On
pourra alors construire des vecteurs wy; pour k € [1,n—p|. En posant W = Vect(wp4x)
alors F; & W = FE pour chaque 1.

Solution 1.1.7
(1) la réponse est OUI car (Id —p)? = Id —2p + p* = Id —p.
(2) e Si p+ g est un projecteur alors, comme (p +¢)> = p+qg+poqg+qop, on a
poq+qop=0. On compose par p a gauche et a droite, on obtient

poqtpogop=0et pogop+qgop=0
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donc poqg—qop =0 et, en conclusion, pog=gqgop=0.
e Réciproquement, (p +¢)> =p+q+poqg+qgop = p+q donc p+ ¢ est bien un
projecteur.
(3) On a immédiatement

(pog)®>=pogopog=po(pog)oq
=p’oqg’=pog

donc p o ¢ est un projecteur.

Solution 1.2.1 Cherchons Ker(D) : si f’(z) = 0 alors f(z) = ax + b. Or on doit avoir
f(0) = f(2m) donc a = 0.
Conclusion : Ker(D) est en fait I’ensemble des fonctions constantes.

Ensuite, on écrit : g(x) = f(x)—% 0% f(t) dt est une fonction de E qui vérifie /0% g(t)dt = 0.
On vérifie alors que g € Im(D) : en effet, on cherche une primitive seconde de g qui soit 27-
périodique. On prend G(z) = / ’ g(t)dt + a qui est bien 27-périodique. En effet G(0) = a =
G(27) puis ’

G(z +27) = G(x) +/ ng(t) dt = G(x) +/O 7rg(t) dt = G(x)

car 'intégrale d'une fonction 2m-périodique sur une période ne dépend pas des bornes (cf.

2w
proposition 7.2.1 page 286). On choisit alors a pour que / G(t)dt = 0. Le raisonnement
0

précédent s’applique alors a la fonction f(x) = / G(t) dt qui est une fonction 27-périodique
0

de classe C* dont la dérivée seconde vaut g, ce qui prouve que g € Im(D).
Si f € Im(D) N Ker(D) alors f = a est constante car f € Ker(D) puis, comme toute primitive
2

seconde de f s’écrit a% +bx+c et qu’elle doit étre 2m-périodique, alors a = 0 et par conséquent
f=0.

Conclusion : on a bien E = Ker(D) & Im(D).

Remarque : on savait que tout supplémentaire de Ker(D) est isomorphe a Im(D) (cf. théoréme
2.5 page 181) mais, méme avec la propriété Im(D) N Ker(D) = {0}, on ne peut conclure en
général (pour un espace vectoriel de dimension infinie). Prendre par exemple D I'application
qui & un polynéme de R[X] fait correspondre X3 P”. Im(D) = X3R[X] et Ker(D) = Vect(1, X)
donc on a bien Ker(D) NIm(D) = {0} sans que £ = R[X] = Im(D) & Ker(D).

Solution 1.2.2
(1) Soit f : P € Ry, 1[X] = (u1(P), ..., un(P),v1(P),...,v,(P)) € R*" alors on sait que
B = (u1,...,up,v1,...,0,) est une base ssi f est un isomorphisme ssi Ker f = {0} (f
est une application linéaire entre 2 espaces de méme dimension).
Soit P € Ker f alors P admet les z; comme racines doubles, il est divisible par 72%. Vu

qu’il est de degré au plus égal a 2n — 1, il est nécessairement nul.
Si F' = Vect(ug,...,up,v1,...,0,) alors F° = Kerf = {0} donc F = E* et en

conséquence, (U, ..., Uy, V1, ..., U,) est génératrice.
Conclusion : la famille (uq, ..., u,, v1,...,v,) est une base.
(2) On fait intervenir le polynome 7; = [[(X — z;). Sion note (P,..., P, Q1,...,Qn) la
J#i

base anté-duale de la base (uy, ..., up, vy, ..., v,) (cf. théoreme 2.10 page 184) alors Q;
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admet les (), comme racine doubles et x; comme racine simple. @Q); s’écrit Q; = NT'T;
et on obtient facilement
TT; ,
On cherche P; sous la forme P; = [a(X — z;) + B]T?, on obtient
2

B = [T'(x:) = (X - xz')T"(xi)][T,(Tiii)]g (‘car 277 (z;) = T"(x:)).

Les polynomes (F;), (Q);) sont appelés polynomes d’interpolation d’Hermite.

Solution 1.2.3

(1) Z = Im p est un idéal de C[X] : en effet grace a Bézout on sait qu'il existe Uy et Vj tels
que FUy+ GVy = FAG, dong, si P € FAGC[X] alors P = FUyP + GV P € Tm .
Réciproquement, si P € Im ¢ alors P est un multiple de F' A G.
Conclusion : Z = F A GC[X].

(2) Si FAG =1 alors FU + GV =0 = F|GV donc F|V. Comme degV < deg F' alors
V=0.
Si FAG = A avec deg A > 1 alors F' = F1A et G = G1A et (Gy, —F)) € Ker p donc ¢
n’est pas injective.
Conclusion : ¢ est injective ssi F'A G = 1.

On écrit la matrice de la restriction de ¢ a C,_1[X]|xC,,_1[X] dans la base
((1,0),...,(X™10),(0,1),...,(0, X™ 1)), corestreinte a C,,,,_1[X] dans la base ca-

nonique.
1 2 -3
Solution 1.3.1 Le déterminant |5 —3 0 | est non nul donc (¢, @2, 3) est libre, c’est donc
2 -1 —1

une base de l'espace dual de C3.
Ensuite, on cherche €1 = (x,y, 2) tel que ¢1(e1) = 1, wa(e1) = 0, w3(e1) = 0 d'ou : g =

3 1 1
(5> 3 16)-

De méme on trouve : 5 = (3,3,3) et &5 = (—5, —3, —12).
1 2 -3 i 3 10
Remarque : 'inverse de la matrice de passage [ 5 —3 0 | est % % —% cf. question
2 -1 -1 11 _13
10 2 10

(17) page 184.

Solution 1.3.2 Soit (fi, f2) € E} X Ej, on définit
i (x1,20) € EyXFEy— f(x1,22) = f1(x1) + fa(2z2) € R.
v : (f1, f2) — f est linéaire, @ est bijective car, si 'on pose
Vo f € (E1xEy)  — (f1, f2) € EYXE]
alors : poty =Id et Yo =1d (car fi(z1) = f(x,0)).

Solution 1.3.3
(1) Si(yg,-.-,y;) est une base alors les «; sont distincts.

Réciproque : on a y; = (Lg)* ou Ly = [] * est un polynéme d’interpolation
0<i<n ¥k — @y
i#k
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de Lagrange (cf. définition 2.1.7 page 182). On a démontré que (Lo, ..., L,) est une
base de E, donc (yg, ..., y;) est une base de E* en tant que base duale.
1

(2) Soit ¢ : P € R,[X] / f(z)P(x)dx. ¢ est une forme linéaire et en supposant les «;

0
distincts, les y; forment une base. On peut donc exprimer ¢ dans cette base.

Solution 1.3.4 Pour montrer 1’égalité de ces deux formes linéaires, il suffit d’en prouver 1’égalité
sur la base : 1, X, X2, X3 d’ou les équations :

c=m/3,
1+ 29+ a3 =0,
x] + 25 + 23 = 3/2,
o+ as+ a5 =0

que 'on résout en ¢ = 7/3, o1 = 0, 09 = —3/4, 03 = 0 ce qui donne finalement ¢ = 7/3,

{$1, T, !E3} = {—\/5/27 0, \/5/2}
[ =3[ (-5) rroer ()]

En conclusion on a la formule
valable pour tout polynome de degré inférieur ou égal a trois.

Solution 1.3.5

(1) Siz # y alors x —y # 0 et on sait qu'il existe p € E* telle que p(x —y) = 1 (cf.
proposition 2.1.5 page 183) donc ¢(x) # ¢(y).

(2) Soit (41, ..., ¥,) une base de V' que l'on complete en (¢, ..., ¢,), base de E*. On note
(e1,...,€e,) sa base antiduale (cf. théoreme 2.10 page 184 ).
Si p < n alors yi(e,) = 0 pour tout k < p et par linéarité, on a ¢(e,) = 0 pour toute
@ € V. Or ceci est contraire a I’hypothese car on sait, en prenant x = e, et y = 0 qu’il
doit exister p € V telle que p(z) =0 # ¢(y) = 0.

Conclusion : p=net V = E*.

XX -1D(.)(X—-k+1
Solution 1.3.6 On prend e, = ( ) k:')( i ), on remarque que Aep = €p_1.

(ex)ke[o,n €st une base de E, d’autre part, ©*(en) = O, ce qui nous donne tout.

Solution 1.4.1 On utilise le fait que pour un projecteur, la trace est égale a la dimension de
I'image (il suffit d’écrire la matrice de ce projecteur dans une bonne base, cf. proposition 2.1.8
page 185).

Siq=p1+---+ pr est un projecteur alors on a

Rg(q) = Tr(q) = Tr(p1) + - - + Tr(pr) = Rg(p1) + - - + Re(pr)-

Comme ¢ =p; + -+ pg alors Img C Impy + - - - + Im pi.. Comme on a égalité des dimensions
on a

dim(Imgq) < dim(Impy + -+ - + Impg) < dim(Imp,) + - - - + dim(Im py,) = dim(Im q)

ce qui permet d’affirmer que la somme Im p;+- - -+Im py, est directe et égale a Im g (cf. corollaire
2.8 page 181).
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Soit € E alors y = pj(x) € Imgq et comme la somme est directe, y se décompose d'une
maniere unique en somme d’éléments des Im p; :

a(y) =y = Zpi(y) = p;(y)

car la somme est directe. On en déduit que p;(y) = 0 si i # j et par conséquent p; o p;(z) =0
c.q.f.d.

Solution 1.4.2

(1) On développe : (A+ B)P = > C1Cy...C,. Sl y a 2 matrices distinctes
(C1,Ca,..., CP)E{A,B}p
dans le produit C,C5 ... C), alors tous les termes

CiCy...C,CC ... Cpq, ..., CoCs ... C4
sont distincts et la somme de leur trace est de la forme pK donc congrue a 0 modulo p.
Si A = B alors on a aussi Tr(A + A)? = 2P Tr(AP) or 27 = 2[p].
Conclusion : on a bien Tr(A + B)? = Tr(AP) 4+ Tr(BP).
(2) Soit ¢ : A€ M, (Z/pZ) — Tr(AP) € Z/pZ alors
p(aA+B) = o’ Tr(A?) + 0* Te(BY) = ap(A) + fp(B)

car o = « dans Z/pZ. Ensuite ¢(AB) = Tr(ABAB...AB) = Tr(BABAB...B) =
©(BA). ¢ est donc proportionnelle & la trace donc p(A) = ATr(A) et, avec A = Ej; on
en déduit que A = 1.

Solution 1.4.3
(1) DA(MN)=AMN — MNA = (AM — MA)N + M(AN — NA) est immédiat.

Si D4 = 0 alors A commute avec toutes les matrices donc A est une matrice scalaire.

n
a;i Fy par conséquent
=1

(2) Analyse : supposons que D = D4 alors D4(E;;) = kzn: api Eyj —
=1
Dy(En)Ej = i a;10ij B — a;j By Ao Tr(D(Ey,)Ejn) = dijann — aij.
Synthese : si 5:elst une dérivation, posons a;; = — Tr(D(E4;)Ej1), alors
Te(D(E;;Ey)) = Te(D(Ey;) En Ev) = Te(EywD(Ey)En)
= Tr(D(Ey,Eij)En) — Tr(D(Ehy) EijEn ) en utilisant la dérivation
= 0 Tr(D(E1;)En) — 05 Te(D(E v, Eq))

= 0510p; — 5kiajl-

Si on écrit la matrice D(E;;) = > awFy., dans la base canonique alors
(u,v)€[1,n]2
D(EzJ)Elk = Z aququlk = Z CVulEuk donc TI‘(D(EZ])EM) = d’ou
(u,w)e[1,n]? u=1
D(Ez'j> = Z (5jlakz’ - 5kiajl)Ekl = Z akiEkj - Zaleil-
(kvl)eﬂlvn]]Q k=1 =1

Si on pose A = (a;;) alors on vérifie, en utilisant le calcul fait pour I'analyse, que
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Solution 1.4.4
(1) On vérifie immédiatement que 21 L= 21 C;.
i= j=
(2) Soit A = —nl, +J ou J est la matrice ne comportant que des 1. On a L;(A) = C;(A) =

0. Soit ¢ = Z)\L + Z,u]C' +vD = 0, en appliquant ¢ a A, on obtient v = 0.

Puis, en prenant w(A+ Em) = 0 on obtient \; = 0. Comme les C; sont linéairement
indépendantes, on en déduit que la famille est libre.

A 4o

n
ou s(A’) = 0. On note A'(R) le sous-espace vectoriel de A(R) des matrices vérifiant
s(A") = 0 alors A(R) = Vect(J) + A'(R). Vu que

(3) Si A € A,(R), soit s(A) la somme commune alors on peut écrire A =

A'(R ﬂKerL ﬂﬂKerC’ N Ker D

7=1

et que ces formes linéaires sont indépendantes, on en déduit que dim A'(R) = n? — 2n

soit dim A(R) = (n — 1)%

Solution 1.5.1 On a: A = BCD ot B = (&), D = (8}) et C = (c;5) olt ¢;; = Ci, ai;

(2

(aipj = 0sii+j > n). detB = V(ag,...,ap), detD = V(By,...,0,) et detC =
(—1)ltnt /2 gn1 ﬁ (n>
=0 \

Solution 1.5.2 On écarte le cas ou A est la matrice nulle, soit r = Rg(A) # 0.
Montrons qu’il existe un mineur d’ordre 7 non nul : on écrit A = (C1Cy...C,,) ou les C; sont
les colonnes de A. Comme le rang des (C;) vaut r alors on peut trouver r colonnes formant une

famille libre et, aprés renumérotation, supposer que la famille (Cy,Cs, ..., C,) est libre. Soit
B = (C,Cy...C,) alors Rg(B) = r donc Rg(BY) =r. BT = (C1C}...C") et, 1a aussi, on peut
trouver (C,CY, ..., Cr) libre (apres renumérotation). A" = (C1CY ... C!) est une matrice carrée

d’ordre r et de rang r, elle est donc inversible, det(A’) # 0 ce qui prouve le résultat annoncé.
Si r < n, montrons que tout mineur d’ordre > r + 1 est nul. En effet, si A’ est une matrice
extraite d’ordre r+k alors A’ n’est pas inversible (sinon le rang de A serait > r) donc det A’ = 0.
Conclusion : on a bien prouvé le résultat annoncé.

. (AT AT ALY, I, 0
Solution 1.5.3 On prend B = ( 0 I d'ou AB = A ATL Agy — Ag AT AL )

Comme B est inversible alors Rg(AB) = Rg(A) = r. Si Ay — Ay Al A1y # 0 alors Rg(AB) > r
ce qui est impossible donc Agy — A21A1’11A12 =0 c.q.f.d.



