ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS

1. ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1.1. Formes bilinéaires symétriques.

EXERCICE 1.1.1.

Dans R", on définit q(z) = > bjzx; avec by = /b Ji() f;(t) dt ot (fi)iepi,n est une famille
libre de C([a, }], R). v ’

q est-elle définie positive 7

EXERCICE 1.1.2.

Soit ¢ la forme quadratique g(z) = > ch(a; — a;)z;z; o (ay, as, as, as) € R*.
(i,4)€[1,4]?
Montrer que ¢ = f.g ol f et g sont des formes linéaires sur R*.

EXERCICE 1.1.3.

Soit £ un e.v. sur R, soit ¢ : E — R vérifiant

(i) V(z,y) € E?, q(z +y) + q(x —y) = 2q(x) + 2q(y),
(ii) V(z,y) € E?, ¢ : A+ o(\) = q(x + \y) est continue.

1
Prouver que l'application f : E? — R définie par f(z,y) = Z[q(x—l—y) —q(z —1y)] est une forme

bilinéaire symétrique sur F.

EXERCICE 1.1.4.

Soit q(l‘) = anx% + CLQQ[L‘% + aggl'g + 2(112[L‘1l‘2 + 2(113.1‘11‘3 + 20,231‘21‘3.

ai; Qa2 a3
> 0, A= |aja az axs| >0
a13 Qg3 Az3

@11 A2

Montrer que ¢ est définie positive ssi a;; > 0, § =
a2 Q22

1.2. Produit scalaire.

EXERCICE 1.2.1.

Soit F' la forme quadratique définie sur R™ par

n

1 2
F(.Tl,l'z,...,l'n) :Z (l’p‘i‘m(l}prl—'—‘i‘xn)) .

p=1

Montrer que F est associé a un produit scalaire G. Chercher une base orthonormale pour G.
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EXERCICE 1.2.2.

Si A € GL,(R), montrer que la matrice B = AT A est définie positive (i.e. la forme quadratique
associée est définie positive).
Réciproquement : si B est une matrice symétrique définie positive, montrer que :

JA € GL,(R) : B = ATA.

EXERCICE 1.2.3.
1
Soit £ =R3[X] et p : (P,Q) € E* — P(0)Q(0) +/ P'()Q'(t) dt.
0

(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire (que I'on note (P|Q) par la suite).
(2) Trouver une base orthonormale de E en appliquant le procédé de Schmidt a la base
canonique.

1.3. Orthogonalité.

EXERCICE 1.3.1.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien F.
Montrer que E = F @ F*.

EXERCICE 1.3.2.

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés.
Dans un espace préhilbertien, on dit qu'une famille (e,),en de vecteurs est totale ssi pour tout

n
vecteur x de E, il existe une suite (z,,) € RY telle que lirJlra |z — > xpep]| = 0.
n—+o0 p=0

Montrer qu'une famille orthonormale (e, ),en est totale ssi pour tout couple (z,y) de vecteurs
de E, la série > (z|e,)(y|en) est convergente et a pour somme (z]y).

EXERCICE 1.3.3.

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés.
Soit ' un espace préhilbertien tel que £ = F' @& G, la somme étant directe orthogonale.
Prouver que F et G sont fermés et que F'+ =G, G+ = F.

EXERCICE 1.3.4.

Soit E = M, (R).
(1) Montrer que (A4, B) — Tr(ABT) est un produit scalaire (que I'on note par la suite
(AlB)).
(2) Soit S I'ensemble des matrices symétriques, déterminer S+.
(3) Soit A = (a;j) € E, calculer }5};22(% —my;)? ot M = (my;).

i3
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2. ESPACES EUCLIDIENS

2.1. Bases orthonormales.

EXERCICE 2.1.1.

Soient a et b deux vecteurs d'un espace euclidien E, on définit a®b par (a®b)(x,y) = (a.x).(b.y)
ou . désigne le produit scalaire dans F. a ® b est une forme bilinéaire, et par abus de langage,
on note de méme a ® b 'application linéaire définie par

Ve € E, y+— (a®b)(z,y) = z.[(a ®b)(y)].

(1) Si A = (a;) et B = (b;) désignent les matrices des coordonnées de a et b dans une base
orthonormée, donner la matrice de I'application linéaire a ® b.
(2) Caractériser I'application linéaire h = idg — 2a ® a ou ||a|| = 1.

2.2. Projections orthogonales.

EXERCICE 2.2.1. E

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés (cf. pages
217..256).
Soit £/ un espace préhilbertien réel.
(1) Pour z et y de E, vérifier que ||z + y||*> + [z — y[|*> = 2 (||z||* + ||y]]?).
(2) Soit C' une partie de E, convexe et complete (cf. définition 5.1.35 page 233). Montrer
que, pour tout x de F, il existe un et un seul p(z) dans C' tel que :

vy € O, [le =yl = [lz = p()].

(3) Si C est un sous-espace vectoriel de E' complet (que 1'on notera F'), montrer que, pour
tout y de F', (x — p(z)|y) = 0. En déduire la nature de p.
(4) Dans le cas général (i.e. C' convexe et complet), montrer que, pour tout (z,z) de E?

[ = 2|l = [[p(x) = p(2)]|

EXERCICE 2.2.2.

Soit E/ un espace euclidien et p, ¢ 2 projecteurs orthogonaux de FE.
(1) a) Montrer I’équivalence

p o q est un projecteur orthogonal < pog=qop.

b) Si p o ¢ est un projecteur orthogonal, montrer que Im(p o ¢) = Imp NImgq et que
Ker(po q) = Kerp + Kerg.
(2) a) Montrer 1’équivalence

P+ q — poq est un projecteur orthogonal < po g =qop.
b) Sip+q—pogq est un projecteur orthogonal, montrer que Im(p+g—poq) = Im p+Img.

EXERCICE 2.2.3.

Soit p et ¢ 2 projecteurs orthogonaux de E euclidien. On définit la relation d’ordre sur L£(FE)
par
f<gevVrekE, ((9-f@)w)=0.

Montrer 1’équivalence des propositions :
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(1) p q est un projecteur orthogonal,
(2) p

(3) Imp C Im g,

(4) gop=p,

(5) pog=p,

(6) gop+pogq=2p.

2.3. Adjoint d’'un endomorphisme.

EXERCICE 2.3.1.

Soit E = M, ,(R).
(1) Montrer que (X|Y) = Tr(XTY) définit un produit scalaire sur E.
(2) Soit (A, B) € M,(R)xM (R)et f : X € E+— AX — XB € E. Trouver I'adjoint de f.

2.4. Réduction des endomorphismes autoadjoints.

EXERCICE 2.4.1.

Chercher une b.o.n. de vecteurs propres pour la matrice : M =

EXERCICE 2.4.2.

Soient A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n, A étant a valeurs propres strictement
positives.
Montrer que le polynéme caractéristique de A=!B est scindé sur R.

EXERCICE 2.4.3.

Réduire dans le groupe orthogonal la forme :

q(r) = =223 + 25 — 205 — 42129 — da973 + 20371,

EXERCICE 2.4.4.

Soit E e.v. euclidien de dimension n, f € E,{ € L(E) tels que la forme B(u,v) = (¢(u)|v) soit
symétrique, définie positive.
Minimiser le rapport : (£(v)|v)/(v|f)?.

EXERCICE 2.4.5.

Soit A une matrice symétrique d’ordre n dont les valeurs propres sont A1, Ag, ..., A, (avec leurs
ordres de multiplicité).
Montrer que :

ZV 24

Z7]

si A= (aij).
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EXERCICE 2.4.6.

(1) Soit A une matrice symétrique positive et k& € Nk > 2. Montrer que tout vecteur
propre de A¥ est un vecteur propre de A (considérer une base de vecteurs propres de
AP,

(2) Soient A et B deux matrices symétriques positives, montrer que : A¥ = B¥ = A = B.

EXERCICE 2.4.7.

Soit A une matrice symétrique définie positive et (eq, e, ..., e,) une base de vecteurs propres
de A (ou chaque e; est associé a la valeur propre \;). Si P est la matrice de passage de la base
canonique de R™ a la base (e;), on pose :

In(A) = PAP
ou A = Diag(In Ay, ..., In\,).
(1) Montrer que cette définition est indépendante du choix de la base (e;). In A est-elle une
matrice symétrique ?
(2) Montrer que exp(InA) = A et que, si B est symétrique, In(exp B) = B. Calculer
In(A;Ay) lorsque A; Ay = AsAq, Aq, As étant symétriques définies positives.
1
(3) Si M € GL,(R), A = MM est définie positive, on pose Q = exp(é In A). Montrer que

H = M@~ est orthogonale.
(4) Montrer que la décomposition M = HQ (H orthogonale, () symétrique définie positive)
est unique.

EXERCICE 2.4.8.

Soient A et B deux matrices symétriques réelles dont les valeurs propres sont > 0 (resp.> 0).
Montrer que Tr(AB) > 0 (resp.> 0).

EXERCICE 2.4.9.

Soient A et B deux matrices symétriques réelles positives. Si « et 3 sont les valeurs propres les
plus grandes de A et B, montrer que la plus grande des valeurs propres de A 4+ B est inférieure
ou égale a o + # (de méme pour les plus petites valeurs propres).

Etudier les valeurs propres de (I — MA)(I + AA)~! si A > 0.

EXERCICE 2.4.10. Transformée de Legendre-Fenchel.
Soit A € M,,(R) symétrique, positive, on définit g : R® — R par :

iy € B, g(y) = sup((aly) = 5(Aria)

(On a identifié R" et My ,,(R) et on a noté (z]y) le produit scalaire canonique de R™)

1
(1) Si A est inversible, montrer que g(y) = i(A’1y|y),

1
- U Axg = y si Im A
(2) Dans le cas général, prouver que : g(y) = < 2 (woly) ol Azo =y siy € Im )

+o0 siy¢ImA
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EXERCICE 2.4.11. Quotient de Rayleigh.

A
Si A est une matrice symétrique de M,,(R), on définit r4(x) = (Azlz)

]|
1) Montrer que r4(R™\ {0}) = r4(5(0,1)) ou S(0, 1) désigne la spheére unité de R™.

(1) q : , g p

(2) Soient A et u les valeurs propres maximum et minimum de A, prouver que 74(5(0,1)) =

[k, A]-

pour z # 0.

EXERCICE 2.4.12.
Nature des coniques d’équation : z? + 2atzy + y? + 2ax = a*t*> ou a et t sont des parametres
réels.

EXERCICE 2.4.13.

Montrer que les coniques d’équation 22 —2y? —3z+1 =0et 22+ 6xy +y?> — 11z +Ty+18 =0
dans un repere orthonormé sont semblables.
Trouver une CNS pour que deux coniques propres données soient semblables.

2.5. Quadriques usuelles.

EXERCICE 2.5.1.

Trouver une équation réduite de la quadrique représentée par :
L(z+y)y—2)+z—y+z2=0

2. 2% — 2% — 2?2 —dyz+ 222+ 2y+22+3=0

3. 22 +9y? + 422 — 12yz +4dzx — 6y +4r — 2y +2+4=0
et préciser leurs éléments.

EXERCICE 2.5.2.

Soit C' le cone d’équation :
ayz + bzr 4+ cry = 0, abe # 0.
Déterminer le cone C” dont les génératrices sont les droites orthogonales en O aux plans tangents

aC.

EXERCICE 2.5.3.

Soient, dans l'espace affine euclidien rapporté au repere orthonormé (O, 1,7, k), les points
A(0,0,h), A’(0,0,—h) ; on considere les droites D d’équations : = = az + p,y = bz + ¢
telles que

(1) d(A,D)=d(A",D)= R (R > 0 est une constante donnée)
(17) les plans (A, D) et (A, D) soient perpendiculaires '

(1) Calculer I'angle que fait D avec 'axe Oz.

(2) Déterminer le lieu de la trace de D avec le plan Oy (i.e. I'intersection de D et du plan

z0y).
(3) Former I’équation du lieu de D.
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EXERCICE 2.5.4.

— —
Soit E l'espace affine orienté rapporté a un R.O.N. direct (O, i, j ,?) et Dellipsoide A :
2 g2 2
2 ptaT!
2y 2
(1) Soit g la forme quadratique ¢(v,y, z) = — + 7 + — et ¢ la forme polaire associée. Si
a c

— —
P est un plan, passant par l'origine, qui coupe A selon un cercle et si (u, v ) est une
base orthonormée de ce plan alors montrer que 'on a

— — — —
(D :e(u,v)=0,  (2):q(u)=q(v)
(2) En déduire les plans passant par O qui coupent l’ellipsoide .4 suivant un cercle.

EXERCICE 2.5.5.

Dans 'espace affine euclidien rapporté a un R.O.N., on considere la parabole (P) d’équations :
z=0, y*=2pzx (oup>0).

Déterminer ’ensemble des sommets des cones de révolution contenant (P)

(on pourra remarquer que le sommet se trouve forcément dans le plan zOz).

EXERCICE 2.5.6.

Dans espace usuel, soit A le point de coordonnées (1,1,0) et ¥ la surface d’équation :
2y =22 —1=0.

(1) Déterminer I’équation cartésienne du cone C' de sommet A tangent a la surface X.
(2) Caractériser la courbe I' = C' N X.

EXERCICE 2.5.7.
Déterminer les plans qui coupent le cone C' : 22 + 2y? — 22 = 0 suivant un cercle.
Lieu des centres des cercles précédents.

3. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES, HERMITIENS

3.1. Espaces préhilbertiens complexes.

EXERCICE 3.1.1.

Soit V' un espace hermitien, f un endomorphisme de V tel que

V(w,y) € V2, (f(2)ly) = (z|f(v))

Montrer alors que :
Ve eV, (f(z)|z) € R.

Réciproque 7

EXERCICE 3.1.2.

Reprendre I'exercice 1.3.2 dans le cas complexe.
Donner un exemple de telles familles
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3.2. Espaces vectoriels hermitiens.
EXERCICE 3.2.1.
Soit £ = M,,(C).

(1) Montrer que (A|B) = TI(XTB) est un produit scalaire sur £. On note A* = ar par la
suite.
(2) Vérifier I'égalité

|A*B — BA*||* — | AB — BA|*> = Tr[(A*A — AA*)(B*B — BB").
(3) En déduire ’équivalence
AA* = A*A & (VB € E, (AB = BA= A*B = BAY).

1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1 Ecrire q(z) comme intégrale du carré d’une fonction, ¢ est définie positive.

Indication 1.1.2 Utiliser la trigonométrie hyperbolique, les sommes suivantes interviennent
S (cha; 4 shay)z;.

Indication 1.1.3 C’est un peu du bidouillage, on prouve que f(x,2y) = 2f(x,y), on en déduit
que f(x +2',y) = f(z,y) + f(2,y) et on utilise la continuité de ¢.

Indication 1.1.4 Reconnaitre le début d’un carré de la forme a1 (21 + oy + Bx3)?, refaire la
méme chose avec xo, on trouve ¢(x) = ay Ly ()% + %Lg(x)Q + %x% ou L; et Ly sont des formes
linéaires.

z1 + 3(z2 + - —i—xn):O
Indication 1.2.1 Résoudre le systeme < z, + pH(po + - Tp) =
z, =0

, ce qui fournit la

B.O.N. et permet de conclure.

Indication 1.2.2 Le sens direct est immédiat, pour la réciproque, B est la matrice d’un produit
scalaire, A est I'inverse de la matrice de passage a une B.O.N.

Indication 1.2.3 ¢ est un produit scalaire est facile a démontrer, avec Schmidt, on trouve

Py=1,P =X, B =V3(X* = X), Py =[5 8 (x* = 8x> - (1- 4 x).

Indication 1.3.1 Utiliser la projection orthogonale sur F'.

Indication 1.3.2 Montrer que z; = (x|ey).
e = Utiliser 'inégalité de Bessel pour montrer que Y (zle,)? = |z||* puis la relation
ab = X[(a+ b)* = (a + b)?] pour conclure.
e <« Utiliser la relation ||lz[|* = 377 (zle,)* + |lz — 220 zpep*.
Indication 1.3.3 Utiliser le critere séquentiel pour un fermé et la continuité du produit scalaire.
Montrer alors, par double inclusion, que G = F™*.
Indication 1.3.4
(1) Immédiat.
(2) St = A ensemble des matrices antisymétriques.
(3) Utiliser la décomposition E = S & A, la borne inférieure vaut 4 > — agi)?.
Indication 2.1.1
(1) La matrice cherchée est ABT.
(2) h est la symétrie orthogonale par rapport & Vect(a)=.
Indication 2.2.1

(1) C’est I'identité du parallélogramme.
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(2) Soit d = d(x,C), considérer une suite y, dans C telle que d < ||z — y,|| < d+ = et
montrer que (y,,) est de Cauchy. L'unicité se démontre par I'absurde.

(3) Pour y dans F et pour ¢t dans R, z = p(x) + ty est dans F donc ||z — p(z)|* <
|z — p(x) — ty||?, en déduire que (z — p(x)|y) < 0 puis I'égalité. p est la projection
orthogonale sur F.

(4) Reprendre le 3. avec u = p(z) + t(y — p(x)), t € [0,1] alors (p(z) — z[p(x) —y) <0 et
appliquer cette inégalité a y = p(z), renverser les roles de z et z et additionner ces 2
inégalités pour en déduire que
Ip(z) — p(=) |12 < —(z — 2lp(z) — p(=)) < 12 = ]l Ip(x) - p(2)]]

Indication 2.2.2 Utiliser la propriété p est un projecteur orthogonal ssi p* = p et V(x,y) € E?,

(z[p(y)) = (p(z)|y) = (p(z)|p(y)).

(1) a) = Immédiat, <= (pogq)* =pogopog=pogpuis (pog)* =g op"=qop=pog.
b) Montrer que Im(pogq) C Im pNIm g puis, si x = p(y) = q(z) alors p(z) = x = poq(z2).
Pour montrer que Ker(p o q) = Ker p + Ker ¢, raisonner sur les dimensions.
(2) a) = Montrer que (p+q—poq)(z)ly) = (z|(p + ¢ —peq)(y)), Réciproque : calculer
(p+q — poq)? puis montrer que (p+¢q—poq)* =p+q—poq comme a la question
(1).
b) Utiliser (Im p)+ = Ker p pour un projecteur orthogonal,
Kerp NKerq C Ker(p + g — poq) est immédiat, si p(x) + q(x) — p o ¢(x) = 0 alors
composer par p puis par ¢ pour conclure que x € Kerp N Kerq.

Indication 2.2.3 Utiliser les propriétés suivantes des projecteurs orthogonaux :

Imp C Img < Kerq C Kerp, p(x) L x — p(x),

(zlp(x)) = (p(z) + (x — p(a))Ip(x)) = |p(2)]%,

p est un projecteur orthogonal ssi p est un projecteur et V(x,y) € E?, (p(z)|y) = (z|p(y)).
2.
) Prouver que Kerq C Ker p.
) Siy = p(x), montrer que g o p(z) = q(y) = y.
) Montrer que Kerq C Kerp et, si x = p(z) + (z — p(x)), alors p o q(z) = p(z).
) Montrer que q o p(x) = p(z).

Indication 2.3.1
(1) Classique.
(2) Montrer que f*(Y) = ATY — Y BT,
Indication 2.4.1 Les vep sont e; + ce,,_; 12 avec les vap € = £1 et e; avec 1.
Indication 2.4.2 Prendre le produit scalaire associé a A alors I’endomorphisme de matrice
A71B est symétrique.
Indication 2.4.3 ¢(z) = 3(x1 — 222 + 3)? — 2(21 — 23)* — (21 + 22 + x3)%.
Indication 2.4.4 Réduire la forme quadratique Q(v) = B(v, v) dans une base orthonormale et
remarquer que le rapport est invariant par homothétie. Si (f;) désigne les coordonnées de f

dans cette base, on trouve que le minimum vaut ﬁ
1=1J4

Indication 2.4.5 Calculer Tr(AQ).
Indication 2.4.6

(1) Montrer que Ea(X\;) C E4x (L) et raisonner sur les dimensions.
(2) Montrer que A et B ont les mémes sep.

Indication 2.4.7

(1) Raisonner avec u endomorphisme de R™ associé a A et les sep de u. In A est symétrique.
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(2) exp(ln A) = A est immédiat, si B est symétrique alors exp B est symétrique définie
positive puis diagonaliser B. A; A, est symétrique, Ay, Ay et A1 Ay partagent les mémes
sep. On montre alors que In(A4;A42) = In(A;) + In(As).

(3)Ona: HHY = MQ2M* = M(M*M)*M™* = I,.

(4) Supposer que : M = HQ = H'Q' alors Q* = Q' ? prendre alors le logarithme et revenir
aux matrices @) et Q'.

Indication 2.4.8 Ecrire A = PDPT et B = QD'Q™, ot D = Diag(\;), D’ = Diag(u;). En
posant R = PTQ = (r;;), montrer que Tr(AB) = > ik itk (Tr1)? > 0.
Indication 2.4.9

Si @ est la forme quadratique de matrice A + B, montrer que sup,_, % = SUD)\eSp(A+B) -

Montrer ensuite que I + AA est inversible et diagonaliser simultanément I — A et (I +\A)~.

Les vap de C' = (I — MA)(I + AA)~! sont i—:\i‘l La plus grande vap de C' est };igi, la plus

1—dan

petite vap de C' est ez

Indication 2.4.10
(1) Utiliser I'égalité (A~ (y — Az)|y — Az) = (A 'yly) — 2(z|y) + (x| Az) et en déduire que
(¢ly) — 3(Axlz) =< 3(A"Myly).
(2) Siy ¢ Im A alors 3z¢ € Ker A tel que (y|zg) > 0. Siy € Im A, le résultat est immédiat
en utilisant le 1.

Indication 2.4.11 Montrer que r4 est invariant par homothétie. Utiliser par exemple que
I'image d’un connexe par 74 est un connexe.

Indication 2.4.12 Si at = 1 alors on a une parabole, si at < 1 alors on obtient une ellipse, si
at > 1 on a une hyperbole.

Indication 2.4.13 Si Q;(z,y) + Li(z,y) + a; = 0, 1 = 1,2 sont les équations de deux coniques
propres C; ou @; est le polynome homogene du second degré, L; le polyndme homogene du
premier degré, a; un réel non nul, alors la C.N.S. cherchée est :
les matrices M; et M, des formes quadratiques ()1 et ()2 admettent des valeurs propres propor-

tionnelles et les déterminants des formes quadratiques obtenus en remplacant x par T et Y par

Y
T et en multipliant par 72 sont de méme signe (en supposant que le rapport de proportionnalité

entre les valeurs propres est positif).
Indication 2.5.1
1 - On a un paraboloide hyperbolique (écrire (z + y)(y — z) = 1 [(z + 2y — 2)? — (z + 2)?].
2 - C’est un cylindre hyperbolique : [(z + 2)? = 2(y + 2)? + 2(y + 2) + 3 = 0).
3 - C’est un cylindre parabolique : [(z — 3y + 22)? + 42 — 2y + 2 + 4 = 0).
Indication 2.5.2 On trouve a’X? + b*Y? + *Z? — 2(bcY Z 4+ caZX + abXY) = 0.
Indication 2.5.3
(1) L’équation des plans (A, D) et (A’, D) s’écrit (¢q—ebh)z—(p+cah)y+(pb—aq)(z—eh) =0
(¢ = £1) puis en traduisant les conditions données, on obtient 'existence de t tel que
—2 cost, b = =2 sint.
Vo (8L 0= e
L’angle o = Oz, D est déterminé par cosa = /1 — R?/(2h?), sina = R2—\f.
(2) On trouve un cercle de centre O, de rayon R/+/2.
RQ
(3) C’est un hyperboloide & une nappe : (2h* — R?)(2? + y?) — R*2? = 7(2h2 — R?).
Indication 2.5.4
— — —
(1) M appartient a un cercle ssi OM = r(u cosf + v sinf) donc
— — 1 — — — — 1
MecAs %[q(u)+q(v)]+§[q(u) —q(v)]cos20 +¢(u, v)sin20 = — et conclure.
r

a =



ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS 11

(2) En ordonnant les réels a < b < ¢, si a = b = ¢, tout plan convient.
Si a < c alors, prendre ax + 3y + vz = 0 comme équation pour P avec o+ 3% +~% = 1.

La condition (1) se traduit par oy = 0 et la condition (2) par O‘ZEQ + (0‘2;72)2 + ﬂZQQ =

2 2
(#+%).
Etudier alors les 3 cas : a = 0, 8 =0, v = 0 pour conclure que tous les plans qui
répondent a la question contiennent 'axe Oy.

Indication 2.5.5 Si S(x¢,0, zp) est le sommet du cone, zg # 0, ’équation du cone de sommet
S ayant pour ensemble directeur la parabole (P) est : 22Y? — 2pZ(xoZ — 2 X) = 0, Z # 0.
0 0 pz
ce cone est de révolution ssi la matrice : A= | 0 22 0 admet une vap double. La
pzo 0 —2pxg
C.N.S. s’écrit : 22 + 2pxo — p* = 0.
Indication 2.5.6
(1) M(z,y, z) appartient au cone ssi AM est tangente a la surface . On obtient I’équation
22 — 222 —day + 22+ 4y — 3 = 0.
(2) T a pour équations 2%+ 2y* — 22 —1 =0, z+ 2y — 1 = 0, c’est une conique. On montre
alors que 1'on a une hyperbole équilatere.

Indication 2.5.7 Si P = ax+by+cz—h = 0 est ’équation du plan cherché faire un changement
de repere orthonormé pour que I’équation de P soit Z = I/, ’équation de C s’écrit X2 +Y?2 4
Z2 4+ (aX + Y +9Z) (o’ X + 'Y ++'Z) = 0. Une condition nécessaire est que P soit parallele
a I'un des plans : y£2v/2 = 0.

Si P =y — 2v/2 — h : on trouve un cercle de centre (0, —h/3, —2v/2h/3) de rayon v/2|h|//3.
L’autre cas se ramene au précédent.

Indication 3.1.1 L’implication directe est immédiate, pour la réciproque, calculer (f(z+y)|z+
y) et (f(z +iy)|lz +iy).

Indication 3.1.2 C’est le méme genre de calcul en utilisant 1’identité de polarisation. Prendre
comme exemple (€, ),cz ol ,(t) = ™.

Indication 3.2.1

(1) Classique.

(2) L’application A +— A* vérifie les mémes propriétés que A — AT, on se sert de la
propriété Tr(AB) = Tr(BA), on développe les produits (A*B — BA*)*(A*B — BA*),
—(AB—BA)"(AB—BA), —(A*A— AA*)(B*B—BB") et on prend les traces de chacune
des matrices obtenues.

(3) Immédiat.
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1. SOLUTIONS
b/ n 2
Solution 1.1.1 En fait on a : ¢(x) = / (Z :czfl(t)> dt > 0 donc g est positive.
a \i=1

q(x) =0= > z;f; = 0 (car les f; sont continues, cf. théoréme /.19 page 78) et comme les f;

i=1
forment une famille libre on en déduit que x; = 0 donc ¢ est définie.

Solution 1.1.2 En utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique (cf. page 33) on a

q(z) = Z cha;z; chajz; — Z sha;x;sha;x;

(8.4)€[1,4]2 (8.5)€[1,4)?
4 2 4 2
= (Z ch aixi> - (Z sh aixi> = f(z).g(x)
i=1 i=1
4 4
ou f(x) = > (cha; +sha;)z; et g(z) = > (cha; —sha;)z;
i=1 i=1

Solution 1.1.3 On remarque que ¢(0) = 0 (avec z = y = 0), puis ¢(—y) = ¢(y) (avec z = 0)
donc f est symétrique, il suffit donc de prouver que f est linéaire par rapport a la premiere
variable.

On prouve tout d’abord que f(x + 2/, y) = f(z,y) + f(2/,y) :

[l y) + [, y) = i[CJ@ +y) +q@" +y) —qlz —y) — q(a’ —y)]

1

1 1 1
=1 §Q(x+x’+2y) - §Q($+$,—2?J) = §f($+xl’29)

1a, il suffit de prouver que f(z,2y) = 2f(z,y) : or
flz,2y) = i[q(w +2y) —qlz —2y)] = i[CJ(x +2y) +q(z) — (¢(z) + q(z — 2y))]

_ ipq@ +y) +2q(x) — 2q(x — y) — 24(y)] = 2/ (2, y)

On pose g(A\) = f(Ax,y) alors g est continue et g(A + \') = g(A\) + g(\). ¢ est donc linéaire
(on utilise la caractérisation des applications linéaires).

Conclusion : f est une forme bilinéaire symétrique.

Remarque : on a ainsi prouvé le théoreme de Von Neumann qui dit que, si ||.|| est une norme
sur F un R-espace vectoriel alors cette norme est associée a un produit scalaire ssi elle vérifie
I'identité du parallélogramme ||z + y||? + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y||? (cf. proposition 9.1.5 (i)
page 161).

Solution 1.1.4
(<) On utilise la transformation suivante (réduction de Gauss) :

a a

2 12 13 2 2

Q(l') =an l% + 2.1'1 (—a To + _G, 33'3>:| + 2275 + a33T3 + 2@23.%’233'3
11 11

2 2 2
a2 13 Q22011 — A9 o  A33011 — Aj3 9 Q23011 — Q12013
=an | x1+—x9 + —x3 + Xy + X + 2 ToT3
aii ai aii aii aii
0 A
2 2 2
= anLl(x) -+ —Lz(l') —+ gl‘z)’
11
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a12 a3 Q23011 — Q12013

ou Ly(z) = x1 + —x9 + —x3, Lo(x) = 29 +
ap -ooan 0
et A > 0 on en déduit que ¢ est définie positive.

(=) On a ¢(1,0,0) = a; > 0. On vérifie ensuite que a;10 = ¢(—aia, as1,0) > 0 donc 6 > 0.
On peut ensuite réduire ¢ par la méthode de Gauss et prendre L;(z) = Lo(z) = 0, x3 # 0 pour
avoir A > 0.

En fait, si ¢ est définie positive alors le déterminant de la matrice de la restriction de g a
n’importe quel sous-espace vectoriel est > 0 ce qui permettait d’avoir directement a;; > 0,

0>0,A>0.

3. Donc comme a;; > 0,6 > 0

Solution 1.2.1 F est positive, de plus, elle est définie car F'(zy,xs,...,2,) =0 = 11 = 25 =
.=z, =0.
On a en fait la décomposition de Gauss de F' car les formes linéaires f,(xq,...,2,) =

1
Tp+ ?(:cpﬂ + -+ z,) sont indépendantes (leur écriture matricielle donne une matrice tri-
p
angulaire dont les termes diagonaux sont non nuls). Chercher une base orthogonale c’est alors

1
1 5 (@2 @) =0

, \ 2 v L
résoudre le systeme Tp+ ——(Tpy1 + -+ x,) =1 d'olte, = —=(e1+---+ep-1) +ep, la
p+1 p
z, =0
famille (e},...,e),) est ainsi une base orthonormale.

Solution 1.2.2 On a : XTATAX = Y'Y ouY = AX, donc B est positive et comme A est
inversible : Y =0 < X = 0 donc B est définie.
Réciproquement, B est associée a un produit scalaire et il existe une matrice de passage P
dans une base orthonormée telle que : X = PY. En exprimant que XTBX = YTY (norme du
vecteur de coordonnées X dans 'ancienne base et de coordonnées Y dans la base orthonormale)
on a :

X"BX =YY = XTATAX

ou A= P~ !eten conclusion : B = ATA.

Solution 1.2.3
1
(1) ¢ est évidemment bilinéaire symétrique et (P, P) = P(0)? + / P'(t)? dt montre que
0

@ est positive.
Montrons que ¢ est définie. Si p(P) = 0 alors P(0) = 0 et P’ s’annule sur [0, 1] donc
P’ =0 car P’ est un polynoéme. On arrive finalement a P = 0.
(2) En appliquant I’algorithme de Schmidt on trouve successivement
[ ] PO - ]_,
o P=X,
o P, =+3(X?-X),

20 5 V3., V3
rm s (- e (1-4) )

Solution 1.3.1 On utilise la projection sur un espace vectoriel de dimension finie F' (cf. pro-
position 4.2.2 page 200). Tout vecteur x de E va s’écrire x = x — p(x + p(z) or x — p(z) € F*
et p(z) € F. Comme de manicre évidente F+ N F = {0} on a le résultat annoncé.
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Solution 1.3.2 On montre tout d’abord que z; = (z|eg), en effet, par Cauchy-Schwarz on a,
pour n >k,
n n
(=D awpeplen)] = |(aler) —axl < llz =D wpey
p=0 p=0
d’ou I'égalité annoncée en passant a la limite sur n.
n
e = Grace a l'inégalité de Bessel (cf. théoréme 4.3 page 201), on a |z||* = > (z|e,)?
p=0
donc la série > (z|e,)? converge et sa limite vaut ||z||? car, grace a Pythagore, ||z|* =

n n
> (wlep)? + [l — 32 wpep|”.
p=0 p=0

1
On utilise ensuite la relation ab = Z[(a + b)? — (a + b)?] pour conclure (on se sert de

I'identité de polarisation, cf. proposition 9.1.5 (iii) page 161).
n n
e < On utilise 1& aussi la relation |[z]|* = > (z]ep)? + [lz — 3 xpep]|* qui fournit
p=0 p=0
immédiatement la réciproque (en choisissant x, = (zle,)).

Solution 1.3.3 Soit (x,) € FN une suite telle que lim z, = x € E alors x = zp+1g. Comme

n—-+00
(zn|ze) = 0 pour tout n, la continuité du produit scalaire permet, grace a un passage a la limite,
d’obtenir (z|zg) = 0. Or (z|zg) = (2z¢lrg) donc zg = 0 ce qui donne x = xp € F et par
conséquent F' est fermé (on utilise la caractérisation séquentielle de 'adhérence, cf. théoréme
5.9 page 227).
On procede de méme pour G.
On a immédiatement G' C F'* car la somme est orthogonale.
Montrons 'autre inclusion : si y € F* alors y = yr + yq¢ et (y|lyr) = 0 entraine yr = 0 et donc
y=yc €G.
Conclusion : G = F* et par symétrie F' = G+,

Solution 1.3.4
(1) Immédiat, ne pas oublier le fait que Tr(AT) = Tr(A) et remarquer que Tr(AAT) = > a;.
irj

(2) Soit A 'ensemble des matrices antisymétriques et B € A alors, pour toute matrice

AeS, ona
Tr(ABY) = — Tr(AB) = Tr(BA") = Tr(BA) = Tr(AB) = 0

donc A C St et comme A et S sont en somme directe, £ = A @ S est une somme
directe orthogonale soit S*+ = A.
(3) On demande de chercher la borne inférieure de |[A — M]|?* pour M € S. On écrit

1 1
A= §(A + AT) + Q(A — A7) (décomposition de A selon la somme directe orthogonale

A® 8S) et on sait que la borne inférieure est atteinte pour M = —(A + AT) et qu'elle
1 1

vaut —[|A — AT|[? = - > (ai; — a;)*.
4 453

1
2
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Solution 2.1.1

(1) Si X et Y désignent les matrices des coordonnées de x et y alors (a®b)(z,y) = XTABTY
d’ott la matrice cherchée ABT.

(2) AATX = A(ATX) donc a® a(z) = (a.z)a. On a alors h(z) = z — 2(a.x)a donc h est la
symétrie orthogonale par rapport & Vect(a)*t.
En effet, si z = Aa+b est la décomposition de x dans la somme directe Vect(a)@® Vect(a)*
alors

h(z) =Xa+b—2((Aa+b).a)a=b— \a

et on se réfere a la définition 9.1.14 page 162.

Solution 2.2.1
(1) C’est 'identité du parallélogramme (cf. proposition 9.1.5 (ii) page 161).
(2) On va faire intervenir une suite de Cauchy. Soit d = d(z, C) (ol on suppose que C' # ()
et z ¢ '), on sait que pour tout n de N*| il existe y,, dans C tel que

1
d< ||z —yn| <d+ —.
n

Montrons que (y,) est de Cauchy : on applique le 1 & = —y,, et & £ — Y,y ©

1\? 1 \?
HQx_(yn"‘yner)"z—i_ Hyn_ynﬂ)”z = 2|’x_yn”2+2”x_yn+pH2 <2 (d_'_ 5) 2 (d+ n—i-p)
1
5(
2

done, comme = (Y, + ynip) est dans C' (C convexe), on a ||22 — (Yn — Ynip)||? = 4z —

> 4d? ce qui donne

2d 1 2d 1
n—Yninl? <2 |+ =+ = + d? — 4d?

1 1 1 1 2d 1
<4d| -+ +2{ 5+ —% | <—+—
n n+p n?  (n+p)? n  n?

que 'on peut rendre aussi petit que l'on veut. La suite (y,) étant de Cauchy, elle
converge dans C' complet. Si y désigne sa limite alors, par continuité de la norme, on a
d = ||z — y||. On a donc existence.

Montrons 1'unicité : soit ' un autre élément de C' tel que d = ||z — ¢/||. On sait que
y+y

1
§(yn + yn+p)

est dans C' et que c’est le pied de la hauteur menée de z sur le segment yy’ (le

1
triangle zyy’ est isocele). Siy # y alors ||z — a(y +1/)|| < d ce qui est impossible donc
y =y’ ce qui assure l'unicité (on peut aussi utiliser I'inégalité précédente avec y = y,

/!
et Yy = yn+p)'
Remarque : on a prouvé ainsi que 'on pouvait définir la projection sur un convexe

complet.
(3) Soit y quelconque dans F', alors, pour tout t de R, z = p(x) + ty est dans F, donc
|z — p(x)||* < ||z — p(x) — ty||?, ce qui donne, apres simplification,
0 < =2t(z — p(a)ly) + [yl
pour tout ¢. Le discriminant du trinome en ¢ est donc négatif i.e.
(z —p(z)ly) <0
et comme ceci est aussi vrai pour —y, on en déduit que
Vy € F, (z —p(x)ly) = 0.
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De plus p est linéaire, en effet, p est caractérisé par la derniere relation (x — p(x)|y) =0
(évident avec Pythagore) donc p(Ax) = Ap(z) et p(xy + x2) = p(x1) + p(z2).
Finalement, siz € F, p(z) = x donc p? = p. Conclusion : p est la projection orthogonale
sur F.

(4) En reprenant le 3. avec u = p(z) + t(y — p(x)), t € [0,1] (u € C car p(z) € C et on
suppose y € C, on obtient (p(x) — z|p(x) — y) < 0 en divisant par ¢ et en passant a la
limite quand ¢ — 0. On applique cette inégalité a y = p(2)

(p(z) — z[p(x) —p(2)) <0

puis, en renversant les roles de x et z

(z = p(2)|p(z) = p(2)) < 0.

En additionnant ces 2 inégalités, on a

((z =) + (p(z) — p(2))Ip(z) — p(2)) <0
soit
Ip(2) = p(2)[I* < =(2 = @[p(x) — p(2)) < |2 = 2| |[p(x) — p(2)]|
grace a Cauchy-Schwarz. Si p(z) = p(z), on a bien I'inégalité demandée, sinon, on divise
par ||p(x) — p(z)|| dans I'inégalité précédente.
Conclusion : p est lipschitzienne.

Solution 2.2.2 On utilise ici la propriété caractéristique des projecteurs orthogonaux (cf.
proposition 4.2.8 page 203) p est un projecteur orthogonal ssi p> = p et V(z,y) € E?

(z[p(y)) = (p(z)|y) = (p(z)|p(y)).

(1) a) = Ona (poq(x)ly) = (¢(x)lp(y)) = (xlg o p(y)) = (x[p o q(y)) et ceci pour tout x
et y donc pog=gqop.
< Ona(pog))=pogqopog=popogoq=poqdonc poq est un projecteur.
Ensuite (poq)* = ¢*op* = qgop = pogq ce qui prouve que p o g est un projecteur
orthogonal.

b) Comme po g = gopon aimmédiatement Im(poq) C Imp N Img.

Inclusion dans I'autre sens : soit z = p(y) = ¢q(z) alors p(x) = p*(y) = p(y) = x =
poq(z) donc z € Im(poq) c.q.f.d.
On utilise la propriété vraie en dimension finie : (FNG)t = FL 4+ G+ et le fait que,
pour un projecteur orthogonal, Imp = (Ker p)=.

Ker(poq) = (Im(pog))* = (Imp NImg)*
= (Imp)* + (Imq)* = Kerp + Kerg.
(2) a) Sip+ q— poq est un projecteur orthogonal alors
(p+a—poq)(@)ly) = (zlpy)) + (zla(y)) — (zlgo p(y)) = (zl(p+a—qop)(y))
= (zl(p+g—poq(y))
doupog=gqop.
Réciproque : comme p et ¢ commutent on peut faire le calcul suivant :
(P+qg-—pog)’=p"+¢*+2poq+(pog)’—2p+qopog
=p+q+t3poqg—2pog—2poq=p+qg—pog

i.e. p+ q — poq est un projecteur.
On prouve ensuite que (p+ ¢ —poq)* =p+q— poq comme a la question (1) ce
qui acheve la démonstration.
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b) On utilise le fait que pour un projecteur orthogonal p, (Im p)* = Kerp. La propriété
a prouver se ramene donc a montrer que

Im(p+q—pog) =Ker(p+q—pogq)
= (Imp + Im ¢)* = Kerp N Kergq.
On a évidemment Ker p N Ker ¢ C Ker(p + ¢ — p o ¢), montrons I'autre inclusion :
si p(z) + q(z) — p o g(x) = 0 alors on compose par p ce qui donne p(z) = 0. En

composant par ¢ et en tenant compte de la relation pog = gop on a aussi g(x) =0
soit x € Kerp N Kergq.

Solution 2.2.3 On va prouver les équivalences par un cycle. On utilise les propriétés suivantes
des projecteurs orthogonaux :
e Imp CImg < (Img)t C (Imp)+ < Kerg C Kerp,
o z=p(z) + (z — p(x)) et p(z) Lz —p(x).
o (zlp(z)) = (p(x) + (z — p(z))|p(z)) = llp(=)[*
e p est un projecteur orthogonal ssi p est un projecteur et V(z,y) € E?, (p(z)ly) =
(x[p(y))-
(1) = (2) Soit r = g — p alors (r(z)[z) = (r(z)|r(z) + (z — r(z))) = [Ir(z)]* > 0.
(2) = (3) On prouve ici la propriété équivalente Ker g C Ker p. Soit x € Ker ¢ alors ((¢—p)(x)|z) =
(—p(x)|x) = —||p(x)]|* = 0 donc p(z) = 0 soit = € Ker p.
(3) = (4) On sait que pour un projecteur ¢, si y € Imgq alors ¢(y) = y. On a alors q o p(z) =
q(y) =y car y =p(z) € Imp C Img.
(4) = (5) gop=p=Imp C Imgq et donc Ker g C Kerp d’ott g(x —p(x)) = 0 car z —p(z) € Kerp.
Soit & = p(x) + (x — p(z)) alors
poq(x) =po(gop)(z)+plglz —p(x))] =po(poq)(x) =p’(x) = p(z).
-0
(5) = (6) pog=p= Kerq C Kerp donc Imp C Img et par conséquent ¢ o p(x) = p(x).

6)= (1) (¢—p)?=¢*—poqg—qop+p*=q—pdonc q— p est un projecteur. On a ensuite

(e —p)@)|y) = (¢(@)]y) — (p(x)]y) = (zla(y)) — (z|p(y)) = (z[(¢ — p)(y)) et finalement
q — p est un projecteur orthogonal.

Solution 2.3.1
(1) Classique cf. exercice 1.3.4.
(2) On cherche f* telle que (f(X)|Y) = (X|f*(Y)).
Tr[(XTAT — BTX")|Y] = Tr(XTATY) — Tr(B*XTY)
N————
=Tr(XTY BT

= Tr[XT(ATY — Y BT]
donc f*(Y) =AY — Y BT,

Solution 2.4.1 A étant une matrice symétrique est diagonalisable (cf. . corollaire 4.8 page
204).

On trouve directement les vecteurs propres e; + €e,,_; 12 associés aux valeurs propres € = +1 et
e; avec 1.
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Solution 2.4.2 C’est une conséquence directe du cours sur la réduction simultanée de 2 formes
quadratiques : ’endomorphisme u symétrique (pour la forme quadratique associée a la matrice
A) ayant pour matrice A7'B est diagonalisable : matriciellement, cela donne (si u(z) —

A7'BX) :
(z,u(r)) = (u(z),z) & XTAA'B)X = X"BX = XT(A'B)TAX.

1 3
Solution 2.4.3 On trouve apres réduction : ¢(x) = §(x1—2x2+x3)2—§(xl—xg)z—(x1+x2+x3)2.

-2 -2 1

En effet, la matrice de la forme quadratique est | —2 1 —2 | de polynome caractéristique
1 -2 =2

23 + 32? — 92 — 27 et de valeurs propres 3 et —3 comptée deux fois.

Solution 2.4.4 On peut réduire la forme quadratique Q(v) = B(v,v) dans une base orthonor-
male (cf. théoréeme 4.9 page 205) pour écrire :

(ol B
O (o

i=1

. (L(v)lv) =
n posant x; = v;4/a; on obtien = . On remarque que le rapport es
E t btient ( \f)2 - O 1 t est
v
(Z xz‘fi/\/%)z

i=1

n
invariant par homothétie, on prend alors les (z;) tels que > 2 = 1. Le rapport est minimum
i=1

n
lorsque (Y z;f;//@:)? est maximum avec la condition imposée. Or, en utilisant I'inégalité de

Cauchy- Sghwarz, on a

xzfz . -
SO S

fz 1

Dans ce cas, le minimum vaut

\/a_i ZfZ/O‘z

I’égalité n’ayant lieu que lorsque l'on a z; = A

Solution 2.4.5 On a
Tr(A?) = Tr(AAT) car A est symétrique

_ 2 : 2
= a’ij
%,J
n
_ 2
- E Py
i=1

n
car A% admet les A? comme valeurs propres avec leurs ordres de multiplicité et Tr(A4%) = > \?

(cf. remarque 3.2.3 page 192).
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Solution 2.4.6

(1) Si Ay, Ag,..., A, sont les valeurs propres distinctes de A, elles sont toutes positives et
DL SO )\’; sont les valeurs propres toutes distinctes de A*.
Soient E; et E les sous-espaces propres associés aux \; et \¥, on a évidemment : E; C E!

q q
et @ E,=R"= @ E! donc dim E; = dim E! soit encore E; = E/. Tout vecteur de E!
=1 i=1
est Zdonc un Vecteulr de E;.
Une conséquence de cette égalité est que AP € GL,(R) : A* = PD¥P~let A= PDP~L.
(2) Ceci est une conséquence immédiate du 1.
En effet A et B partagent les mémes sous-espaces propres et la restriction des endomor-
phismes associés a A et B sur chacun de ces sous-espaces est égale.

Solution 2.4.7

(1) Soit u 'endomorphisme de R™ associé a A et Inu = v celui associé a In A. Si E) est le
sous-espace propre de u associé a A, c’est aussi le sous-espace propre de v associé a In \.
Donc comme la restriction de v a chaque sous-espace propre (notion intrinseque) est
une homothétie, cette définition est bien indépendante de la base choisie. Si on prend
une base orthonormée pour le produit scalaire canonique de R", P sera orthogonale et
par conséquent, In A sera symétrique.

(2) On a: exp(lnA) = PexpAP™' = PDP~!' = A.

Si B est symétrique, exp B est symétrique définie positive (en effet, ses valeurs propres
sont e* ol A est valeur propre de B). En diagonalisant B on a B = PD'P~! ot D’
est une matrice diagonale. exp B = Pexp D’P~! donc, en vertu du 1, on sait que
In(exp B) = Pln(exp D')P~!. Or si D’ = Diag(p;) alors exp D' = Diag(exp(p;)) donc
In(exp(D’)) = D’ et en conséquence In(exp(B)) = B.

On remarque ensuite que A;As est symétrique, A; et A, partagent les mémes sous-
espaces propres qui sont aussi ceux de A; A, car ces matrices sont simultanément dia-
gonalisables (on utilise le résultat de I’application (ii) page 194). On aura donc

lIl(AlAg) = PA12P_1 Ofl A12 = Dlag(ln()\h)\gl))
la conclusion est alors immédiate.

B)Ona: Q?=A=M"Met H' = (Q")'M"=Q'M" d'ou:

HH" = MQ*M* = M(M"M)*M™* =1,
donc H est orthogonale.

(4) Supposons que : M = HQ = H'Q’ alors M™M = QHTHQ = Q*> = Q"* (car H et H’
sont orthogonales et @ et Q' sont symétriques). On peut alors prendre le logarithme
dotu 2InQ = 2In @’ soit InQ = InQ’ et, en passant aux exponentielles, on a QQ = Q'
(on parle ici de décomposition polaire par analogie a I'écriture z = re? d’un nombre
complexe).

Solution 2.4.8 A et B étant symétriques réelles sont diagonalisables dans des bases orthonor-
males (cf. corollaire 4.8 page 204). Soit A = PDPT et B = QD'QT, ot D = Diag(\;),
D" = Diag(u;). On a donc

Tr(AB) = Tr(PDPTQD'QT) = Tr[D(RD'R"Y)]

en posant R = PTQ = (r;;), matrice orthogonale et en utilisant la propriété Tr(C'D) = Tr(DC')

(cf. proposition 2.1.7 page 185). On a donc Tr(AB) = > N\ (rri)? = 0.
ik
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Si les A\; et les pg sont > 0 alors, comme la matrice R est non nulle, il existe i et k tels que
ki 7 0 et dans ce cas Tr(AB) > 0.

Remarque : on a plus simple, comme A est positive on sait que (AX|X) > 0. On se place alors
dans une base de vecteurs propres de B : (e;) associés aux valeurs propres p; > 0. On a alors

Tr(AB) = i (Abe;|e;) ZMZ Ae;le;)
i=1

Si A et B sont définies positives alors les inégalités larges deviennent strictes.

Solution 2.4.9 On a pour toute matrice colonne X : XTAX < aX'X et XTBX < 3XTX
d’ou
XY A+B)X <(a+p)XTX.
On utilise alors le résultat du théoreme 4.9 page 205 avec la forme quadratique de matrice
A+ B. En effet, ce théoreme signifie que
sup Q) = sup A
220 ||| AESP(A+B)

donc, comme « + ( est un majorant de sup Qx ), on en déduit que sup A <a+ 0.

z#0 ” H2 AeSp(A+B)
On procede de méme pour les plus petites valeurs propres.
I + M\A est bien inversible car les valeurs propres de A sont positives et donc I + AA n’admet
pas la valeur propre 0.
I—MAet (I+XA)~! commutent, elles sont donc simultanément diagonalisables (cf. application
(77) page 194). Si a1 < as < ... < a, sont les valeurs propres de A, on écrit [ + A\A =
PDiag(l+ a;)P~! et I — AA = PDiag(1 — A;) P~! donc

+ oy
1—)\041 1—)\042 1_)\04n

Les valeurs propres de C' = (I — MA)(I + MA)~! sont alors e T, T ha,

— A\ 1 -
La pl de val de C est , la plus petite valeur propre de C' est ~
a plus grande valeur propre de C es o, a plus p v prop o,
1—-A
car la fonction f(z) = T )\x est décroissante sur Ry pour A > 0.
x

Solution 2.4.10
(1) On fait d’abord une recherche en dimension 1, ce qui donne I'idée d’utiliser 1'égalité

(A~ (y — Az)ly — Az) = (A7 yly) — (A" "yl Az) — (z]y) + (z|Az)
= (A7yly) — 2(aly) + (x| Az)

car (A7 ly|Ax) = (Az|A™Yy) = 2TATA Yy = 2Ty (A est symétrique). A étant positive,
on en déduit que

(aly) ~ 5 (Aela) = 5(47yly) — 5 (A7 (y — Ax)ly — Av) < 5(47'yly)

2

DO | —

soit g(y) = %(A‘1y|y), I'égalité n’étant obtenue que si z = A™ly.
(2) e Siy ¢ ImA alors 3z € Ker A tel que (y|zo) > 0 (Ker A = Im AL, cf. théoréme 4.5
page 202). Si on pose x = Axg alors (z|y) — %(Ax|x) = Mxoly) i.e. g(y) = AMxoly)
pour tout A donc g(y) = +oc.
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e SiyeImA, le résultat est immédiat en utilisant le 1 (ici, o ne sera pas unique).

Solution 2.4.11

(1) On vérifie que r4(tz) = ra(x) pour tout t € R* i.e. r4(z) est invariant par homothétie.
(2) Si on écrit (Ax|z) dans une base orthonormée pour la forme quadratique associée, on

aura : (Az|z) = Y \;z? ot Pon aura rangé les valeurs propres de A dans l'ordre crois-
i=1

sant. On a alors immédiatement r4(z) € [u, A] (cf. theoréme 4.9 page 205), les bornes

sont atteintes (ici, pas besoin de topologie).

Ensuite, entre chaque A; on pourra appliquer le T.V.I. a la fonction r4(z;cosf +

x;118in ) ou x; est un vecteur propre associé a \; et donc r4(S(0,1)) = [u, A].
Remarque : si on utilise la connexité par arcs (cf. paragraphe 5.3.2 pages 236 et 237)

alors 74(x) = (Ax|z) est une fonction continue sur S(0,1). Comme S(0, 1) est connexe

par arcs, on en déduit que r(S(0,1)) est aussi connexe par arcs (cf. théoréme 5.31

page 237). La conclusion est alors immédiate si on utilise les propriétés ra(z) € [u, Al

e ra(S(0,1)) et A €ra(S(0,1)).

rT+y v — —x+y
V2 V2
(1+at) X2+ (1 —at)Y? +v2a(X —Y) = a*t%

Quitte a changer x en —x, y en —y on peut supposer a > 0 et ¢t > 0.

Solution 2.4.12 Apres une rotation d’angle 7/4, X = on obtient I’équation

e Si at = 1 alors I'équation devient 2X2 + 1/2a(X —Y) = 1 ce qui donne une parabole.
e Si at < 1 alors on obtient une ellipse (ou un cercle si at = 0) d’équation

a? a?

\/§(1+at)] (1~ ab) {Y_ V2(1 —at)} St Wra) 20-a)

e Siat > 1 on a une hyperbole qui admet la méme équation que ci-dessus.

(1+at) {X+

Solution 2.4.13 Si Q;(z,y) + Li(z,y) + a; = 0, i = 1,2 sont les équations de deux coniques
propres C; (cf. définition 4.2.6 page 206) ou Q; est le polynome homogene du second degré, L;
le polynéme homogene du premier degré, a; un réel non nul, alors la C.N.S. cherchée est :

les matrices M7 et M, des formes quadratiques )7 et ()2 admettent des valeurs propres

proportionnelles et les déterminants des formes quadratiques obtenus en remplacant x par -

Y
et Y par = et en multipliant par 72 sont de méme signe (en supposant que le rapport de
proportionnalité entre les valeurs propres est positif).

En effet, si les coniques sont semblables, en remarquant que si I'une d’elle est une parabole
alors l'autre aussi (les paraboles n’ont pas de centre de symétrie), on distingue deux cas :

e clles sont dégénérées (i.e. ce sont des paraboles) alors M; et My admettent une valeur
propre nulle et une valeur propre non nulle ce qui convient bien et le déterminant est

positif,
e les valeurs propres de M; et M, sont non nulles, on peut trouver deux reperes ortho-
2 2
normés R; tels que C; admette dans R; une équation de la forme — + Eﬁ =1,e==+1
az :

(on a la méme valeur pour ¢ car une ellipse ne peut étre semblable a une hyperbole, la
premiere est une courbe bornée, I'autre non). Comme elles sont semblables alors cela
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signifie que les deux équations doivent se déduire I'une de 'autre par homothétie i.e.
IXN#£0 | a3 = Aa? et b3 = \b? ce qui acheve de prouver le sens direct.

Réciproque : si les valeurs propres sont proportionnelles alors, apres changement de repere
on aura les équations réduites décrites ci-dessus avec un coefficient de proportionnalité ce qui
permettra de conclure (si on a affaire a des paraboles alors on a vu, cf. question (i) page 46,
qu’elles étaient semblables) (le signe du déterminant est la pour nous assurer que les seconds
membres se correspondent).

Dans le cas qui nous préoccupe, la premiere matrice admet (1, —2) comme valeurs propres et la
deuxieme (—2,4) donc on peut conclure (apres avoir vérifié cependant que ces coniques étaient

propres).

Solution 2.5.1
(1) On a un paraboloide hyperbolique : on écrit

1
(@+y)y—2) = [z +2—2)° = (2 +2)"]
(X =—(e+2y-2)
= —@+2y—=z
\{6 Y
et donc, en posant { ¥ = ﬁ(x + 2) , 'équation devient (dans le nouveau repere
1
J =—(x—-y—=z
\ \/g( y—2)
orthonormé)
3 1
S X7 =gV V3Z =0.

(2) C’est un cylindre hyperbolique : [(z + 2)* — 2(y + 2)* + 2(y + 2) + 3 =0].
(3) C’est un cylindre parabolique : [(x — 3y + 22)? +4x — 2y + z + 4 = 0].

Solution 2.5.2

X =bz+cy
Un vecteur orthogonal au plan tangent a C' en M(x,y, z) s’écrit ¢ Y = az + cx , on résout ce
Z =ay+bx

systeme en (x,y, z) et on reporte dans ’équation de C' pour obtenir I’équation de l’ensemble
cherché :

X2+ VY2 + 222 - 2(bcY Z + caZX + abXY) =0

qui est un autre cone.

Solution 2.5.3
(1) Equation des plans (A, D) et (A, D) :

(q —ebh)x — (p+eah)y + (pb — aq)(z —eh) =0

ou e =1 pour (A, D), —1 pour (A’, D).
e d(A,D) =d(A",D) < ap + bg = 0.

e En posant p = \b,q = —Xa: (4,D) L (A, D) & \(a® +b* + 1) = A%
2

R
e Enfin d(A,D)? = R? & \? = h% — - (aprés simplification par a? + b?).
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On doit avoir : R < |h|v/2 ; en choisissant A = y/h%? — R?/2 on trouve : a =

5hT — 12 cost, b = ﬁsint (donc R < |h]v/2). On en déduit I'angle

— 2
a=0z,D avec cosa = /1 — R?2/(2h?), sina = %

(2) On trouve un cercle de centre O, de rayon R/+/2.
(3) C’est un hyperboloide a une nappe :

RQ
(21* = R)(a® + %) — B*2* = - (20" — R?).

Solution 2.5.4

. . H ﬁ ﬁ .
(1) M appartient a un cercle ssi OM = r(u cosf + v sin#) donc

Me As qOM) =1

— — - — 1
& q(u)cos®d+q(v)sin®0+(u, v)2sinfcosf = =
r
1 — — 1 — — - = 1
<:>5[q(u)+q('z})]—|—§[q(u)—q(v)]cos%—i—go(u,'U)stH:T—2
—_ — — —
et la famille (1, cos26,sin 20) étant libre on en déduit que p(u, v) =0, g(u) =q(v)

— — 2
(et q(u) +q(v) = 7).
Remarque : ceci est en fait une C.N.S.
(2) Ordonnons les réels a < b < c.
e Sia=0b=c, tout plan convient.
e Sia < calors, en prenant ax+ Sy +yz = 0 comme équation pour P et en choisissant
a? + 3% 4+ 4% = 1, on obtient (on suppose (o,7) # (0,0) sinon y = 0 et on obtient
une ellipse)
— — — — —
;_ﬂyi —ak — —afi+(P+4%)j —pvk

IRV C N

alors,
— la condition (1) se traduit par a8y =0
0232 (a? 4 A2)2 2,2 2 42
PR (2 )
a b2 c? a? 2

— et la condition (2) par

On étudie alors les 3 cas, ; ) )
—a:Oalorsonal:72 (l+ﬁ—)

a? b2 2

72_’_52_1_,7/2 52
a? _az—ﬁch_Q

* Si y # 0 alors en simplifiant par 2 on obtient

) . . 1
ce qui est impossible car — > —.
c

*x Si~y =0 alors # =1 et le plan admet pour équation y = 0. L’intersection
n’est pas un cercle.

1 1 1 1
— 3 = 0 alors, comme a? +~2 = 1, I'équation devient o? (@ — 9) =5
— v = 0 on se retrouve dans les mémes conditions que dans le premier cas.
Conclusion : tous les plans qui répondent a la question contiennent 'axe Oy (si a = b

on a un ellipsoide de révolution).
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Solution 2.5.5 Ecartons le cas oit le cone est un plan, alors son sommet n’est pas dans le plan
de la parabole. Pour des raisons de symétrie, le sommet du cone se trouve dans le plan Oz
privé de 'axe Ox.

Soit donc S(xo, 0, z9) le sommet du cone, 2y # 0, I’équation du cone de sommet S ayant pour
ensemble directeur la parabole (P) est : 22Y? — 2pZ(x0Z — 20X) = 0, Z # 0. ce cone est
0 0 pz
de révolution ssi la matrice : A = | 0 22 0 admet une valeur propre double. Le
pzg 0 —2pzxg
polynome caractéristique de A est égal a : (22 — A\)(\? + 2pxg — p?22). Comme le trindme du
second degré A2 + 2pzy — p?22 ne peut avoir de racine double (le produit des racines est négatif)
la C.N.S. s’écrira : z§ + 2pz2 — p?28 =0, 20 # 0 L.e. 22 + 2pzg — p? = 0.

Solution 2.5.6

x,1Y, z) appartiendra au cone ssl la droite est tangente a la surface 2. L’équation
1) M iend 0 i la droite AM al face 2. L’é i
A+x A+y z . o
—_— ——, Z = d’ou la condition
I4+A" 1+ A 1+ A

(M 2)2+2(A+y)?—22—(1+))? = 0 a une racine double i.e. #2—222—4zy+2r+4y—3 = 0.

2+ -2 -1=0
22 — 222 —dwy+ 22 +4y—3=0

paramétrique de la droite AM est X =

(2) T' a pour équation . En éliminant z entre ces deux

2 +22 -2 -1=0
r+2y—1=0

une conique. En projection sur le plan yOz : 6y — 22 — 4y = 0 est une hyperbole
de centre w(0,1/3,0) de directions asymptotiques (0,1, 4+/6). On releve sur le plan de
I'hyperbole, le centre est (1/3,1/3,0), les directions asymptotiques sont (—2, 1, £+/6).
Ces dernieres sont orthogonales, on a une hyperbole équilatere.

équations, on trouve { intersection d’'un H1 et d’un plan, c’est

Solution 2.5.7 Soit P = ax+by+cz—h = 0 I’équation du plan cherché. En faisant un change-
— — —
 +by k
ment de repere orthonormé pour que 1'équation de P soit Z = h' (avec K= o) *e
Va2 +b? 4 ¢?

I’équation de C' s’écrira :
PP+ 2+ -2 = X YR+ 22 (aX + BY +92) (X +BY +49'2) =0

(la quantité x? + y? + 22 se conserve par changement de base orthonormée et on a factorisé
2 2

y* — 22%).

I1 est donc nécessaire que I'une des formes affines a X + Y +~h', o/ X + 'Y ++'h/ soit constante

pour que l'intersection soit un cercle et donc que P soit parallele & I'un des plans : y+2v/2 = 0.

Cas ot P =y — 2v/2 — h : on trouve effectivement un cercle de centre (0, —h/3, —2v/2h/3) de

rayon v/2|h|/v/3.

L’autre cas se ramene au précédent en faisant une symétrie par rapport au plan xQOy.
z=0

Le lieu cherché est donc la réunion des droites d’équations :
2z =422y

Solution 3.1.1 L’implication directe est immédiate car (f(x)|z) = (x|f(z)) = (z|f(x)) donc
(f(z)]z) € R.



14 ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS

Réciproque : en exprimant que
(f@+yle+y) = (f(@)z) +(f(@)|y) + W f (@) + (f()ly) € R
€R €R
et que

(f (@ +iy)le +iy) = (f (@)x) +(f (@) |iy) + Gyl f(x) + (f(y)liy) € R

€R €R

ona: (f(y)le) + (fa)ly) = 20 € R et —(f(y)|2) + (f(z)|y) = 2i8 ot 8 € R done (f(x)]y) =
a+if, (f(y)]z) = a — i soit (f(2)ly) = (2l ().

Solution 3.1.2 En fait tout marche de la méme maniere, tenir compte de I'identité de polari-
sation qui n’est plus la méme dans le cas complexe.

L’exemple le plus classique est celui de la famille (e,)nez ol €,(t) = €™, on utilise alors la
formule de Parseval qui signifie en fait que cette famille est totale. On peut aussi indexer cette

famille par N, poser fo =eg, fi = €1, fo =€_1,e; fon_1 = €n, fon = €_n.

Solution 3.2.1

(1) Classique la encore, cf. exercice 1.3.4.

(2) L’application A +— A* vérifie les mémes propriétés que A — AT. On se sert aussi de
la propriété Tr(AB) = Tr(BA) (mais attention, ici cela ne signifie pas que l'on peut
permuter le produit de matrices comme on veut en prenant la trace). On développe
donc les produits

(A"B — BA"Y(A"B — BA") = B'AA*B + —B*ABA* + —AB*A"B + AB*BA"
N— '\ /N y S——

1 RS RS 4
—(AB — BA)*(AB — BA) = -B"A*"AB+ B*A*"BA+ A*"B*AB+ —-A*"B*BA
6 7 8
5
—(A*A— AA")(B*B — BB*) = —A*AB*B+ A*ABB* + AA"B*B+ —AA*BB* .
10 11 12
9

On prend ensuite les traces de chacune des matrices obtenues.
o (1) =Tr(B*AA*B) = Tr(AA*BB*) qui se simplifie avec (12).

) = —Tr(ABA*B*) qui se simplifie avec (7) = Tr(B*ABA*) = Tr(ABA*B*).
3) = —Tr(AB*A*B) qui se simplifie avec (6).
4) = —Tr(AB*BA*) qui se simplifie avec (9) = — Tr(AB*BA*).
5) = —Tr(A*ABB*) qu1 se simplifie avec (10).
8) = — Tr(B*BAA*) et (11) = Tr(AA*B*B) = Tr(A*B*BA) = Tr(B*BAA®).
édiat, en effet AA* = A*A & ||A*B — BA*|| = ||AB — BA]||.

(2
(
(
(
(

(3) Im




