ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS

1. ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1.1. Formes bilinéaires symétriques.

EXERCICE 1.1.1.

Trouver une C.N.S. pour qu’une forme quadratique ¢ sur R” euclidien soit telle qu’il existe n
vecteurs v;, 1 € [1,n] avec

Ve e R" q(x) = Z ;T
1,J

ou a;; = (v;|v;) pour tout (2 € n|-.
) iJ (z| ])p (73) [17 ]2

EXERCICE 1.1.2.

Soit A = [a;;] € M,(R) une matrice symétrique. A tout = (z1,...,,) € R” on associe la
matrice :
0 Ty ... Tp
L1
M(z)= | . A e M,+1(R)
l‘n

et on pose Q(z) = det(M(z)).
(1) Montrer que @ est une forme quadratique sur R".
(2) Déterminer la matrice de ) dans la base canonique de R" et, si A est inversible, dans
la base des vecteurs colonnes de la matrice A.

EXERCICE 1.1.3.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, v un vecteur non nul de F, et ¢ une forme
quadratique définie positive sur E.
On pose, pour tout x € £ : F(x) = inf{q(z + \v), A € R}.

(1) Montrer que F' est une forme quadratique sur E.
(2) Que penser de la restriction de F' & H, un supplémentaire de Vect(v) ?

EXERCICE 1.1.4.

Soit A = (a;;) € M, (R), pour tout k, on note Ay le mineur principal extrait de A obtenu en
conservant les k premieres lignes et colonnes. On suppose que Vk € [1,n], Ag # 0.

(1) Prouver quil existe un couple unique (L,U) € M, (R)? de matrices triangulaires, L
(lower) inférieure, U (upper) supérieure, de diagonales formées de 1, tel que A = LDU
ouD = Diag(Al, Ag/Al, ceey An/An—l)

(2) Si A est symétrique, prouver que LT = U.
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2 ESPACES EUCLIDIENS ET PREHILBERTIENS

(3) En déduire que si ¢ est une forme quadratique non dégénérée de matrice A (vérifiant
les conditions du 1.) alors il existe des formes linéaires indépendantes [; telles que

q(z) = Al (z)? + i—?lg(l')2 o ()2

1.2. Produit scalaire.

EXERCICE 1.2.1. E

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés (cf. pages
217..256).

Soit E l'espace vectoriel réel des suites z = (z3)gen telles que Y z2 converge (cf. définition

+oo
5.3.5 page 245 et théoréme 5.43 page 245). Pour x et y dans E, on pose (x|y) = > xryx et
k=0
on note ||.|| la norme associée.
Si (2"),en est une suite bornée d’éléments de E, montrer qu’il existe une sous-suite (y*)ren de
la suite précédente et un élément a de E tels que, pour tout z de E, klim (y*|2) = (a]2).
— 400
On dit que toute boule fermée de E est faiblement compacte.
(On pourra commencer par prouver que cette propriété est vraie pour z = e” ot €" = (0, ) pen,

puis on Iétendra a F' = Vect(e™) et enfin a E.)

EXERCICE 1.2.2.

T
Soit A € M,,(R) symétrique, a € R, B € M,,;(R). On suppose que la matrice C' = (g 5;1 )

est définie positive.
Trouver le minimum de J : M, ;(R) — R définie par J(X) = XTAX —2BTX +a.

1.3. Orthogonalité.

EXERCICE 1.3.1.

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés (cf. pages
217..256).

Soit (e )neny une famille orthonormale dans un espace préhilbertien E.

Montrer que {e,,n € N} n’est pas un compact de E.

EXERCICE 1.3.2.

Cet exercice utilise les résultats du chapitre 5 sur les espaces vectoriels normés (cf. pages
217..256).
Soit H un espace de Hilbert (cf. définition 5.1.37 page 233).

(1) Montrer que, si F' est un sous-espace fermé de H, alors : F = H < F+ = {0}.
(2) Soit f une forme linéaire continue sur H. Montrer qu’il existe v € H unique tel que :
Ve e H, f(z) = (u|z).

(3) Etudier Papplication f — u (linéarité, isomorphisme, isométrie).
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2. ESPACES EUCLIDIENS

2.1. Projections orthogonales.

EXERCICE 2.1.1.

Soit p et ¢ 2 projecteurs orthogonaux de E euclidien.

(1) Montrer I'équivalence des propositions
a) p+ q est un projecteur orthogonal,
b) v € E, (p(x)lq(x)) = 0,
c) poq=0,
d) Vz € Imp, Vy € Img, (z]y) = 0.
(2) Si p+ q est un projecteur orthogonal, montrer que Im(p + ¢) = Imp @ Img.
Quel est le noyau de p+¢q 7

EXERCICE 2.1.2. E

Soit p et ¢ 2 projecteurs orthogonaux de E euclidien, on pose r = po qo p.
(1) Montrer que Y(z,y) € E, (zlr(y)) = (r(z)|y)
(2) Montrer que Vz € E, |r(z)|| < ||z|| et (z]r(x)) = 0.
(3) Soit x € E, étudier la suite (r"(z))nen.

EXERCICE 2.1.3.

Soit F' le sous-espace de R* euclidien défini par les équations :
T4+ xo+r3s+xs=0et x;y — 29+ 23 — 24 =0.

Déterminer la projection orthogonale sur F et pour z € R?*, calculer d(z, F).

EXERCICE 2.1.4.

Dans R* euclidien, on définit F par

4 4
Z z; =0 Z iz; = 0.
=1 =1

Former la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a F' dans la base canonique.

2.2. Réduction des endomorphismes autoadjoints.

EXERCICE 2.2.1.

. . : A BY ., (e a (b ¢ : : .
Diagonaliser la matrice M = ( B A) ou A = (a e)’ B = (c b) (on diagonalisera simul-
A0

0 B’)'

tanément A et B puis on permutera les lignes et les colonnes pour avoir
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EXERCICE 2.2.2.

11 1 1
11 0 0
Diagonaliser la matrice d’ordren: A= |1 0 1
0
10 0 1

EXERCICE 2.2.3.

Soit u € L(E) E espace euclidien de dimension n, trouver alors sup ||u(x)||. C’est ce qu'on
ll=ll=1

appellera norme subordonnée de u au chapitre 5 (cf. définition 5.1.32 page 231) et que 'on
notera simplement ||u/|.

EXERCICE 2.2.4.

Soit E' un espace vectoriel euclidien (dim £ = n > 2) et u un endomorphisme symétrique de
valeurs propres strictement positives.
S étant la sphere unité (S = {z € E, ||z|| = 1), déterminer le minimum sur S de

f(@) = (u(@)|z).(u" (2)]2).

EXERCICE 2.2.5.

Soient A et B deux matrices symétriques de M,,(R) définies positives. On pose A = (a;5),

B= (b”) et C'= (Cij) avec Ci; = aijbij.

Montrer que C' est définie positive (si on appelle ¢ et go les formes quadratiques associées aux

matrices B et C, Ay, ..., \, les valeurs propres de A, on montrera qu’il existe des vecteurs 7y
n

tels que qc(?) => )\qu(?k)).
k=1

EXERCICE 2.2.6.

Soit ¢ une forme quadratique sur R" euclidien représenté par A = (a;;) € M, (R) dans une
base orthonormée Soient A\; > Ay > - -+ > A, les valeurs propres de A.

Montrer que, pour k € [1,n] :
k

Za'ii <Z)\j

i=1 =1
(prendre (g;) une base orthonormée de vecteurs propres associés aux ()\;) et montrer que a; =

n k
ZlAj(ei|5j)2 <A+ Zl()\j — i) (eilgf)?).
J= J=

EXERCICE 2.2.7.

Soit E un e.v. euclidien (de dimension finie) et u un endomorphisme autoadjoint. Pour z € £
on pose : f(z) = [Ju(x)]* — (u(z)|z)*.

(1) f est-elle minorée ?

(2) A quelle condition f est-elle majorée ?

(3) Dans le cas ou f est majorée, calculer sup f(x).
el
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EXERCICE 2.2.8.

E est 'ensemble des matrices réelles d’ordre n symétriques définies positives.
Soit A = (OJZ']') e k.

(1) Montrer que : ¥(71,. ..

;7n) € (R*)", B = (vi5ai5) € E.
(2) Montrer que (det A)'/™ <

Tr(A) et en déduire que :

det A < H Qi -
i=1
(3) Si C € FE telle que det C' = 1 alors prouver que

Vdet A < 1 Tr(AC).

n

) €
1

Quels sont les C' pour lesquels il y a égalité ?
Prouver enfin que v/det A+ +/det C' < ¥/det(A + C) pour C de déterminant quelconque.
Etudier les cas d’égalité.

EXERCICE 2.2.9.
Soit A = [a;;] € M, (R) (n > 2) une matrice symétrique positive telle que Vi # j, a;; < 0.
Montrer que Vi € [1,n], a; > 0 et RgA € {n — 1,n} (on procédera par récurrence en écrivant

Q(z) = (Z amxj> +R@)on R(z)= X (% - M) 1)

Ann (i.5)€[1,n—1] Gnn

EXERCICE 2.2.10. E

Soit £/ un espace euclidien de dimension n € N*. On considere un endomorphisme symétrique
u € L(F) de valeurs propres A\; > Ay > ... > \,.

(1) Si Fj, désigne l'ensemble des s.e.v. de E de dimension k et S la sphere unité de E,
montrer que

A = sup [ inf (u(z))|x)].

FeF, zeFNS

(2) Déterminer inf [ sup (u(z)|x)].
FeFr zeFns
(3) Soit A un espace vectoriel normé, S(F) 'ensemble des endomorphismes symétriques de

Eety :te A— u € S(E) une application continue.
Pour k € [1,n], et t € A, on note A\ (t) la k'™ plus grande valeur propre de U;. Montrer
que application ¢ :t € A — A\g(t) € R est continue.

EXERCICE 2.2.11. E

Soit H une matrice symétrique de valeurs propres Ay, ..., A,.
On note E = {(X,Y) € R*xR"[|[X|| = |[Y]| = L, (X|Y) = 0}.
Démontrer que

sup [\, — A\j| =2 sup |XTHY].

ij (X,Y)eE
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EXERCICE 2.2.12. E

On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

(1) Soit p € N* et L un endomorphisme auto-adjoint défini positif. Montrer que :
V(z,y) € R [l2|* + (L77(y)ly) > (I+L)"(x+y)e+y).
(2) Soient H et K deux endomorphismes auto-adjoints définis positifs. Montrer que :

V(z,y) € (R, (H(2)|l2) + (K (w)ly) > (H+EK) (@ +y)le+y).

2.3. Quadriques usuelles.

EXERCICE 2.3.1.

Montrer qu'il existe une similitude qui transforme la surface S d’équation 3z? + 5y + 22 =1
en la surface S’ d’équation 5z2 + Ty? + 922 + 2axy + 2ayz = 1 pour une valeur de a que I'on
déterminera (dans une base orthonormée , la matrice d’une similitude est de la forme AU ou

U e 0(3)).

EXERCICE 2.3.2.

Discuter la nature de la quadrique définie par :

2+ (2m* 4+ 1) (y* + 2°) = 2(xy +yz +x2) =2m* —3m+1 (m € R).

EXERCICE 2.3.3.

Déterminer ’équation réduite dans un repere orthonormé des quadriques :

(1) 2202 + 9% —doy —dyz + 20+ 2y — 42 +2 =0
(2) 222 4+ 2y* + 22 — 2yz + 2xz + 4o — 2y — 32 — 1 = 0.

EXERCICE 2.3.4.

Discuter, suivant (a, b, c) € R*3 la nature de la quadrique
a(x® + 2yz) + b(y* + 222) + c(2* + 27y) = 1.

(On suppose que a, b, ¢ ne sont pas égaux.) Montrer qu'une C.N.S. pour que cette surface soit

1
de révolution est — + - + — = 0.
a b ¢

EXERCICE 2.3.5.

Soit E un espace euclidien de dimension finie n, f un endomorphisme autoadjoint de £ dont la
forme quadratique associée ¢ : x — (f(x)|z) est positive. On désigne par Ay, ..., A, les valeurs
propres de f et par A I’ensemble des bases orthonormées de E.

Montrer que
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3. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES, HERMITIENS

3.1. Espaces vectoriels hermitiens.

EXERCICE 3.1.1.

Soit f un endomorphisme d’un espace hermitien E de dimension n tel que :
Vu € E, [lul| = 1,[(f(w)lu)] < 1.

Soient (vy,...,v) une famille orthonormée de k vecteurs de E (k < n) et C' la matrice de
M (C) de terme général : ¢;; = (f(v;)|v;).
Montrer que, si A est une valeur propre de C, alors |\| < 1. En déduire que |det C| < 1.

EXERCICE 3.1.2. E

Soient ai, ..., a, des points du plan affine euclidien P. On pose :

p
B = {meP|]] laml < 1}.
j=1
Montrer que E ne contient aucun disque fermé de rayon 1.

On montrera, a I’aide d’un produit scalaire hermitien, que, si P est un polynoéme unitaire alors
sup |P(z)] > 1.

|2[=1

EXERCICE 3.1.3.

On pose J = (IS O[ ) € M,4,(C).
Tp
Soit M = <é g) € M,1p,(C) ou A € M,(C), D € M,(C) telle que M*JM = J (M*

désigne la matrice MT).
Montrer que A et D sont inversibles.

Indication 1.1.1 La C.N.S. cherchée est ¢ positive.
Indication 1.1.2
(1) On a Q(x) = = 32 jyepngz AiTiz; olt Ay est le cofacteur de a;; dans la matrice A.
(2) La matrice de ) dans la base canonique est donc la matrice B = —(A4;;) et la matrice
de @ dans la base des vecteurs colonnes de A sera — det A.A.
Indication 1.1.3
(1) Soit B la forme polaire de ¢ alors F'(x) = q(z) — Béx(;f;y
(2) Avec l'inégalité de Schwarz on prouve que F' est positive, la restriction de F' a H est
définie positive.
Indication 1.1.4
(1) C’est le pivot de Gauss assorti d'une récurrence pour prouver que les termes sur la
diagonale de D sont bien ceux annoncés, on peut aussi prouver directement le résultat
ar récurrence.
IIlour I'unicité, si LDU = L'D'U’ alors (L'D')"'LD = U'U~" et conclure.
(2) A= LDU = AT = UTDL? et compte tenu de I'unicité, on a L7 = U.
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(3) XTAX =YTDY on Y = UX, donc ¢q(x) = Al (z)* + ﬁ—jlg(l')z +- 4 Aﬁilln(x)z ol
Li(z) = yi.

Indication 1.2.1 Vérifier la propriété pour z = e”, puis, par linéarité, pour tout z appartenant
a F' = Vect(e™) et enfin, par densité, & £ (on utilise le procédé diagonal pour extraire une suite
convergente), puis par bilinéarité du produit scalaire, écrire que Vz € F), klim (v*|2) = (al2).
— 400
Pour conclure, utiliser la densité de F' dans E :

Indication 1.2.2 J(X) se présente comme un trinéme du second degré, il semble naturel de
vérifier que J présente un minimum en Xy = A7!'B :

Indication 1.3.1 Pour i # j, |le; — ¢;|| = /2 et utiliser ceci pour prouver que I'on ne peut
extraire de suite convergente.

Indication 1.3.2

(1) Pour la réciproque, raisonner par 'absurde, si F' # H prenons a € H \ F' et montrer
que la suite (z,) € F" telle que : [la — z,||* < d(a, F)? + 1 est de Cauchy, soit b sa
limite, montrer que a — b € F*+ et F+ # {0}.

(2) Si f est non nulle, F' = Ker f est un hyperplan fermé de H soit a € F*, ||al]| = 1 et
prendre u = aa, « bien choisi.

(3) Si H' I'ensemble des formes linéaires continues sur H, l'application f € H' — v € H
est linéaire, elle admet une application réciproque : ¢ :u € H — (z — (u|x)), on a
ainsi une isométrie entre H et H'.

Indication 2.1.1

(1) Pour (a) = (b)montrer que pg = —gp puis utiliser le caractere orthogonal de p et g pour
obtenir (p(z)|q(z)) = 0.

(b) = (c) : montrer que (¢p(x)|y) + (y|pg(x)) = 0 puis, en composant par p a droite
puis a gauche que pq = 0.

(¢) = (d) : immédiat.

(d) = (a) : montrer que pg = gp = 0 puis que p + ¢ est un projecteur orthogonal.

(2) On utilise le (1) : tout d’abord Im(p+ ¢) C Im p+ Im g est immédiat. Montrons I'autre
inclusion : si x = p(y) + ¢q(z) alors p(x) = p(y) car pg = 0 et q(z) = q(z) car gp = 0
donc = = p(x) + q(z) € Im(p + q).

Le noyau de p + g vaut Kerp N Kerq : en effet, 'inclusion Kerp N Kerq C Ker(p + q)
est évidente, montrons I'autre inclusion : si p(z) + g(x) = 0 alors, en composant par p
et par ¢ on arrive a p(z) = q(z) = 0.

Indication 2.1.2 1 : on utilise le caractere auto-adjoint de p et q.
2: ona |plx)]| < [l
3 : penser a écrire E =Imp @ Kerp et Imp=ImpNImg® F ou FNImqg = {0}.

Indication 2.1.3 Prendre une base orthonormée de F, la projection orthogonale sur F

1 0 -1 0
admet comme matrice 3 _01 (1) (1] _01 . Avec = (x1,20,23,74) ¢ d(x, F) =
0 -1 0 1
(@1 + 23)? + (w2 + 24)?.
-2 -4 -1 2
-4 2 =2 -1

— : 1
Indication 2.1.4 La matrice de s vaut - 1 —9 9 _4

2 -1 —4 =2
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Indication 2.2.1 On pose P = G _11), R = (ZOD Jg), S = S~! obtenue & partir de la

matrice unité d’ordre 4 en permutant les 21°m¢ et 3i®m¢ lignes, alors
R'ST'R'MRSR =Diagle+a+b+c,et+ta—b—ce—a+b—c,e—a—b+c).

vn—1 —v/n-—1 0 ... 0
1 1

Indication 2.2.2 Avec P = . . 1, on a
1 1 -1 ... -1
P7'AP =Diag(1++vn—1,1—+vn—1,1,...,1).
Indication 2.2.3 On trouve |ju|| = sup A; (en réduisant la forme quadratique g(z) = ||u(z)||?).
i€[1,n]

Indication 2.2.4 On se place dans une base orthonormée de vecteurs propres de u et de u™*

et on utilise Cauchy-Schwarz.

Indication 2.2.5 3P € O(n) : A= PTDP ou D = Diag(\;), \i > 0 d’ott ai; = Y, MePkiDkj
et on obtient qo(7) = Z”k AkPkiPrjbijzixj. Poser alors T, = Z:.L:lpkixi?i) pour trouver

go(x) = > 71 Aegp(xr) > 0 et montrer que go est définie.
Indication 2.2.6 Si u est I'endomorphisme associé a A écrire que u(g;) = \ig; et a; = (u(e;)|e;)
puis majorer a; par Z?Zl Aj(eiles)? + X D00 gy (eale)?.
Indication 2.2.7 (1) Ecrire f dans une B.O.N. pour u, f n’est pas minorée.
(2) Pour que f soit majorée, il faut que toutes les valeurs propres soient de méme signe.
(3) sup f(z) = % (en prenant les \; > 0).
Indication 2.2.8
(1) Ecrire B = DAD ou D = Diag(y;).
(2) det A=T[_, A, Tr(A) =77 | A\ et utiliser I'inégalité de la moyenne.
Puis a; = EFAE; > 0, avec 7; = \/%7, bii = 1 et utiliser le (1).
(3) Ecrire ¢ = ATA et AC = A'FA, det F = det A et Tr(AC) = Tr F d’ott ¥/det A <
L Tr(AC). On a égalité ssi F = al ott a > 0 soit C'= V/det A.A™".
Enfin I'inégalité demandée équivaut a {/det(AC—1) +1 < {/det(AC—1 + I) ce qui est
équivalent & In [1+exp (137 InX)] < 2377  In(1+exp(In);)) olt les A; sont les
valeurs propres de F'.
L’égalité n’a lieu que si A = aC avec a > 0.

Indication 2.2.9 Prendre @) la forme quadratique associée a A et utiliser I'inégalité de Schwarz.
Faire ensuite la récurrence sur n en posant €; = e; — %en pour j € [1,n — 1].

Indication 2.2.10

(1) Soit (eq,...,e,) des vep associés aux vap (Aq,...,\,) et Fr = Vect(eq, ..., e), montrer
que inf,epns(u(x)|r) = Ay Poser ensuite Ej = Vect(eg,...,e,) et montrer que, si
dim F' = k alors F N Ey # {0} et conclure a 'inégalité dans l'autre sens.
(2) infpes, [supye prs(u(@)]z)] = Ant1k-
(3) Prendre u; et uy deux images de ¢, Ay > ... > A\, et A} > ... > X\ leurs valeurs
propres respectives et montrer que (u(z) — uy (x)|x) < |Jug — uy|].||z]|?, en déduire que
(up (2)]x) > (w()]x) = [lue — ]
Utiliser alors le résultat du 1 pour obtenir [\ — A || < ||us — ue||.
Indication 2.2.11 Prendre une base orthonormée de vep et ranger les \; dans 'ordre croissant.
Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir 2|XTHY| < A, — A\; et prendre X =

%(en +e) Y = %(en —eq).
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Indication 2.2.12

(1) Prendre (ey,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres de L et étudier le signe
_ y; (zity:)?
de A=3"7", [x? + T (:Lr)\yi)p .

(2) Prendre F' la "racine carrée” de H endomorphisme symétrique défini positif et poser

L =F"1oKoF ! montrer que L est autoadjoint défini positif. Utiliser le (1) avec
t=F"(z), z=F"(y).

Indication 2.3.1 Ecrire Iéquation de S et S’ sous les formes g(z) = XTAX = 1 et ¢/(X) =

XTA’X = 1. Montrer alors que la condition est réalisée ssi UTA'U = M2A. Ceci est encore

équivalent au fait que les polynomes caractéristiques de A et A’ vérifient Py = Py24. On en
déduit alors que A\* = 7/3, a* = 80/9.

m > 1 . ellipsoide,
m=1 : droite()\1:4,)\2>0,)\320,%Q—I—g—g:(],
1/2<m <1 : hyperboloide & deux nappes,
Indication 2.3.2 m=1/2 . cone d’axe Oz,
—1<m < 1/2 : hyperboloide & une nappe,
m=—1 : cylindre a base elliptique,
m < —1 . ellipsoide.

Indication 2.3.3 On obtient les équations réduites suivantes 4X? + Y2 —2Z2 +1 = 0 et
2X%+3Y2 4267 =0.

Indication 2.3.4 L’équation de la quadrique s’écrit Q(x,y, 2) = 1 ou @ est une forme quadra-
tique de matrice M et on cherche ses valeurs propres.

e sia+ b+ c>0on aun hyperboloide a une nappe,
e sia+b+c=0,on aun cylindre hyperbolique,
e sia+ b+ c <0 on aun hyperboloide a deux nappes.

La surface est de révolution ssi la matrice M a deux valeurs propres égales.

Indication 2.3.5 On se place dans une base orthonormée de vecteurs propres (u;) de f et

inf(eyea [T, (f(ei)|e;) < TT M. On distingue les cas f non inversible et f inversible. Si (e;)
i=1

est une base orthonormée quelconque, P la matrice de passage de (u;) a (e;) alors (f(e;)|e;) =

Z?Zl /\jp?j et on utilise la concavité de la fonction In.

Indication 3.1.1 Prendre F' = Vect(vy,...,vy), g 'endomorphisme de F' qui admet la matrice
C' dans la base (v1, ..., vx) et montrer que, si u est un vecteur propre de C' (donc de ¢) unitaire,
ona: gu) = hu ot |\| = |(ulg(w)] = |(f(w)lu)| < 1

Indication 3.1.2 Le probleme se ramene a prouver que, dans le plan complexe, I’ensemble des
z tels que |P(z)| < 1 ne contient pas le disque de centre 0 et de rayon 1 ; démontrer pour cela

le résultat suivant : si P désigne un polynéme normalisé alors supy,_; |P(2)[ > 1.

Indication 3.1.3 Faire le calcul matriciel par blocs dans la relation M*JM = J : A*A =
I, +C*C, D*D =1I,+ B*B.
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1. SOLUTIONS :
Solution 1.1.1

e Condition nécessaire :

n 2
on a q(x) = Y (wv|zjv;) = (Z xivi) , q est donc positive et ¢(r) = XT(VIV)X ol
0] i=1

V est la matrice formée des vecteurs colonnes v; : V = (v1]...|v,).
e Condition suffisante :

soit ¢ une forme quadratique positive sur R", A sa matrice dans la base canonique, on

peut écrire

T Tor (Ip 0
g(z) = X"AX=X"P 0 0 PX
(cf. interprétation matricielle page 198). On a donc A = PTP et on choisira pour V'
les vecteurs colonnes de P.

Conclusion : la C.N.S. cherchée est g positive.

Solution 1.1.2

(1) En développant selon la premiere ligne puis selon la premiere colonne dans chacun des
déterminants obtenus, on obtient :

Qe)=— Y Ayma

(i.4)€ll,n]?

ou A;; est le cofacteur de a;; dans la matrice A.

(2) La matrice de () dans la base canonique est donc la matrice B = —(A4,;).
On utilise ensuite la formule de changement de base pour la matrice d'une forme qua-
dratique en prenant A comme matrice de passage : B’ = ATBA.

Comme B est 'opposé de la comatrice de A on a : BA = —det A.L, (cf. proposi-
tion 8.5.11 page 157) et la matrice de () dans la base des vecteurs colonnes de A sera
—det A.A.

Solution 1.1.3

(1) Soit B la forme polaire de ¢ alors ¢(z 4+ \v) = q(x) + 2AB(z,v) + A?q(v) et le minimum
B(z,v)

q(v)

de ce trinome du second degré est donné par A = — et il vaut

B(z,v)?
q(v)

q et B(.,v)? sont des formes quadratique et comme l’ensemble des formes quadratiques
est un espace vectoriel alors F' est une forme quadratique.

(2) On utilise alors I'inégalité de Schwarz : B(z,v)? < ¢(x)q(v) et donc F' est positive, les
seuls vecteurs tels que F'(z) = 0 sont les vecteurs colinéaires a v (cas d’égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cf. remarque 4.1.2 page 197).

Soit H un supplémentaire de Vect(v). La restriction de F' a H est définie positive sur
H car F est positive et F'(x) = 0 entraine x € Vect(v)).

Fr) = q(z) -
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Solution 1.1.4

(1) C’est le pivot de Gauss assorti d'une récurrence pour prouver que les termes sur la
diagonale de D sont bien ceux annoncés.
On peut aussi prouver directement le résultat par récurrence.
Sin =1, c’est immédiat.

On suppose alors que A = L'D'U" pour toute matrice de taille n ou D' =
Diag(Al, ey An/An—l)
A XT
Soit A = > une matrice de taille n 4 1, on écrit A’ = L'D'U’ (en remar-
Y Ap+1,n+1

quant que les mineurs A; sont les mémes pour A et A’ en prenant i € [1,n]). On cherche
a priori la forme des matrices L et U en fonction des matrices X et Y et on vérifie que
I'on a bien A = LDU. Ceci donne le raisonnement suivant
Analyse : on écrit donc
L'D'v’ X
A= ( v

y*t An41,n+1
o L 0 D’ 0 U Uy o L'D'U" L'DU,;4
e, 1)\o A/a)\o 1 ) T\ L, DU o

A
o= L, DU, + ALH et, comme D', L' et U’ sont inversibles alors
n

):LDU

Loy =YHDU)™
Upin = (L'D)'X

Synthese : on reprend les matrices L, D et U définies ci-dessus. On a det(LDU) =
A,y = det A d’ou, en développant les déterminants det(LDU) = A, 1 = det A par
rapport a la derniere colonne, on obtient

aAn +X = an—i—l,n-‘,—lAn + X

ol Y correspond aux autres termes du développement du déterminant. Comme A,, # 0
alors a = a,41 41 ce qui acheve la récurrence.

Pour 'unicité, si LDU = L'D'U’ alors (L'D')"'LD = U'U~', (L’D')"'LD est une ma-
trice triangulaire supérieure (I’ensemble des matrice triangulaires supérieures est stable
par la multiplication matricielle), U'U~! est triangulaire supérieure, donc U'U~! est
diagonale ; comme les termes des diagonales de U et de U’ sont égaux a 1, U = U’. On

prouve ensuite facilement que L = L', D = D',
(2) A= LDU = AT = UTDL" et compte tenu de 'unicité, on a LT = U.
A A,
(3) XTAX =YTDY ot Y = UX, donc ¢(z) = Ayl (x)? + A—2l2(x)2 4+ —1,(2)? ol
1

li(x) = y; ; ceci est la transformation de Jacobi d’'une forme quadratique.

Solution 1.2.1 On sait que E est un espace de Hilbert (cf. théoréme 5.43 page 245). L’objectif
de cet exercice est de prouver que toute partie bornée de E est faiblement compacte. La suite

(€")nen OU €" = (0 p)pen est totale (i.e. tout x de E est limite de la suite 2™ = > x,eP).
p=0

On va vérifier la propriété pour z = e, puis, par linéarité, pour tout z appartenant a F =
Vect(e") et enfin, par densité, a E.

+o00o
Soit M un majorant des [|z"|| alors (z})* < > (2))> < M? et donc, pour tout (n,k) € N?,
p=0

25| < M.
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On va utiliser maintenant le procédé diagonal pour extraire une suite convergente.

La suite (xlg) est bornée donc on peut en extraire une suite convergente, (xgo( )). On note ay

(k))

sa limite. A partir de la suite (z7° qui est bornée, on peut extraire a nouveau une suite

()

convergente de limite a; et par ce procédé on pourra ainsi mettre en évidence des

suites extraites (xfoo“'w"(k)) de limite a,. Notons a = (a,), on va prouver que a convient.

Soit (y?) la suite d’éléments de E définie par y? = x#0%-2p(P) i k > p on peut écrire y¥ =
x#0°-22p(PE) oY pp. = ©p41 0 ... 0 @r(k). Comme p, — +o00, y* admet a; comme limite. On a
donc

Vp € N, klim (y*|e?) = (aleP).
— 400

Il reste a prouver que a € E pour terminer la premiere partie de la démonstration. Or

N +o0
VEEN, VN €N, ) (af)? <) (af)? < M
n=0 n=0

donc, en prenant k = ¢go...o0@n(l) (ou [ est a priori arbitraire), on a
N

VIEN, VN €N, ) (zgoo-oevB)? < a2

n=0

et, en prenant, dans cette somme finie, la limite quand [ — 400, comme pour chaque n < N,

000N (1) _ .000..0¢n(pnt10..00N (1))
- n

T, tend vers a,, on a

N
VNEN, ) al <M

n=0
s 2 .
donc la série Y a7 converge i.e. a € E.
Par bilinéarité du produit scalaire, on a
Vze F, lim (y*|2) = (a]2).
k—+o0

Pour conclure, on utilise alors la densité de F' dans E :

b= ale) =

1
Pour tout z de FE, il existe z, € F tel que ||z — z,]| < —. On écrit alors (y
n
(y* — alz — 2,) + (y* — a|z,) or, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
1 2M
(0" = alz = za)| < lly* = all Iz = zall < (I5*]l + flal)~ < =—

car on a vu que |a| < M, de méme pour ||*| (ou on dit que la suite (||y* — al|)ren est borné

en tant que suite convergente). On choisit alors K tel que, k > K entraine |(y"

~al) < -
(c’est la propriété que 'on a démontrée au point précédent) d’ou
14+ 2M

Vk > K, (- al2)] <
n

ce qui se traduit par klim (v*|2) = (alz) pour tout z de E.
— 400

Solution 1.2.2 On remarque que, si X # 0 alors avec Y = ()O(), on a YTCOY > 0 ie.
XTAX > 0 donc A est définie positive donc inversible.
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J(X) se présente comme un trinéme du second degré, il semble naturel de vérifier que J présente
un minimum en Xy, = A"'B :

J(X + Xo) — J(Xo) = XTAX + XTAX) + Xy AX —2BTX
= XTAX

car XTAXj est un réel donc égal a sa transposée et XTAXy = XJAX = XTB = BXT.
On a donc J(X + Xy) — J(X) > 0 pour X # 0 donc le minimum est atteint en un seul point
Xo=A"'Betil vaut a — BTA™'B.

Solution 1.3.1 Toute suite extraite va s’écrire (e4(n)) or, pour i # j, |le; — e;|| = V2 (grace a
Pythagore on a ||e; — ¢;]|* = 2) donc la suite ci-dessus ne peut étre une suite de Cauchy et ne
peut par conséquent converger.

Solution 1.3.2

(1)

(2)

(3)

On remarque tout d’abord que H+ = {0} d’out 'implication dans un sens.
Pour la réciproque, raisonnons par 1’absurde :
si F'# H prenons a € H\ F. d(a, F) > 0 car F est fermé. On sait qu'il existe une suite

1
(z,) € FN telle que : ||a — z,||* < d(a, F)* + —.
n

Montrons que la suite (z,) est de Cauchy : on applique l'identité du parallélogramme
(lz = y|* + |z + yl|> = 2(||z||* + ||y||?), cf. proposition 9.1.5 (ii) page 161 aux vecteurs
T =a— Tpyp et y = a — x,, on obtient alors

[Zn+p = @all* = 2(lla = zuspll* + la = 2all?) = 4lla — (a4 + 20) /2|
Comme (T,1p +x,)/2 € Fona: ||a— (a1 + 7,) /2| > d(a, F)? dou

1 1 1 1 4
||‘rn+17_x7’b||2 <2 (Qd(aa F)2+ +_> _4d(aa F)2 = 2( + _) < —
n+p n n+p n

donc la suite (x,,) est bien de Cauchy.

La suite (z,) converge donc dans F' (car F' est un fermé dans un espace complet, cf.
proposition 5.1.16 page 233), soit b sa limite. On a |la — b|| = d(a, F') > 0.

Montrons que a —b € F* : soit x € F alors |la — b||?> < ||ja — z||?>. En appliquant cette
inégalité a * = b+ Ay € F' on obtient

YA ER, —2X(a —bly) + Njy[|> = 0

d’ott (a — bly) = 0 (trindme du second degré en A qui garde un signe constant) et donc
a—be Ftet Ft# {0} cq.fd.

e Si f est la forme nulle, il suffit de prendre v = 0.

e Si f est non nulle, FF = Ker f est un hyperplan fermé de H (image réciproque
du fermé {0} par l'application continue f, cf. remarque 5.1.15 page 230) donc
F+ #{0}. Soit a € F*, ||a|| = 1, g(z) = (a]z) est une forme linéaire non nulle. f
et g ont méme noyau et sont donc proportionnelles (cf. théoréme 2.9 page 183) i.e.
f = ag, il suffira alors de prendre u = aa ; 'unicité est immédiate.

Soit H' ’ensemble des formes linéaires continues sur H. L’application f € H' — u € H
est linéaire, elle admet une application réciproque : ¢ :u € H — (x +— (ulx)).

Cette application réciproque est elle aussi continue, de norme égale a ||ul|.

On dispose en fait d’une isométrie entre H et H' son dual topologique (i.e. I'ensemble
des formes linéaires continues). Ce résultat est tres classique dans la théorie des espaces
de Hilbert et généralise le théoréeme 9.4 page 162.
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Solution 2.1.1

(1) a) (a) = (b) : p+q est un projecteur orthogonal donc (p+q)? = p*+¢*+pg+qp = p+q
ce qui entraine que pg = —qgp. On utilise ensuite le caractere orthogonal de p et ¢
d’ou

(p(z)|q(x)) = (gp(z)|z) = (z|pg(x)) = (pg(z)|z)

et comme ces 2 quantités sont opposées, on en déduit que (p(z)|q(z)) = 0.

b) (b) = (c) : on a (p(z + ylelz +y)) = 0 = (p(x)lg(x)) + (p(z)]e(y)) +
(p(w)|g(z)) + (p(y)|q(y)) donc, en utilisant '’hypotheése p et ¢ orthogonaux, on a
(gp()|ly) + (y|pg(x)) = 0 et ceci pour couple (z,y) donc pg + gp = 0. On a
ainsi pg = —gp d’oli, en composant par p a droite puis a gauche, pg = —pgp et
pgp = —qp = pq d’ou pg = 0 (on a aussi gp = 0).

¢) (¢) = (d) : siz € Imp alors p(x) = =, de méme ¢(y) = y donc (z|y) = (p(z)|q(y)) =
(z[pq(y)) = 0.

d) (d) = (a) : pour tout couple (z,y) € E? on a (pg(z)ly) = (q(=)|p(y)) = 0 et
(ap(2)ly) = (p(=)]a(y)) = 0 donc pg = gp = 0. Ainsi (p +q)* = p* + pg + qp + ¢* =
P+ q, p+ q est un projecteur.

Montrons qu’il est orthogonal : ((p + q)(2)|y) = (p(2)ly) + (a(x)y) = (z[p(y)) +

(z]a(y)) = («|(p + q)(y))-
(2) On utilise le (1) : tout d’abord Im(p+ ¢) C Im p+ Im g est immédiat. Montrons I'autre

inclusion : si x = p(y) + ¢(z) alors p(x) = p(y) car pg = 0 et q(x) = q(z) car gp = 0
donc z = p(z) + ¢(z) € Im(p + ¢).

Le noyau de p 4+ g vaut Kerp N Kergq : en effet, I'inclusion Kerp N Kerq C Ker(p + q)
est évidente, montrons I'autre inclusion : si p(z) + g(z) = 0 alors, en composant par p
et par ¢ on arrive a p(z) = ¢q(z) = 0.

Solution 2.1.2
(1) Comme p et g sont orthogonaux alors (z|r(y)) = (z|lpep(y)) = (p(x)|ep(y)) =

(gp(x)lp(y)) = (r(z)ly).

2) llr@)ll = llpgp(@)]l < llgp(x)l| < llp(z)]| < [l car pour un projecteur orthogonal p,
lp(2)|| < [zl Ensuite (z[r(z)) = (p(z)lgp(x)) = (ylg(y)) si on pose y = p(z) or
(wla(y)) = la(y)|I* > 0 car g est orthogonal.

(3) On remarque tout d’abord que, si p est un projecteur orthogonal, alors ||p(z)|| = ||z|| <
v = p(r).
on écrit Imp = (ImpNImg) ® F ou F L ImpNImg = {0} alors x = 21 + x5 + 23
ot z; € ImpNImg, o € F et 23 € (Imp)*t. p(x) = 21 + 29, qp(x) = 21 + q(2) et
r(z) = @1+ pq(x2) puis 7" () = 21 + (pg)"(z2).

Montrons que pg(z2) L ImpNImg : soit y € ImpNImg,

(pa(z2)|y) = (q(z2)p(y)) = (z2]ap(y)) = (22]y) =0

car p(y) = y et q(y) = y. pq peut étre considéré comme un endomorphisme de L(F).
Montrons que |[pg|| < 1 : en effet, par 'absurde, si ||pg|| = 1 alors, comme on est en
dimension finie, il existe x € F tel que ||z|| = 1 et ||pg(x)|| = ||z||. Compte tenu de la
remarque préliminaire, ||pg(z)| < [l¢(z)|| < [z = [|pg(z)|| donc ¢(z) = z puis p(z) = =
soit z € Imp N Imq ce qui est impossible.

Conclusion : ||pg(xq)|| < k||z2]] avec k < 1 puis ||(pg)™(z2)| < k"||z2]| — 0 donc
r"(z) — x1.
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Solution 2.1.3 F est en fait défini par 1 + 23 = 0 et 25 + x4 = 0 d’oll une base orthonormée
de I :
1 1

ﬁ(el —e3), f2= E(@ — eq).

La projection orthogonale sur F' est définie par = +— (z.f1).f1 + (x.f2).f2 (cf. proposition 4.2.2
page 200) de matrice :

fi=

1 0 -1 0
Iyo 1 0 -1
21-1 0 1 0

0 -1 0 1

L [(.’L’l + .T3)2 + (.TQ + .%'4)2].

Avec x = (x1, 29, x3,24) : d(x, F) = 3

Solution 2.1.4 On cherche une base orthogonale de F' : on peut prendre par exemple u =
(1,—-2,1,0) et v = (2,1, —4,3).

La projection orthogonale sur F' est donnée par p(z) = (x.u) UP (x.v)—= (cf. proposition

u 2
4.2.2 page 200). En remarquant que la symétrie s s’écrit s|(’x)| 2p(x) H— |:’c on en déduit la
matrice de s :
-2 -4 -1 2
If-4 2 -2 -1
5(0-1 -2 2 —4
2 -1 -4 -2

Solution 2.2.1 On sait d’une part que A et B sont diagonalisables car ce sont des matrices
réelles symétriques (cf. corollaire 4.8 page 204 ) et d’autre part, comme elles commutent, qu’elles
sont simultanément diagonalisables (cf. application (ii) page 194).

Avec P = (1 _1) alors

1 1
Aap _(e+a O 1 - _(b+c O
P AP—DA—( 0 e—a)’P BP—DB—( 0 b—c)’
. (P 0 (PP 0 1 _ (Das Dg .
Si on prend R = (0 P)’ R~ = ( 0 Pl) alors R MR = (DB D) Avec la matrice

S = S~! obtenue a partir de la matrice unité d’ordre 4 en permutant les 21¥™¢ et 3™ lignes,
on trouve :

1 A 0 e+a b+c e—a b—c
1 1 o N ! !
SR MR—(O B’) OUA—<b+c e+a) etA—(b—c e—a)'
On recommence et on trouve finalement :

R'ST'R'MRSR =Diagle+a+b+c,eta—b—ce—a+b—ce—a—b+c)
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1
1
1

ou RSR = 1 -1 -1

1 1 1
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Solution 2.2.2 A étant symétrique réelle est diagonalisable (cf. corollaire 4.8 page 204), on
pose u I’endomorphisme de R™ associé.

11 ...1
1
En réécrivant A = : I, , on remarque que u(e; — e,) = e; — e, pour i € [2,n — 1].
1
Le calcul du polynéme caractéristique donne P,(\) = (1 — A\)"2((1 — A\)? — (n — 1)) (on
pose A, = P,(\) puis, en développant par rapport a la derniére colonne on trouve A, =

(1-N)A,_1+(—=1)"D,,_1, on développe alors D,,_; par rapport a la derniere ligne). La recherche
des vecteurs propres associés aux valeurs propres A = 1+y/n — 1 donne 1 = £v/n —letz; = 1
vn—1 —y/n—-1 0 ... 0

1 1
pour i > 2. Avec P = ) ) L, - on a

1 1 -1 ... -1

P'AP =Diag(l1+vn—1,1—+vn—1,1,...,1).

Solution 2.2.3 Soit ¢ la forme quadratique ¢(z) = ||u(x)||?, il existe une base orthonormée (e;)

telle que q(z) = Y. \jz? avec \; > 0 car ¢ est positive (cf. théoréme 4.9 page 205).

i=1
On a alors ||u|| = sup A;. En effet, si on prend z vecteur de norme 1 alors
1€[1,n]

q(x) < sup )\ZZx? = sup A\

i1€[1,n] i—1 i€[1,n]

donc [Jul]| < sup A;. 1l suffit alors de prendre z = ¢;, ou 'indice iy est tel que sup A; = A,
i€[1,n] i€[1,n]
pour avoir I'inégalité dans I'autre sens et conclure que ||u|| = sup A;.
1€[1,n]

1

Solution 2.2.4 Dans une base orthonormée de vecteurs propres de u et de u™! (cf. théoréme

4.7 page 204) on a : (u(z)|z) = >, Nx? et (ul(z)|z) = Z )\—Z
i=1 i=1
Par Cauchy-Schwarz :

_ (Z Aﬂf) (Z i—) > D (Vi) -

donc irslf f(z) > 1. Comme f(e;) =1 alors f atteint sa borne inférieure et on a irslf f=1

Solution 2.2.5 Comme A est symétrique, on sait que 3P € O(n) : A = PTDP ou D =
Diag(\;), N\i > 0 (cf. corollaire 4.8 page 204) et en faisant le produit des trois matrices on

obtient a;; = Z AkDkiPhk;-
k=

Avec T = Z z; €, onaqo(T) = Zawwa T = Y MNDriPrjbijTix;.
= 4,5,k
n

On pose alors 7, = Zpkixi e; donc qo(z) = Z Aeqp(xk) = 0.
i=1
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Montrons que g¢ est définie :

go(x) =0 Vk € [1,n], gp(xy) = car A\, >0
sVke[l,n], 7x =0 car qp est définie
& V(k,i) € [1,n)? prizi =0 car (e;) est une base
= PX =0 ou P est la matrice de passage
==

Solution 2.2.6 Si u est 'endomorphisme associé a A, on a : u(g;) = \ig; et a; = (u(e;)|e;).

n
Comme e; = ) (e;|e;).€; alors
=1

n

n k
Qi = Z /\j(ei|5j)2 < Z/\j(€i|€j)2 + /\k; Z (€i|5j)2
j=1

j=1 j=k+1

et on éerit que 1 Y. (eile;)? = 1 — > (e5]g;)% On additionne ensuite ces k inégalités pour
jZk+1 i<k
trouver

Zaii < kAp + Z(/\j — k) Z(€i|5j)2

i<k i<k i<k
< kM + Z(/\] — )\k) (car Z(€i|5j)2 < 1)
i<k i<k
<N
i<k

Solution 2.2.7

(1) On sait que E possede une base orthonormée de vecteurs propres de u : (eq,...,e,) (cf.
théoréme 4.7 page 204 ). On suppose que A\; < Ay < ... < A, ol u(e;) = Ne;.
On écarte le cas ot u = 0 (et donc f = 0).
On a f(te;) = M3(t* — t*) et comme il existe un \; non nul, f n’est pas minorée.

(2) Supposons que A; < 0 et A, > 0 et prenons v = v/—=Aje, + VAne; alors (u(v)v) = 0
et [[u(v)]]* = M (A1 — Ap) > 0. On obtient alors f(tv) = t*A A\, (A1 — A,). Comme

tlim f(tv) = +o0, f n’est pas majorée. Pour que f soit majorée, il faut donc que toutes
— 400

les valeurs propres soient de méme signe.

(3) On se place donc dans le cas ou A\; > 0 (et A\; > 0), Pautre cas s’y raméne en prenant
—u qui ne change pas la valeur de f..

2
n n n
Pour x = > xe; on a f(x) = > MNa? — (Z Aw?) qui peut encore s’écrire :

i=1 1=1
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]2

(on peut avoir cette idée en étudiant les cas simples n = 1, n = 2). On a donc f(z) <

€ A2
cette quantité est bien un plus grand élément car f (—n> = .

)

Si A\, > \,_1 alors ce maximum n’est atteint que pour z = +—=

75

Solution 2.2.8

(1)
(2)

On a B= DAD ou D = Diag(y;) donc XTBX = (DX)TA(DX)>0et XTBX =0«
DX =0 X =0donc B € E.

det A = H i, Tr(A) = > \; alors
i=1

i=1

Vdet A < 1 Tr(A)

n

grace a l'inégalité de la moyenne (cf. question (iii) page 73).
Puis, si A € E alors a;; = EZT AFE; > 0 (ou E; désigne la matrice du i-ieme vecteur de
V Qg

det B = det Adet D? < 1

la base canonique de R™. Donc, avec v; = on a b; = 1 et on applique l'inégalité

précédente a B :

(car Tr(B) =n) d’ou det A < H @i

i=1
On écrit C = ATA (C est la matrice d'un produit scalaire et AT est la matrice de
passage & une base orthogonale) o A € GL,(R) et AC = A"'FA ot F = AAAT € E.
On a det F' = det(AC) = det A et Tr(AC) = Tr F' ce qui donne

Vdet F < lTrF = Vdet A = {/det(AC) < lTr(AC’).
n n

On a égalité ssi F' = af ot > 0 soit C' = V/det A. AL,

Enfin D'inégalité demandée équivaut a {/det(AC-1) + 1 < {/det(AC—1 +1) ie., en
posant C~1 = ATA et FF = AAAT, ceci est toujours équivalent & V/det ' + 1 <
V/det(I + F') soit encore

" 1/n " 1/n
1+ (H AZ-) < (H(H&-))

i=1

ol les \; sont les valeurs propres de F' et sont > 0. En passant aux logarithmes et
exponentielles, ceci est encore équivalent a

1 n
1+exp (5 Zln )\Z->
i=1

et comme la fonction x — In(1 + e”) est strictement convexe (de dérivée croissante, cf.
proposition 4.1.8 page 72), I'inégalité est assurée.

L’égalité n’a lieu que si tous les \; sont égaux (car x — In(1 + €”) est strictement
convexe, cf. question (ii) page 73) i.e. si F' = al ce qui s’écrit A = aC avec o > 0.

In

1
S +esainn)
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Solution 2.2.9 Soit @) la forme quadratique associée a A, @ est positive donc a; = Q(e;) > 0.
Mais grace a 'inégalité de Schwarz appliquée a @Q (cf. proposition 4.1.3 page 197), on obtient
azaj; = Qe;)Q(e;) > Bles, e;)? = a?j >0

donc a;; > 0.
On a en particulier Rg A > 1 ce qui permet d’affirmer que le résultat est acquis pour n = 2.
On fait alors une récurrence sur n :

on suppose le résultat vrai pour les matrices d’ordre n — 1. En utilisant la décomposition de
Gauss, on a

Q(r) = a—}m (Z anﬂj) + R(z)

N Qi Qg /
ou R(x) = N (aij - Ty = > ar.
(4,5)€[l,n—1] (i,.5)€

Qnn [1,n—1]2

a .
On pose alors €; = e, — —Le, pour j € [I,n—1] et B' = (e1,...,,-1) qui est une famille libre.
a’nn
La restriction R de @ a F' = Vect(B') est une forme quadratique positive dont la matrice dans
B’ est donnée par les coefficients de R ci-dessus. On a a;; < a;; < 0 donc RgA" > n —2 et la
: A
matrice de @) dans la base (€1,...,6,_1,€,) est C' = 0 aO >
nn

Vu que RgQQ = RgA=RgA’ + 1 alors RgA € {n—1,n}.

Solution 2.2.10

(1) u est diagonalisable dans une base orthonormée (cf. théoréme 4.7 page 204 ), soient
(e1,...,€e,) ces vecteurs associés aux valeurs propres (A,...,\,).
Si on prend Fj, = Vect(eq, ..., e) alors

(u(z)|w) = Mot + -+ My = Mp(2? + -+ 2h)
done._ipt (u(r)l) = M.

Posons maintenant Fy = Vect(e,...,e,), dimE, = n+1— k. Si dim F = k alors
FNE,#{0}cardim FNE, =dim F +dim By —dim(F + Ey) > k+n—k+1—-n=1
(cf. théoréme 8.18 page 136) et donc F N E, NS # () d’ou

inf (u(x)|z) < inf  (u(z)lr) < sup (u(z)]z) < sup (u(z)|z) = Ar.

Ey FNSNE}, SNE;,
(2) On applique le résultat précédent a v = —u, on obtient alors inf [ sup (u(z)|z)] =
FeFk zeFnsS
)\n+1—k~
(3) Soit u; et uy deux images de @, Ay > ... > A\, et \] > ... > X, les valeurs propres

respectives de u; et uy.
Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(ue() — up (2)|7) < [lue(x) — up (@)l < llue — e [|2]]*.

Sion prend x € S, on déduit de I'inégalité ci-dessus que (uy (2)|x) = (uy(x)|x)—[|us—uy||-

Du résultat du 1, on obtient : X} > in(f) S(ut/ (2)|z) = A\ — |Jug —up|| (ici Ey(t) désigne
zeFEL(t)N

I'e.v. engendré par les vecteurs propres de u; associés aux \;, ¢ € [1, k]).

On a donc A\ — ), < ||lus —uy|| et en permutant les roles de ¢ et ¢/, on obtient |\ — A, || <
[t — w].

Cette derniere inégalité permet d’affirmer que v est continue (et méme lipschitzienne si
¢ lest).
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Solution 2.2.11 Grace au théoreme 4.7 page 204, on sait qu'une matrice symétrique est ortho-
gonalement diagonalisable.
On prend ici une base orthonormée (e;) telle que He; = Aje;. On sait que les A; sont réels et
on suppose qu’ils sont rangés du plus petit au plus grand : Ay < Ay < ... < A\, (ce qui donne
sup [Ai — Ajl = Ay — A1).

i\
Placons-nous dans cette base par la suite. On note (z;) et (y;) les coordonnées respectives de

XetY.Ona)d zy =0.

i=1
XTHY = i)\leyl = i ()\i _ M ; )\n) TiYi

i=1 i=1

Ay — M\ — A, — A
T n 1 n 1
X HY| < 5 ZW%’K 5

)\1+)\n
2

</\n—/\1

)\i_ X
2

car

vu que \; € [\, A,] et, grace a Cauchy-Schwarz, on a

(£ ()

Ainsi 2| XTHY| <\, — )\1.
1
L ente) v=

V2

ce qui permet de conclure.

En prenant X = (e, — e1), on obtient 'égalité dans I'inégalité ci-dessus

-

Solution 2.2.12

(1) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres de L et pour i € [1,n],

L(e;) = Nie; (A > 0).

Pour z et y de coordonnées respectives (x;) et (y;) dans la base (e;), on a ||z|* = Z x?,

L7P(y) = Z Yie,, (I+L)Pr=>Y _ % don

= = (L+ A

n 2 n
— yz xl + yz
(L), y) = et (I+L)Plx+y),(r+y)= Z )’
i — (1+ AP

. )2
On étudie donc le signe de A = Z {x + :)g\lp — %} '
2 2
Pour (z,y) € R?, étudions le signe de § = x* + % — Efii;p

ceci est un trinome en x qui a pour discriminant —

1 14+ A7

Ell—m} < 0, donc § > 0
il en est de méme de A.

(2) On sait que l'on peut définir la "racine carrée” d’un endomorphisme symétrique défini
positif.
Soit F' I'endomorphisme autoadjoint défini positif tel que F? = H. On pose L = F~!
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K o F~1. L est autoadjoint défini positif (en effet (L(x)|x) = (K o F~(z)|F~'(x)) > 0
car K est défini positif et F~! autoadjoint).

Soit t = F~Y(x), z = F~'(y). D’apres le (1), on a [|t||> + (L7 (2)]2) = (I + L)~ '(t +
2)|(t + z)) soit, en remplagant :

16> = (F~(2)|[F~}(2)) = (F*(2)]z) = (H ' (2)]2)
et de méme
(L7 (2)]2) = (Fo K ()| F~(y) = (K (y)ly)
et pour terminer :
(I+L) 42t +2) =(I+F o Ko F ) (F  (z+y)lF (z+y) =a
FloI+F'oKoF ) 'oF '=[Fo(I+F 'oKoF Y)oF|!
=(FP+K)'=H+K)"'

alors a = ((H + K) (z + y)|(x + y)) et la propriété demandée est bien prouvée.

Solution 2.3.1 On peut écrire I'équation de S et S” sous les formes respectives suivantes :
) = XTAX =let ¢(X)= XTAX =1.

La condition est réalisée ssi UTA'U = \2A :

en effet, s(X) € &’ dout XTAX =1 et X2 XTUTA'UX = 1 donc, pour tout X de lellipsoide,
XT[A - N2UTA'UIX = 0 et par homothétie, ceci est vrai pour tout X. La forme quadratique
de matrice A — N2UTA'U est nulle donc sa matrice est nulle.

Ceci est encore équivalent au fait que les polynomes caractéristiques de A et A" vérifient Py =
Py 4.

En effet, deux matrices symétriques S et S’ sont orthogonalement semblables ssi elles ont méme
polynome caractéristique :

e limplication directe est immédiate (elles représentent le méme endomorphisme dans des
bases différentes).

e Pour la réciproque, on se sert du fait qu’elles sont diagonalisables et ont mémes valeurs
propres avec mémes ordres de multiplicité, ce qui donne S = UDU" et S’ = U'DU'T
ou U et U’ sont des matrices orthogonales (cf. corollaire 4.8 page 204). On conclut en
écrivant que

S'=U'vtsuu't
et on utilise le fait que I'ensemble des matrices orthogonales est un groupe (SO(n), cf.
définition 9.2.13 page 167).
On en déduit alors que Py (A?X) = A°P4(X) ce qui donne :

21 = 9)\?, 143 — 2a® = 23)\*, 315 — 14a* = 15)\° < N2 = 7/3, a* = 80/9.

L2V -5 2 5a 0
On trouve U = - 3 25 2V5 et [a 7 a| = \UDiag(3,51)UT.
-2v5 -2 5 0 a9
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Solution 2.3.2 L’équation de la quadrique en question s’écrit Q(x,y,2) = 2m? — 3m + 1 on
@ est une forme quadratique. On cherche a réduire cette équation et pour cela on utilise le
théoreme 4.9 page 205 qui nous amene a écrire la matrice M de @) et a chercher ses valeurs
propres.

1 -1 -1
OnaM=|-1 2m*+1 -1 et le polyndome caractéristique de M s’écrit :
-1 -1 2m? + 1
2(m? + 1) — A][\? — (2m? + DA+ 2(m? — 1)]
2m? + 1 A 2m? +1— VA
et il admet les racines \; = 2(m? + 1) > 0, Ay = m +2+\/_ >0, \g = o +2 vAa ol

A=(2m?-1)2+8>0.
A3 est strictement positive ssi m? — 1 > 0, strictement négative ssi m? — 1 < 0.
Comme 2m? —3m + 1 = (m — 1)(2m — 1) on distingue les cas suivants :

m > 1 . ellipsoide,
m=1 : droite(/\1:4,/\2>0,/\3:0,%—1—?\—220,
2
1/2<m <1 : hyperboloide a deux nappes,
m=1/2 . cone d’axe Oz,
—1<m<1/2 : hyperboloide & une nappe,
m=—1 : cylindre a base elliptique,
m< —1 . ellipsoide.
Solution 2.3.3 Apres calculs on peut conclure que, dans (2, I, J, [_(>) ona:
0 o1 2 1 2 1 1
(1) 4X2+Y?-2224+1=00uQ|-1|, I ==(-2],J==| 1|, K==|[2
3 3 3
1 1 -2 2
=1 1 1 1
2V3 V2 V3 V6
(2) 2X2 43V +2v6Z=0om Q|55 |. T =[5 T=|-%K] K= 16)
V6 1 _2
s 0 v Vo

Solution 2.3.4 L’équation de la quadrique en question s’écrit Q(z,y, z) = 1 ou ) est une forme
quadratique. On cherche a réduire cette équation et pour cela on utilise le théoreme 4.9 page
205 qui nous amene a écrire la matrice M de ) et a chercher ses valeurs propres.

a ¢ b
Ona M= |c b a]| etlepolynome caractéristique de M s’écrit :
b a c

(a+b+ec— NN —-AonA=a*+b+c —ab—bc—ca

et A ne s’annule pas (A=0<a=0b=¢).
A > 0 donc les valeurs propres sont : Ay =a+b+c, Ay = \/Z, A3 = —VA.

e sia+b+c>0onaun hyperboloide & une nappe (cf. page 208),

e sia+b+c=0,on aun cylindre hyperbolique (cf. page 209),

e sia+ b+ c<0on aun hyperboloide a deux nappes (cf. page 207).
On aura une surface de révolution ssi la matrice M a deux valeurs propres égales. Comme
VA et —/A sont de signes opposés, ces quantités ne peuvent étre égales donc la condition est
encore équivalente & v/A = |a + b + ¢| soit

1 1

1
(a—i—b+c)2:a2+b2—|—02—ab—bc—ca@ab—I—bc—i—ca:O@—+g—|——:0.
a c
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Solution 2.3.5 f est diagonalisable dans une base orthonormée (cf. théoréme 4.7 page 204).
Si on se place dans une base orthonormée de vecteurs propres (u;), on a f(u;) = Au; donc

(f(u;)|u;) = A donc

n

f (A (3 )\Z
Jnf JTGeale) <] 1

i=1 =1

n
e Si f n’est pas inversible, [[ A\; = 0 ; comme (f(e;)|e;) = gq(e;) = 0 donc, dans ce cas, on
i=1
a bien 1’égalité demandée.
e Supposons maintenant f inversible (et donc ¢ définie positive).
Soit (e;) une base orthonormée quelconque, (u;) la base orthonormée de vecteurs propres,

P la matrice de passage de (u;) a (e;) ; on a alors

ez ‘ez Z)‘]pzj et Z pl] -

iouj
(P est une matrice orthogonale).

On utilise maintenant la concavité de la fonction In : In(f(e;)le;) = > pi;InA; donc
7=1

(i) S S £ -n (1)

i=1 j=1

d’ou la conclusion en passant aux exponentlelles.

Solution 3.1.1 Soit F' = Vect(vy, ..., vt), g 'endomorphisme de F' qui admet la matrice C' dans

la base (vq,...,v;). Nécessairement, le terme général de C' s’écrit ¢;; = (v;|g(v;)) = (f(vi)|v;).
k
Siu= Zlajfuj alors (ulg(u)) = 3 aia;(vilg(v;)) = (f (w)[uw).
j= i.j

Si u est un vecteur propre de C' (donc de g) unitaire, on a :

g9(u) = M et |A] = [(ulg(w))] = [(f (u)|u)] < 1.
On a donc prouvé que toutes les valeurs propres étaient en module inférieures ou égales a 1, il
en est de méme que leur produit qui est égal a det C' (cf. remarque 3.2.3 page 192).
N.B. : on peut aussi considérer C' comme matrice extraite d’'une matrice A de f en complétant
la base (v;) en une base orthonormée.

Solution 3.1.2 Appelons «; les affixes des points a; dans le plan complexe, z celle de m et a

p
celle du centre d’un disque de rayon 1. Notons P,(z) = [[[z — (a + «;)] alors le probleme se
j=1
ramene a prouver que, dans le plan complexe, I’ensemble des z tels que |P(z)| < 1 ne contient
pas le disque de centre 0 et de rayon 1.
Démontrons pour cela le résultat suivant : si P est un polynome normalisé alors sup |P(z)| > 1.
|z|=1
~ I
En effet, soit P(2) = 2" + a, 12" ' + -+ + ag alors P(n) = 2—/ P(e®)e ™ dt = 1 or
T Jo
|P(n)| < sup |P(2)| (cf. question (i) page 214).
|z|=1
Si {z € C | |P(2)| < 1} contenait un disque de centre 0 et de rayon 1 alors il contiendrait
le cercle |z] = 1 et vu ce qu’on vient de prouver, on sait que c’est impossible. On peut donc

conclure.
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Solution 3.1.3 On fait le calcul matriciel par blocs dans la relation M*JM = J, on obtient
A"A=1,+C"C, D'D =1,+ B*B.

Soit X € M,,1(R), alors [|[AX]]? = || X||* + [|CX]|? > || X]|? la matrice A*A est la matrice d'un
produit scalaire hermitien. Elle est inversible et comme det(A*A) = |det A|*> > 0 A est bien
inversible.

Le méme raisonnement s’applique a D.



