SUITES ET FONCTIONS

1. ESPACES VECTORIELS NORMES REELS OU COMPLEXES

1.1. Normes et distances.

EXERCICE 1.1.1.

Soit E D'espace vectoriel des fonctions de classe C' sur [a, b], on pose

N(f) =1f+ 11
ou c € [a,b], || f'|| désignant la norme de la convergence uniforme.
Prouver que N est une norme ; est-elle équivalente a la norme de la convergence uniforme ?

EXERCICE 1.1.2.
Soit E = C%([0,1],R), g € E, on définit Ny(f) = 81[1Op1] |f(z)g(x)].
z€|0,
(1) A quelle condition N, est-elle une norme sur £ ?
(2) On suppose que g ne s’annule pas sur [0, 1], comparer N, et la norme de la convergence
uniforme.

EXERCICE 1.1.3.
On rappelle que d(z, A) = inf{d(z,a),a € A}.
Prouver que l'application d4 : x € E'+ d(x, A) est lipschitzienne.

1.2. Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé.

EXERCICE 1.2.1. Convergence faible et forte :
Soit E un espace préhilbertien, on dit que la suite (x,,) converge faiblement vers x ssi Vy € E,
lim (x, —z|y) =0.

n—-+o00

On dit que (z,) converge fortement vers = ssi lim ||z — z,|| = 0.

n—-+00

Montrer I’équivalence :
(@) converge faiblement vers x, lir}ra |z, |l = ||lz]]) & ((2,) converge fortement vers ).
n—roo

1.3. Exemples d’étude de suites.

EXERCICE 1.3.1.

Etudier les suites définies par : ug et u,+1 = f(u,) dans les cas suivants :

1+a?
€ R, =
W) € B, f(r) =

c) up € R, f(x) = (1—%)x+

(a>0). b)ug€R,f(xr)=asinz+b,al <1.

o oua>0etpeN—{01}.
px
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EXERCICE 1.3.2.

On considere la suite de réels définie par xg = a et x,11 = ax, + [ avec fa(l — «a) # 0.

(1) Montrer que (x,) converge ssi |a| < 1.

(2) On programme le calcul des termes de la suite (x,) et on suppose que les calculs sont
fait avec d décimales. On note ¢,, 'erreur d’arrondi dans le calcul de z,, (i.e. si z], est
la valeur effectivement stockée en mémoire avec d décimales alors z!, = z,, + &,) et d,
celle faite dans le calcul de x,, & partir de z,,_1 (dp est 'erreur d’arrondi faite sur x).
On suppose « et 3 connus exactement et les x,, correctement arrondis au nombre décimal
le plus proche. Trouver un majorant o des d,,.

(3) Donner une relation liant €, €,_1 et d,.
, n . 1 sin==k
(4) Montrer alors par récurrence que €, = > dy, ;0 OU dy, ) = ] .
=0 ’ ad,—1 sin>k

)
5) En déduire que |e,| < ———.
5) ave Jeal < 7=

1074

V12(1 — a?)

On prouve en fait que 1’écart type de l'erreur ¢, est majorée par

EXERCICE 1.3.3.

Soit f € C*(I) ou I est un intervalle ouvert.

(1) Ecrire la formule de Taylor reste intégral & Uordre n pour f(x + h) et f(z — h). En
déduire les limites, quand A — 0, des expressions

fla+h) = f@—h) | fa+h) = 2@+ fa—h)
2h h?

(2) On veut approcher f'(x) connaissant les valeurs de f.
a) Expliquer pourquoi on ne peut utiliser la formule de la question 1 pour avoir une

bonne précision.
b) On note T'(h) = flx+h)— f(xz—h)

formule de Taylor a 'ordre n (n > 2).
¢) On pose Ty (h) = T(h) et on définit par récurrence

. . . 4mTi+1 h _TZ- h
Ta(h) = Ty ' (h/2) et T}, (h) = m—ﬁﬁ)_]_m_l().

, donner l'expression de T'(h) a l'aide de la

Donner I'expression de T}!(h) a I'aide de la formule de Taylor a 'ordre n = 2p + 1
(n > 3), on ne calculera pas le reste intégral.

Calculer les valeurs successives des T)',(h) (m < 3,7 < 5) pour f(x) = — cotanx avec
x = 0,04, h = 0,0128 et comparer les résultats obtenus avec la valeur donnée par
la machine (on donnera des valeurs approchées & 1077 pres).

EXERCICE 1.3.4. E
n

Soit (uy,,) la suite définie par uy = 1 et la relation de récurrence u,; =1+ —.

Donner un équivalent de u,, et donner un développement asymptotique a 2 termes de Up -
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EXERCICE 1.3.5. E

Soit f une application g¢-lipschitzienne de R dans R admettant a comme point fixe. On définit
par récurrence la suite (u,) par

ug € R, upi1 = an + f(uy)

ou (a,) est une suite de réels vérifiant |a,| < ay|u,| + Bn, (o) et (5,) étant 2 suites de réels
tendant vers 0.
Montrer que u,, — a.

1.4. Topologie d’un espace vectoriel normé.

EXERCICE 1.4.1.

Soient A et B deux ensembles non vides d’un espace vectoriel normé E' tels que A N B =
ANB=0.
Montrer qu’il existe U et V' deux ouverts disjoints tels que A C U et B C V.

EXERCICE 1.4.2. Jauge dans un espace vectoriel normé
Soit E un R-espace vectoriel normé et O un ouvert convexe (i.e. V(z,y) € O% Vt €]0,1],

tr + (1 —t)y € O), borné, symétrique (i.e. Vo € O, —x € O).
Osiz=0

On définit N(z) = {inf{)\ eR" | ; € 0}

(1) Prouver que N est une norme, que dire de O pour cette norme 7
(2) Comparer les topologies de (E, ||.||) et (E, N).

1.5. Etude locale d’une application, continuité.

EXERCICE 1.5.1.

Montrer que si f est continue : f(A) C f(A), donner un contre-exemple ot 'on n’a pas égalité.

EXERCICE 1.5.2.

Soit. A une partie non vide de FE et f : A — R une application k-lipschitzienne.

(1) Justifier la définition de g : £ — R suivante :
g(x) = sup(f(t) — k= — ).
teA

(2) Vérifier que g est un prolongement de f et que g est lipschitzienne.
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1.6. Applications linéaires continues.

EXERCICE 1.6.1.

Soit f € F(E,F) (E, F R-espaces vectoriels normés) vérifiant :
V(z,y) € E* : f(x+y) = f(x) + f(y) et f bornée sur la boule unité.

Montrer que f est linéaire.

EXERCICE 1.6.2.

E espace vectoriel normé, (f,g) € L?(E) vérifiant : fog—go f = Idg.
(1) Montrer que : fog" —g"o f =ng" L
(2) Montrer que f et g ne sont pas simultanément continus.
(3) En déduire que, si dim E < +o00,B(f,g) € L2(E): fog—go f =1dg.
(4) Trouver un exemple de tels couples (f, g).

EXERCICE 1.6.3.

Soit H un hyperplan de E espace vectoriel normé tel que H = Ker f ou f est une forme linéaire
non nulle.
Montrer ’équivalence : f continue ssi H non dense dans F.

1.7. Complétude, compacité.

EXERCICE 1.7.1.

Soit A une partie dense d’un espace vectoriel normé FE.
Montrer que, si toute suite de Cauchy de points de A converge dans E, E est complet.

EXERCICE 1.7.2.

On prend E = R[X] et on pose

Ni(P) = sup |ai|, Na(P) =) |as|
=0

1€[0,n]

n .
ou P = Z G,iXZ.
i=0
Etudier la compacité de la boule unité pour ces 2 normes.

EXERCICE 1.7.3.

Soit || || une norme sur R” et dla distance associée ; si A et B sont des parties de R", on pose :
d(4, B) = inf{d(z,y), (z,y) € AxB}.
Existe-t-il (a,b) € Ax B tel que d(A, B) = d(a,b) dans les cas suivants :
(1) A et B fermés ;
(ii) A et B compacts ;
(7ii) A fermé et B compact ?
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EXERCICE 1.7.4.

Soit E' un K-espace vectoriel normé (K = R ou C).
M C FE est dite équilibrée ssi: VA € K, |A\| <1=AM C M.

(1) Montrer que, si M est une partie quelconque de E, l'intersection de toutes les par-
ties équilibrées de E contenant M est une partie équilibrée de E notée M et appelée
enveloppe équilibrée de M.

(2) Montrer que si M est compacte alors M est compacte.
(3) Que peut-on dire si M est fermée 7

EXERCICE 1.7.5.

Soit E un espace vectoriel normé, A un compact de E et f une application de A dans A telle
que

V(z,y) € A% d(f(2), f(y)) = d(z,y).
Montrer que f est une isométrie et que f(A) = A.
(Soient a et b deux éléments de A, on définit f, = f,_10 f et a, = fn(a), b, = fn(b) ; prouver

que Ve > 0, 3k € N, d(a,ax) < € et d(b,b) < €, en déduire que f(A) est dense dans A et que
d(f(a), f(b)) = d(a, b)).

EXERCICE 1.7.6.

Soit E un espace vectoriel normé, A un compact de E et f une application de A dans A telle
que

V(z,y) € A%, d(f(x), f(y)) < d(z,y) (pour z # y),

prouver que f a un point fixe i.e. 3z € A|f(2) = 2
(procéder par I'absurde en supposant que ¢ = inf{d(z, f(x)),z € A} > 0).

2. ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE

2.1. Topologie d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

EXERCICE 2.1.1.

Soient xg, 1, ..., x, des réels tels que : xy < z1 < ... < x,. Dans R, [X], on pose :

1Pl = |P(z,)] ot P € R,[X].

p=0

Montrer que ||P|| est une norme dans R, [X].

Prouver que : Ja > 0,||P|| > a sup |P(x)].
z€[0,1]
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EXERCICE 2.1.2. E

Soit (a,) € RY telle que : liril (ans1 — an) = 0 ; soit A 'ensemble des valeurs d’adhérence de

la suite (a,) dans R. On suppose que A contient 2 points distincts : «, 5 (o < 3) et on désigne

par (hy) et (k,) 2 suites d’entiers telles que : lir}ra (ap,) = a et lir}ra (ax,) = 0.

Montrer que : Vv €]a, 3], on peut construire une suite d’entiers (j,) telle que :

lim (a;,) =~

n—-+o00

(on pourra prendre j, entre k, et h,).
En déduire que A est un intervalle de R.

EXERCICE 2.1.3.

Soit A une partie de R? ayant un seul point d’accumulation, prouver que A est dénombrable.

EXERCICE 2.1.4.

Soit K un compact convexe de R2.
Montrer qu’il existe un triangle inclus dans K d’aire maximale.

EXERCICE 2.1.5.

Soient A et B 2 parties de R"™.

(1) a) Montrer que : AN B C AN B et donner un contre-exemple ol I'on a pas égalité.
b) Montrer par contre que : AUB = AU B.

(2) Soit C' = A+ B ou A est un compact de R” et B un fermé.
a) Montrer que C' est fermé (utiliser les suites).
b) Donner un contre-exemple ou A et B sont fermés et ou C' n’est pas fermé.

(3) Si A est une partie quelconque de R™ et B un ouvert, montrer que C' est un ouvert.

EXERCICE 2.1.6.

Montrer que I’ensemble des matrices inversibles de M,,(R) est un ouvert dense. Son complé-
mentaire est-il compact ?

EXERCICE 2.1.7. Rayon spectral

Soit M € M, (R) une matrice diagonalisable, on pose Ry = sup |[A|. Si ||.|| est une norme
ANESpM

sur M,,(R), on pose f,(M) = || M?||'/>.
Montrer que hT fp(M) = Ry.
p—+oo

EXERCICE 2.1.8.

Montrer que O(n) est compact.
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EXERCICE 2.1.9. Distance de Hausdorff :

Soit A et B deux compacts de E espace vectoriel normé de dimension finie, on appelle distance
d’un point & B le nombre d(z, B) = inlg |z — yl| ; on note h(A, B) = supd(z, B) et 6(A, B) =
IS TEA

sup(h(A, B), h(B, A)).

Montrer que ¢ vérifie les axiomes de la distance sur I’ensemble des fermés de E

(i.e. 0(A,B)=0ssi A= B, (A, B)=4B,A), (A, B) <I(A,C)+06(C,B) et ceci pour tout
triplet (A, B, C)).

2.2. Connexité par arcs.

EXERCICE 2.2.1.

Soit f € C(I,R) une application injective définie sur l'intervalle I.

fly) = f(z)

(1) Si A= {(z,y) € I* | * < y}, montrer que lapplication g : (z,y) € A
y—x

est continue.
(2) En déduire que f est strictement monotone.

EXERCICE 2.2.2. Le théoréme de Riesz

L’objectif ici est de prouver que, si F est un espace vectoriel normé et si la boule unité fermée
est compacte alors F est de dimension finie (ce qui fournit un critere topologique a la dimension
finie).
(1) Soit £ un e.v.n. de dimension > 2 et F' un sous-espace vectoriel strict de £ non réduit
a {0} et de dimension finie.
a) Montrer que F' est un fermé de E.
b) Montrer que d(A\z, F') = |A| d(z, F).
c) Montrer que Yy € F, d(z, F) =d(xz + y, F).
d) Déduire des 3 questions précédentes I'existence de x € E tel que ||z|| = 1 et d(x, F) =
1

(2) On raisonne par l'absurde en supposant que dim £ = 4o00. Construire une suite (z,)

1
de E telle que ||z,|| =1 et d(z,, Vect(xy,...,2,1)) = 5 et conclure.

3. SERIES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

3.1. Suites et séries.

EXERCICE 3.1.1.

Soit @ > 0 et (ay)nen+ une suite telle que a,+1 =

—1)y* n
(na) leap (> 0) et a1 = a.
p:

(1) On pose A, =1In ) a, ; étudier la série ) (A1 — A,).
p=1

+o0
(2) En déduire que : ) a, converge et calculer sa somme dans le cas ol @ <
p=1

DO | —
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EXERCICE 3.1.2.
n (_1)k+1

Etudier la série de terme général u,, = In (™ — 1) ol s, = > k
k=1

EXERCICE 3.1.3.

(1) Dans R,[X] montrer que la famille (1, X,

X(X - 1) X(X_1)(...)(X—p+1))
Tt g
XX -D(- )X —-p+1)

est une base. Si P(X) =ap+a X +---+aq,
ap = P(k)— (5)P(k—1) + -+ (=1)kP(0).

montrer que

(2) On consideére maintenant la série de terme général : TL , calculer sa somme en fonction
n!
EXERCICE 3.1.4.
+o00o

Etudier la convergence et déterminer la somme de la série > u, ou
n=0

n*+9n+5
(n+1)(2n+3)(2n+5)(n+4)

Up =

EXERCICE 3.1.5. -

1
Calculer EO In %

EXERCICE 3.1.6.

Trouver les sommes des séries de terme général :

2 sin ————~
(1) Arctan — (2) ¢

n COS = COS Tl—+1

(n— 1) (4) 27" th (2—n)

1+ VDI +V2)(- )1+ V)

(3)

3.2. Séries de nombres réels positifs.

EXERCICE 3.2.1. Critere logarithmique de Cauchy :
Soit (u,) une suite de réels positifs, montrer que :

1 00
(1) sl existe ngy entier et un réel k& > 1 tels que n > ng = In— > klnn alors ) u,

n n=0
converge,
1 pasy
(2) s1l existe ng € N tel que n > ng = In — < Inn alors la série ) u,, diverge.
n n=0

En déduire le critere logarithmique de Cauchy :

lim In(1/uy,) _ {l >1 la série converge

n—+toco Inn [ <1 lasérie diverge
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EXERCICE 3.2.2.

Soit > u, une série a termes positifs telle que (u,) \.

+o0o
Montrer que si Y u, converge, alors lim nu, = 0.
n=0 n—+00

Réciproque ?

EXERCICE 3.2.3.

+oo
Soient (a,) et (by,) des suites de réels telles que : Yn € N, a, >0, > a, = +ocet lim b, = b,
n=0

n—-+o00
o1 pose :

arby + ashs + - - - + ayby,

VneN : u, =
ar+ag+---+a,

Déterminer lim u,,.

EXERCICE 3.2.4.

Si ) a, est une série a termes positifs, convergente, montrer que

lirf (arag - - -a,)"™ = 0.

EXERCICE 3.2.5.

Montrer que la série de terme général u,, = Arctan(n + a) — Arctann est convergente.

Si f(a) désigne sa somme, calculer lirll f(a).

EXERCICE 3.2.6.

Soit Y a, une série a termes positifs telle que

lim n( an —1):a(a7é1).

n—too \ lni

(1) Discuter, selon les valeurs de «, la nature de la série Y a,.

1) a— 1
(2) Préciser pour quelles valeurs de a, la série u,, = ala ) )'(a n+l) converge.
n!

EXERCICE 3.2.7.

Comparer la nature des séries de termes généraux :
Qn
)
ag+ay+---+ay

Ap s 2”a2n

ot ((an) \.), an > 0.
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EXERCICE 3.2.8.

Soit (u,) une suite de réels positifs, on pose vg = 1 et on définit

1
Upg1 = Q(U” + V2 + uy).

Montrer I’équivalence :
+oo
E u,, converge < (v,) a une limite.
n=0

EXERCICE 3.2.9.

Etudier la convergence de la série obtenue a partir de la série harmonique Y — en supprimant
n

tous les entiers n dont ’écriture en base 10 contient le nombre 5.

EXERCICE 3.2.10.

Soit (u,) une suite décroissante vers 0. On suppose que la suite s, = > ux — nu, est bornée.
k=1
+oo
Montrer que la série ) u,, converge.
n=0

EXERCICE 3.2.11.

Soit Y u,, une série convergente a termes positifs. Montrer que 1'on a :

uy + 2up + -+ - + nu,

(7) lim =0,
n—-+4o0o n
N =Rur 4 2us 4+ -+ nu,  EX , 1
) = U, (décomposer ———).
(i) n;l n(n+ 1) ,;1 ( P n(n + 1))

2

EXERCICE 3.2.12.
™

T 1 T 1
Trouver « et 3 pour que / (at + Bt*) cosnt dt = — ; en déduire ) — = e
0 n n=1T

3.3. Sommation des relations de comparaison.

EXERCICE 3.3.1. E

Soit (uy,) et (v,) 2 suites de réels telles que v,, = 2u,41 + u,, pour tout n.
Montrer que (u,) converge ssi (v,) converge.
Généraliser ce résultat au cas ol v, = AMu,11 + u, avec [A| > 1.




SUITES ET FONCTIONS 11
3.4. Comparaison d’une série a une intégrale.
EXERCICE 3.4.1. Etudier la convergence des séries de terme général u, ou u, prend

les valeurs :
2

1 1 o) t ™ T 5 Inn "
() (@) tan 2y T sy R ey
. . 1 n Ln 1
(4) e [(n + 1)~ (n— 1)71] G) | = [[a+k)| (a>0) (6)arccos (1 —
n! ;- n?
nnn n22+---+1n’n Foo dz

(") G (9 2 [
(10) /Oﬂ/n S (11) /Om ST

1+z n

EXERCICE 3.4.2.

ya N n
Nature de la série Y u, ou u, = —

et S, = > In*k (pour n > 2).
Sn k=2

EXERCICE 3.4.3.

On s’intéresse a la fonction
flx) = / (g — Arctant) dt
0
f est-elle bijective de Ry sur R, ?

, +o0
Etudier la série > (f~'(Inn))®.
n=3

3.5. Séries d’éléments d’un e.v.n. de dimension finie.

EXERCICE 3.5.1. Etudier les séries > u, ol u, vaut :

0 (1 +x2)n+1/2

n, —thn (=1)" (=1)"
(1) (—]_) n (2) W (3) In (]. +2 T‘LO‘ )
(4) sin (x¥/n® +n2)  (5) W (6) <—1>"(4n72{
(7) (=1)"/nsin(1/n) (8) sin [(2 — v/3)"7] (8) sin [(2+ v/3)"]
(14)n =21+ +(=1)""In!

(9)

(n? + 1)a™’ 2

a€C (10) cos (E cos T — 7rne’””> (11)

(n+1)!

EXERCICE 3.5.2.

Soit (u,) une suite de réels positifs telle que

absolument.

Etudier selon les valeurs de « la nature de la série > Uy

n 1
Application : nature de Y v/n! [] sin 7
D

p=1

Un+1 a N
S —1——+v,ota€Ret Y v, converge
n
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EXERCICE 3.5.3.

P
Soit Q?? une fraction rationnelle a coefficients réels ou complexes. On considere la série de
x
P
terme général : u,, = Pln) (n assez grand).
Q(n)
+oo
(1) Montrer que > u, est A.C. ssi deg @ > deg P + 2.
oo

(2) Montrer que »_ (—1)"u, converge ssi deg@ > deg P + 1 (retrancher de w, sa partie

principale).

EXERCICE 3.5.4.
+o0o +o0

. . . . Qn
Soit (a,) une suite de réels, montrer que si Y. a? converge, > —~ converge.
n=0 n=1

Réciproque ?

EXERCICE 3.5.5.

Soit (u,) la suite définie pour n > 1 par :

1 1 —1
Ugpyl = ———, Ugpyo = ———, Usppy = ———.
Sl = o U T T U = 5 T
+o00o +o00o +o00o
(1) Montrer que Y u, est convergente et que : > u, = Y W, OU W, = Uzps1 + Usnio +
n=0 n=1 n=0
U3n+3- .
—1)n
(2) Montrer que la suite (u,) se déduit de v, = =0 par changement de l'ordre des
n

termes.

(3) Mont v EN*BZP 4Zp(_1)n71+1 L 4L En admettant
ontrer que : s Up = E—— - —— s -— . n admettan
N - AV 2p

o (- 3
que Y. = In2, montrer que : > u, = B In2.
n=1 n=1
EXERCICE 3.5.6.
1
(1) Montrer que la série > —— est convergente et a pour somme T
n>0,n#m 1M n m

1

(2) Soit Uy = —5—— si m # n, Uy, = 0, montrer que
m? —n

f (gumn> =—+§ (fumn> #0

m=0 n=0 \m=0

EXERCICE 3.5.7.
+o0o +o00

Nature des séries > u, et > v, ou

n=0 n=0

U, = sin |:7T(2 — \/g)"] et v, = sin [7?(2 + \/5)"} :
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EXERCICE 3.5.8.
n+1

+oo B
Nature de la série > (—1)"n® <1n 1) ou (a, 3) € R
n=0 n—

EXERCICE 3.5.9.

Discuter en fonction de (o, ) € R? la nature de la série de terme général :

(=n"

EXERCICE 3.5.10.
i (1 )
On pose u,, = (14—7 )
qul \/a
(1) Montrer que lirf u, = 0 (on montrera que lirf Inwu, = —00).

a
(2) Montrer qu'il existe a > 0 tel que u,, ~ —= (revenir au logarithme).

vn

EXERCICE 3.5.11.

Soit ) a, une série a termes positifs telle que I'on ait, au voisinage de +oo :

“+o00o
Montrer que Y a, est divergente.
n=0

EXERCICE 3.5.12.

Soit u = (Up,q)p,qenz Vérifiant les hypotheses du théoreme d’interversion de sommations, on
veut prouver que

p=1 q=1 n=0 pt+q=n
400 /+oo
On admettra que lim Yoo Upg = > | > upg ). Prouver ce résultat lorsque les termes
0 (pg)e[0,n]? p=1 \g=1

Uy, 4 sont tous positifs.
L’étendre ensuite au cas complexe.

EXERCICE 3.5.13.

, 1
Etudier la convergence de -_—
& Z} (i+j+ 1)
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EXERCICE 3.5.14.

(1) Etudier la convergence et calculer la somme de la suite double

1
((i + 72+ 5% + 1))@0,]»21 '
1 2
On rappelle que ngl 5= %
+oo F
(2) Déduire du 1. la somme ) M
n=1 n(n -+ 1)

1

1 ) )
i+752+1) >05>1 ’

(on admettra que lim > ———— - ( —
Notoo ey ((H72)(+ 52 +1) N0+ 72)(

EXERCICE 3.5.15.

1
(1) Montrer que, pour |z| < —, la suite double ((—1)p+q(p+q)xp+2‘1> converge. On
2 7 (p,q)EN?
note S(x) sa somme.
1
(2) Montrer que lorsque S(x) est définie alors S(z) = TTria2 (on admettra que
. -+ _
NETOO (p%n(_l)zﬂrq (pqq)xpﬂq) = 5(17))
+oo
(3) Mettre S(z) sous la forme ) a,z" de deux facons différentes.
n=0
(4) En déduire la valeur (selon n) de d, = > (—1)’“(];) (on admettra ici le résultat
i<k, j+k=n
—+o00 N
suivant : le développement limité a 'ordre N au voisinage de 0 de > a,x™ est > a,x"—
n=0 n=0

ceci se démontre avec les séries entieres vues plus loin dans la chapitre 7—.)

EXERCICE 3.5.16.

On note d(n) le nombre de diviseurs de 'entier n > 1.
Montrer que la série Y d(n)e™™ converge et, en utilisant une série double, que sa somme est
égale a

+o00 —
Z d(n)e™ = Z ¢ pﬁ :
neN p=1 L—em

EXERCICE 3.5.17.
+0o0 +00 1

(1) Montrer que la somme a;l bgl b+ ab: - 2ab est rationnelle et calculer sa valeur.

(2) Peut-on trouver d’autres sommes de ce genre 7

EXERCICE 3.5.18.

Calculer la somme de la suite double u, , = 2-3p—a—(p+9)* (p,q) € N? (on utilisera la propriété

S (o) = im X T w)

p=0 \¢q=0 N=+00 =0 pt+g=n
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4. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

4.1. Convergence simple, uniforme, normale.

EXERCICE 4.1.1.
Etudier la convergence de la suite de fonctions définie par :
fO(t>:2ta fnJrl(t): 2+fn(t)7 te [_171]
! dt . ! fnfl(t)

LR TR

1
En déduire I'étude des suites I, = fa(t)dt, J, =
-1

EXERCICE 4.1.2.

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions numériques (fn) dans chacun

des cas suivants :
sin nx

(1) na™lnz, z € [0,1] (2) N fn(0)=0, x>0 (3) n®ze ™ a>0, xR
n
" 1—a™ sin
4) ——— R o) t———,a >0 R 6) —— 0
()1+$2n7$€ ()xl—az’a[ y T E IRy ():C(l—i—nx)’ 6[,71']
sin? nx 1 "
7 0 8 ntl — 0,1
()nsinx’ €lo,rl - (8) na (n—i—l 2n—|—1)’x€[’ |
EXERCICE 4.1.3. On pose f,(t) = nt"sinnt, t € [0, 1] ; trouver lirf sup fn(t).

EXERCICE 4.1.4. Exemple d’une fonction continue non dérivable.

(1) Soit f une fonction continue définie sur / intervalle de R & valeurs réelles. Soit z € I,
montrer I’équivalence des propriétés (i) et (i) suivantes :
(1) f différentiable en z,
h) — —k
f@o+ 1) = flzo — k) a une limite quand (h, k) — (0,0), h >0, k > 0.

(#) h+k , .
Trouver un contre-exemple ou flao + )Q_hf (xg — h)

a une limite quand h tend vers 0

et ou f n’est pas différentiable en x.
(2) Soit I =[0,1] et (f,) la suite de fonctions définies par
(1) folx) ==

(17) f. est affine sur Uintervalle [k/3", (k +1)/3"], k € [0,3" — 1],

(i8) fu(5r) = fooa (), fu(3550) = fu s (3522) ot f(3622) = f,,(3822),
Représenter fy, fi, fo ; montrer que la suite (f,) converge uniformément vers une
fonction f que I'on ne cherchera pas a exprimer (tout au moins dans un premier temps,
mais si la curiosité vous prend !).

Prouver enfin que f n’est dérivable en aucun point de I.

EXERCICE 4.1.5. -

x
Montrer que la série Z

o (1+a2)
uniformément Convergente sur [0, 1].
Quelle est sa somme 7

est normalement convergente sur [a, +0o] (a > 0) mais non
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EXERCICE 4.1.6.
+o0

Soit g(z) = > (=" 1

= n! x+n

(1) Etudier le domaine de définition de g ainsi que la continuité de g.
(2) Calculer ensuite ¢g(1), zg(z) — g(z + 1).
(3) En déduire une expression de g(p) pour p € N.

EXERCICE 4.1.7.

Soit u,(z) = th(z + n) — thn.

+oo

(1) Montrer que Vx € R, Y wu,(z) converge et que sa somme f(x) est croissante et continue.
n=0

(2) Quelle est la nature de la série > (1 — thn) ? La fonction f admet-elle une limite en

+oo ?
(3) Démontrer que : Vz € R, f(z+1) = f(z)+ 1 —thz.

EXERCICE 4.1.8.

Soit ¢ € C(I,R) ou I = [—a,a] vérifiant : Vo € I, |p(x)| < C|z|. On cherche, dans C(I,R) les
fonctions f telles que :

x
(1) f0) =0, Yz e I, f(z) = f(5) = w(z)
+o0 x
(1) Montrer que la série Y ¢ <2—n> converge uniformément sur I et que sa somme g(x) est
n=0

une fonction continue vérifiant (1).
(2) Montrer qu’il n’existe pas d’autre solution de (1) (on pourra montrer que la différence
de 2 solutions de (1) est nulle en considérant la continuité a l'origine).

EXERCICE 4.1.9.

Etudier la convergence simple et uniforme de > u, (), sur des intervalles a préciser, dans les
cas suivants :

I.Q" (_1)n

(1) T2 (|z] # 1) (2)

O T rmrns €20 @

Py T (et calculer xkrfoos(x))

(calculer sa somme)

(n—z)(n+1—2)(n+2—2x)

EXERCICE 4.1.10.

+00 1
On pose f(z) = _Z m, étudier le domaine de définition et la continuité de f.

Montrer que %mz:lf(%) = f(z) (m € N¥).
p=0
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4.2. Intégration sur un segment des suites de fonctions continues.

EXERCICE 4.2.1. -

Existence et calcul de 1 + Z
n=1

X (= 1)" (>

n

) (utiliser les intégrales de Wallis).

EXERCICE 4.2.2.

1 —+00 1 1 +oo (_1)n+1
Montrer les 2 égalités : I = / xr Pdx = Z—, J = / x¥dx = 27 a 'aide de
0 n=1 nt 0 n=1 nt

développements en séries.
Comment déterminer J a 107P pres 7 Méme question avec I.

4.3. Suites et séries de fonctions de classe C!.

EXERCICE 4.3.1.
+oo

Montrer que la série nze ™ est uniformément convergente sur tout intervalle compact de
n=0
R*. .
Soit f(z) sa somme, déterminer / f(t)dt et en déduire f.
a

EXERCICE 4.3.2.

La deuxieme question de cet exercice utilise la théorie des séries entieres vue au chapitre 7
pages 281 a 287.
s

Soit f(z) :/ e st e,
0

(1) Montrer que f est C* et vérifie une équation différentielle linéaire du second ordre.
(2) Ecrire le développement en série entiere de f.

EXERCICE 4.3.3. Cet exercice utilise les séries entieres vues au chapitre 7 pages 281
a 287.

(1) Montrer que l'intégrale f(z) = / 11 — xcost|"/2dt est définie sur R et que la fonction
0

f est continue sur R.
(2) Montrer que f est paire ; en partant du développement en série entiere de (1 — u)'/?,
montrer que f(x) est développable en série entiere de z pour |z| < 1

(on pose f(z) = Jio b, z?™).
n=0

(3) Montrer directement, par dérivation sous le signe [, que f est 2 fois dérivable sur ]-1,1].
Vérifier la relation :

dz(2?* = 1) f"(x) + 4(2® = 1) f'(z) — o f(2) + /Oﬂ% L/%

En déduire que, pour |z| < 1, f(z) est solution de I'équation différentielle
(1) da(x® — 1)y" +4(2* = 1)y’ — 2y = 0.

Jat=o.
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(4) En partant de (1), trouver une relation de récurrence entre les coefficients b, du D.S.E.
de f, comparer ce résultat avec celui du 2.

I ™
(on retrouvera ainsi la valeur du rapport T}H oul, = / cos®™ t dt).
n 0

4.4. Approximation des fonctions d’une variable réelle.

EXERCICE 4.4.1. Théoreme de Weierstrass :
On munit C([0, 1], C) de la norme de la convergence uniforme.

(1) Soit P € R[X], on définit B,(P) = > P(%£)(})X*(1—X)"~* (polynomes de Bernstein).
k=0

X(1-X
Montrer que B,(XP) = Q

(2) Montrer la relation :

B! (P)+ X B,(P). Calculer B,(1), B,(X), B,(X?).

n

3 (k- nX)? (Z) XE(1 = X)"F = nX (1 — X).

k=0
En déduire que, si a« > 0et t € [0,1] on a :

W\ ke \n—k 1 . _
Z(k)t(l t) < Ioa ou A, = {k €[0,n],

keAnp
(3) Pour f € C(]0,1],R), on définit de méme

" k. (n e
B0 =Y 1) ()i - ot
h=0
Montrer que B, (f) converge uniformément vers f.
1
Application : montrer que sup / f(ot"de
neN [Jo

(4) Trouver une suite de polynéomes qui converge uniformément vers f € C([a, b],C).
(5) Généraliser le résultat du 3. a la dimension 2.

k
— =t = .
" > a}

est une norme sur C([0, 1], R).

EXERCICE 4.4.2. Phénomene de Runge :

2k +1 .
W,x;{:—xk,ke[o,m—ﬂ Soit f(x):m,a>0
et P, le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points zy, z}, (n = 2m).
m—1 1
(1) Si on pose wy(x) = kI;IO (z? — 27), montrer que f(z) — P,(z) = T 5:((;))

(2) Prouver que w,(1) ~ /2 (=] . Montrer qu'il existe une constante C' > 0 et trouver
e

1
Sur [ = [—1,+1], on prend x) =

un nombre 5 > 0 tels que |w,(ai)| ~ CB".
(3) Montrer alors que, pour « suffisamment petit, ||f — P,|| — +oo.
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1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1 Si |f(c)| + ||f'|| = 0 alors f(¢) =0 et ||f'|| =0 donc f = 0.
N n’est pas équivalente & |[|.||, prendre f,(z) = & sinna.
Indication 1.1.2
(1) La condition cherchée est S = [0, 1] out S est 'adhérence de {z € [0, 1]|g(z) # 0}.
(2) Les normes N, et ||.|| sont équivalentes.
Indication 1.1.3 Avec d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) montrer d(z, A) < d(z,y) + d(y,a) puis
Indication 1.2.1 = Ecrire (z,, — z|z, — x) = ||2,||> — 2(z,|z) + |||
< Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Indication 1.3.1
a) a <1: (u,) converge, a > 1: pas de convergence, les suites (uga,) et (ug,+1) convergent,
a=1: u, converge vers 1.
b) f est contractante et f(R) C [—a + b,a + b] donc (u,) converge.
c¢) Se limiter au cas ou z > 0 et montrer que, a partir de uy, la suite (u,) est décroissante.

Indication 1.3.2
(1) Sil=

T—o alors z,, — [ = a™(x9 — 1).

(2) Sia!l =axl, |+ alors zl, = 2! 4+ 6, et on a |d,] <

(3) en = agy_1 + .

(4) Récurrence immédiate.

(5) Prouver par récurrence que d,, ; = o™ ",
Indication 1.3.3

(1) Faire le changement de variable ¢ = hu dans le reste intégral, on trouve
flw+h) = fa) + hf'(2) + oo B0 () + 25 f (= )" 0D (o tha) dt.
(2) a) On fait la différence de 2 quantités tres proches, les calculs sont tres sensibles aux
erreurs d’arrondi.

b) On trouve T'(h) = f'(z) + - - - + E=2[1 + (=1)" 1] ™) (z)

10—
5

2n!
L = w) [ (@ + thu) + (<1) F4 (2 — thu)] du.
4 h2P(4p—1_
Q) TH(h) = f'(x) = 15 /O (@) — - = WD) pOreD () 4 R,
Indication 1.3.4 Poser z, = vintl V;”LH, montrer la double inégalité =, ; < w, < x, par

récurrence, en déduire que u,, = /n + % +0 (ﬁ)

Indication 1.3.5 Montrer que |u,11 — a| < (o, + q)|u, — a| + v, o0 ¥, = aa + B, — 0. Poser
U, = |u, — a| et prendre n > N pour que o, + ¢ < k < let 7y, <&, et n> Ny > N pour que
Ny —1) < 1=

Indication 1.4.1 Prendre la fonction f :x € E — d(z, A) — d(z, B).

Indication 1.4.2

(1) si N(x) = 0 alors, si M = sup{|ly|l,y € O}, alors VA, [|z|| < AM. pour prouver que
N(z +y) < N(x) + N(y) écrire que N(z) = inf{\ € R | § € O} et montrer que
#ﬂ’w € 0. O est la boule unité pour N).

(2) Tout ouvert de (F, N) est un ouvert de (E, ||.]|).

Indication 1.5.1 Utiliser la caractérisation séquentielle de I'adhérence, prendre f(z) = % sur

[1,+00[ comme contre-exemple.
Indication 1.5.2
(1) Poser h(z,t) = f(t) — k||z — t|| et montrer que h(x,t) < f(u) + k||x — u]|.



20 SUITES ET FONCTIONS

(2) Montrer que g(z) = f(x) par double inégalité puis utiliser 'inégalité h(z,t) < h(y,t) +
kllz =yl < g(y) + kllz =yl
Indication 1.6.1 Montrer que f(2z) =L f(z) puis, si (A,) est une suite de rationnels qui tend

vers A, prendre p, = [m} et montrer que f((A— \,)x) — 0.
Indication 1.6.2

(1) Immédiat par récurrence sur n.

(2) Utiliser Pinégalité nllg™ | < 2]7]- Il lg™ .
(3) Conséquence immédiate du 2.

(4) Dans R[X], prendre f(P) = P’ et g(P) = XP.

Indication 1.6.3 Sens direct : immédiat, pour la réciproque, montrer que H = H par I'absurde
et prendre a tq f(a) =1 et montrer qu’il existe une boule ouverte B(0,r) qui ne rencontre pas
a+ H.

Indication 1.7.1 Si (z,) est une suite de Cauchy de E, prendre (y,) une suite d’éléments de
A telle que ||y, — x| < 1.

Indication 1.7.2 Prendre la suite P, = X™.

Indication 1.7.3 (i) Non car : A= {y >0,y > 1}, B = {y < 0} ne conviennent pas, (ii) oui
car : f :(x,y) — d(z,y) est continue, (iii) oui car on peut se ramener au i en remplagant A
par A’ compact.

Indication 1.7.4
(1) Immédiat.
(2) Montrer que M = { x|\ € K, |\ <l,z € M} =M.
(3) Prendre M = {(z,y) € R?*|zy = 1}.

Indication 1.7.5 Extraire une suite (ay(n), bym)) qui converge dans A et prouver le premier
point en posant k = p(n+p) —p(n) > 1. On a immédiatement que f(A) dense dans A, ensuite,

utiliser d(£(a), £(5)) < d(fu(a), fu(8)) < d(a,b) + 2.
Indication 1.7.6 Si ¢ > 0 alors d(f(y), fo f(y)) <c.

Indication 2.1.1 ||.|| est une norme : immédiat, on utilise ensuite I’équivalence des normes en
dimension finie.

Indication 2.1.2 Prendre N; > N tel que ay, < v et p € N tel que an,4, > v pour N assez
grand tel que n > N = |a,11 —a,| < € et prendre [ = max{k € [Ny, N1 +p| | ar <} et choisir
1

E=—.
n

Indication 2.1.3 Construire par récurrence la suite (a,) définie par a, 1 € D(a,r,) N A, ou
r, = d(a,a,), A contient une infinité de points. Si a est le seul point d’accumulation de A,
poser A, = {z € A|% < d(a,z) < n}, ensemble fini et conclure.

Indication 2.1.4 Considérer f : (4,B,C) € K* — A(A,B,C) € R ot A(A, B,C) désigne
l'aire du triangle (A, B, C).
Indication 2.1.5

(1) a) AN B est le plus petit fermé contenant AN B, Contre-exemple (n = 2) : A =
Q27 B = RZ _ Q2.
b) Immédiat par double inclusion.
(2) a) Sic, = ap+b, est une suite convergeant dans R™ alors il existe (ay, )suite convergente
dans A.
b) Contre-exemple (n =2) : A= ZxR, B = Zy/2xR.
(3) Vx € A,z + B ouvert et A+ B = U(a:+A).

€A
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Indication 2.1.6 GL,(R) est I'image réciproque d’un ouvert par une application continue, si
A € M, (R), prendre A + %In. Son complémentaire n’est pas borné.

Indication 2.1.7 Prendre la norme 1 dans une base de vep de M et utiliser 1’équivalence des
normes.

Indication 2.1.8 O(n) = f~!(1,) ou f(A) = A.AT et si A = (a;;) € O(n) alors |a;;| < 1.
Indication 2.1.9 Partir de V(x,y,2) € AxBxC, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), en déduire que
d(z, B) < d(z,2) +d(z, B) puis d(z, B) < d(z,C) + 6(C, B) et h(A, B) < 6(A,C) +6(C, B).

Indication 2.2.1

(1) Evident et on remarque aussi que g ne s’annule pas.
(2) A connexe par arcs dans R2.

Indication 2.2.2

(1) a) F est un espace de Banach donc F est fermé.
b) Il suffit de faire une homothétie.
¢) Immédiat !
d) Il existe z € E tel que d(z, F') # 0, on utilise le (b) et la fonction continue
f 1y € Fw— ||Ax+y| et on montre que |1/2, +oc0[C f(F).
(2) Prendre z; sur la spheére unité puis par récurrence, utiliser F' = Vect(z1,...,2,_1).
Indication 3.1.1
(1) Poser B, = Zzzl a, et exprimer B,y; en fonction de B,, montrer alors que la série
> Ani1 — A, converge.

(2) Pour a < 3 cette somme est nulle.

Indication 3.1.2 u, — 0 (écrire le développement en série de In 2), poser s,, = In 2—r,,, montrer
1 xn+1 ,

que r, = (—=1)" J; 5 — dz et utiliser le théoreme des séries alternées. Ecrire le développement
asymptotique de e** et conclure a la convergence.
Indication 3.1.3
(1) Etudier AP(X) = P(X + 1) — P(X) et montrer que a; = A*P(0).
(2) Ecrire P(n) = ap + al(n%!n! +e apﬁip)! et donc

oo P(n -1 (-D"\ P
er::o r(z!) =ed g (Zzzo ( h!) ) l(!)'
2

Indication 3.1.4 On décompose la fraction rationnelle, on trouve 3" u,, = s

Indication 3.1.5 On a une série aux différences qui diverge.

Indication 3.1.6 (1) Ecrire %= %, la somme vaut 2.

(2) Ecrire ﬁ = &+ — —, la somme vaut tan 1.

(3) Utiliser v, = (Hﬁ)ﬁ(lh/ﬁ)’ la somme est égale a 1.
(4) Faire intervenir % — %’ la somme vaut th22x _ % '

Indication 3.2.1 La premiéere propriété est équivalente a u,, < -, la deuxieme a u, > L.
n n
1

nlnn’

Indication 3.2.2 Utiliser s5, — s,, > nus,, la réciproque est fausse, penser a u, =
a1(b1—b)+az(ba—b)+---+an (bn—b)

Sn

Indication 3.2.3 Avec s, = a1+ +a,, u,—b= procéder comme

avec Césaro.
Indication 3.2.4 Utiliser I'inégalité de la moyenne et Césaro.

T _

Indication 3.2.5 Utiliser la relation Arctanz = 5

d’addition des arctangentes, la limite est infinie.
Indication 3.2.6
(1) C’est la regle de Duhamel.

Arctan% pour x > 0 ou la formule
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(2) Si a > 0 la série est absolument convergente, si a < —1 la série est divergente, pour
—1 < a <0, on a une série alternée convergente.

. . -\ 7’ . 7’ . \ a \ .
Indication 3.2.7 )" a, C alors la deuxiéme série est équivalente & — ot s =Y a, C, si ) %=
n

C alors b, = ;‘—: — 0 et utiliser les séries aux différences. Pour la troisieme série, il suffit de
faire des encadrements.
Indication 3.2.8 Réécrire la relation : 4v,11(vy1 — vn) = Up.
Si la suite (v,) converge vers [ alors u, < 4l(vp41 — v,). Réciproquement : si la série > u,
converge alors 4vy(v,11 — Vo) < ZZ:O?) Up.
Indication 3.2.9 Si on appelle A; I'ensemble des nombres compris entre 10¥ et 10*** — 1 (au
1 _ 8x9%

sens large) et ne comportant pas de 5 dans leur écriture, montrer que ) A n S oF

Indication 3.2.10 Ecrire s,41 — s, = n(u, — up41) > 0, montrer que s, — s, que nu, <
—+00
s — s, — 0 et conclure ), * up = s.

Indication 3.2.11 Ecrire que Wt2uetonun _ nsn-(suboatoton) o g = S

Pour le (i), utiliser la convergence au sens de Césaro, pour le (4i), montrer que
w1 +2us+-Fnun _ S1+so++5sn S1+S82++8Sn—1

= — et utiliser une série aux différences.
n(n+1) n+1 n
2

Indication 3.2.12 o = —1, 8 = 5=, montrer alors que SV & =% — [ g(t)sin(N + 3)tdt
+2

ou g(t) = ;;?”%, on obtient le résultat apres une I.P.P.

Indication 3.3.1 Le sens direct est évident, pour la réciproque, se ramener en 0, exprimer u,,
. . [ —1\" N o n—1 k _
en fonction de v, : u, = (7) Wy, OU Wy, = Wo — »_,_o(—2) vy et w, = 0(2").

Indication 3.4.1 (1) diverge, (2) diverge (montrer que tan ;7% ), (3) up ~ emn
1

converge, (4) u, ~ 2n~*Inn converge ssi a > 1, (5) u, — 1, la série dlverge, (6) up ~ -,

diverge, (7) n®u, — 0, converge, (8) utiliser l’encadrement ":‘jz < Uy < "g‘j", (9) poser
= tan@, diverge, (10) majorer sinz par x et — par 1, converge, (11) utiliser Wallis et

montrer que u, = O <n f) converge.

Indication 3.4.2 Poser I(n) = [,'In®tdt et montrer que I(n—1) < flnfl In*tdt < S, 1< I, <
S, —1n?2 < S, et en dedulre que u, ~

nl=eln?n"

Indication 3.4.3 f est strictement croissante sur R* et lim, ., f(z) = +oo. Découper
Pintervalle d’intégration (de 0 & 1 puis de 1 & 2) puis écrire que Z—Arctant = Arctan § = $4g(t)
pour en déduire que f(z) =Inx+b+o0(1). On applique cette derniere relation & x = f~(Inn),
il existe une constante c telle que f~'(Inn) ~ en.

Indication 3.5.1 (1) n= "\, 0 donc convergence, (2) (o > 0) u, — (’ni)" = na(najrl(fl)”)’
(3) A.C.ssi @ > 1 et pour 0 < a < 1 montrer que ug, +uUgy1 ~ m (4) non convergence
car |u,| — sing, (5) si 2km — % lnx 2k + % alors cos(Inz) > 3 et utiliser le critere de

Cauchy, (6) utiliser Wallis (7) un = f “+0 ( 0/2) converge, (8) 0 < u,, < (2—+/3)"7 converge,
(8") (24++/3)"1 = 2km —(2—+/3)"7 on a convergence, (9) \a| <+2:D,|al > \/_ C, \a| V2

A.C., (10) u, = (=1)"*sin (£ + O (2)) converge, (11) u, = = { JJ): - n(n+1) + v, Ol

n(nJrl)
|ua| < 1, on a convergence.

Indication 3.5.2 Avec w, = v, + O [(£ + v,)]) montrer que Y ;_, In“ = —aInn + W, ou

ug
W,, a une limite W, en déduire que u,, ~ <
n

Application : montrer que u,, ~ ﬁ
Indication 3.5.3
(1) up ~ S5 olt k = deg Q — deg P.
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(2) Sideg@ =1+ deg P alors (—1)"u, s’écrit comme une somme d’une série convergente
et d’une série A.C., réciproque immédiate.
Indication 3.5.4 Utiliser I'inégalité : 2* < % [ai + #], pas de réciproque.
Indication 3.5.5
(1) Montrer 1’équivalence entre la convergence des séries Y u, et > wy,.
(2) On a ugpy1 = Vapt1, Uspra = Vapys €t Uzpis = Vzpio.
(3) Procéder par récurrence en utilisant la relation :

-1 _ _1 i 1 11 4,11 4 1
Usp+1 + Uspt2 T Usp3 = 07 ~ s T 13 dprd  2pt1 T 2 <2p+1 + 2p+2>
Indication 3.5.6

(1) Décomposer la fraction rationnelle —2 puis écrire
11 2m—1 1 2m+N 1 2m+N 1
ELQMM#mWﬂﬂ—zg@;ﬂ;+sz;—z;ﬂ;+zp%w@)—7#+- Ly L

(2) On trouve > %0 Umn = 755 si m # 0 et —% sim = 0.
Indication 3.5.7 > u, C :immédiat, pour ) v, penser a arranger (24+V3)" + (2 - \/g)”
Indication 3.5.8 Avec un D.L. on trouve u, = (—1)"—3 2 (1 + 3n2 + 0( )) dou f <
a+1>20>aC a+1<pAC

Indication 3.5.9 Supposer a # 3 et distinguer lescas > 1,6 <1, a>1,a<0,0<a < 1.

Indication 3.5.10 Inwu, s’écrit comme somme d’une série divergente, on utilise ensuite la
constante d’Euler.

Indication 3.5.11 Comparer » a, a »_
Indication 3.5.12 S’inspirer de la démonstration du théoréeme sur le produit de Cauchy,

nlnn

2n
avec Wy = >, ., Upg PTOUVEr que Z(p,q)e[[o,n]P Upq < Dpmo Wh < Z(p,q)e[[ozn]]? Upq. Pour
le cas complexe, utiliser le résultat précédent (avec les valeurs absolues) pour encadrer
2n

k=0 Wk — Z(p Q)Efo,n]2 Up.a|-

+j+2 +j+1 .
Indication 3.5.13 Utiliser I’encadrement f Zﬂ] . i—ﬁ <G5 +1)a < fZ Z] ix et conclure : sia < 2

la série diverge, si a > 2 la série converge.
Indication 3.5.14
(1) Montrer que > ;% m = ]%
(2) Montrer que Card{(i,j) € NxN* | i + j? = n} = E(y/n) et utiliser I'indication.
Indication 3.5.15
(1) Majorer (p;“q) par 2P+,
(2) Immédiat avec le résultat donné.
(3) S(@) = XaZ (Spragn(—177 (50 ) 2 et
S(z) =31 (1 — x)a®n.
(4) Utiliser I'unicité du développement, ds, = 1, dszpy1 = —1, d3pi2 = 0.
Indication 3.5.16 Remarquer que d(n) < n d’ou la convergence de la série, intervertir ensuite
les sommations pour la série double Y~ e~* (k,p) € N?

Indication 3.5.17

1 1 (1 1
(1) Prouver que czprommm = a(at2) (5 - b+a+2)’
prouver que S = 1 ;chi [(é — ﬁ) (1 + % +-+ m)} et, avec U, = + + -+ ag,
montrer que S
(2) Poser S, = Zb 1 m et prouver que S1 =2, n>2: nS, =S5,_1+ 20U,

avchn:%—kzn—k 4+ L

n
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Indication 3.5.18 On utilise la propriété signalée et en remarquant que —n —n? —2(n+1) =
—(n+1)? = (n+1), on obtient 7% 3" w,, =
? piden
Indication 4.1.1 La suite (f,) converge uniformément vers 2, I,, — 4, J, — 1 et K,, — 2.

Indication 4.1.2 (1) C.S. vers 0, C.U. sur [0,a], a < 1.
(2) C.S. et C.U. vers 0.

(3) C.S. vers 0 pour = > 0, C.U. ssi a < 1.
(4) Pas de C. S sur R, pas de C.U. sur R*, mais C.U. sur tous les intervalles Joo, —a] C]—o0, —1],
[a, OO[] ol [bel €] - 1,11

(5) C..S. sur R+ pour a > 1, C.U. sur tout intervalle [a, +00] avec a > 0.
(6) (fn) C.S. vers dp ., C.U. sur [a, 7] pour a > 0
(7) C.S. vers 0 mais pas de C.U.

(8) C.S. vers f(z) =0sixz#1, f(1) =3
Indication 4.1.3 Montrer que sup f,(t)
poser a,, = 1 — &, et prouver que e, =

Indication 4.1.4
(1) (i) < (i1) immédiat, pour le contre-exemple prendre f(z) = |z|.

(2) Montrer que la pente maxi de la fonction f,, vaut 2", en déduire que || f,, — foi1|| < 3n11
_ ptl

() o tan(may,) = —™2 avec : < a,, < 1, puis
n 2 p

o( ). Conclure alors que lim,, o fu(an) =2

E
n

Pour montrer que f n’est pas dérivable en xq € [0, 1], choisir A et k pour que zo+h = &=,

To — k = 4%, poser 3" [fn (Iil) — I (3%)} = A, et montrer que A, n’a pas de limite

37L
dans R.
Indication 4.1.5 Sur [a, +00[ montrer que T < 2(1+a12)n—1> on n’a pas de C.U. sur [0, 1], la
somme vaut #

Indication 4.1.6

(1) g est définie et continue sur D =R — Z_ (montrer que si x € [a,b] C R\ Z_ alors on a
la convergence normale.

(2) zg(z) —g(z+1) =3
—1)!
(3) g(p) = (p— 1)! = 22 [1+%+"'+ﬁ +1
Indication 4.1.7
|5hx‘ max(\sha\,\shb\).

(1) Montrer que |u,(x)| < 5, puis, sur un segment [a, b], que |u,(7)| < o

(2) La série Y (1 — thn) converge f est croissante et majorée donc admet une limite en
+o0 qui vaut Y F%(1 — thn).

(3) Si s,(z) est la somme partielle de la série alors s, (x +1) — s, (x) = th(n+x+1) —thz.

Indication 4.1.8

1) ’(,0(2%)’ < C5; assure la C.U. de la série sur 1, g(z) — g(2/2) = o(x) est immédiat.
(2) Si f(z) est une autre solution, alors h = f — g vérifie h(z) = h(57).
Indication 4.1.9 (1) C.S. sur R\ {—1,1}, C.U. sur [a,b] C] — 1,1[, sur | — 00, b] C] — o0, —1]
et sur [e, +00[C]1, 400l
(2) Calculer ug,(z) 4+ ug,s1(x), C.U. sur tout segment de R*.
Si 2 > 2 montrer que 0 < Uy (Z) + Uzpt1(7) < gz dont lim s(z) = 0.

T—+00
(3) Décomposer la fraction rationnelle et en dedulre la C.S., C.U. sur tout intervalle [a, 400,
a > 0.

(4) Décomposer la fraction rationnelle et en déduire la C.S. vers s(z) = —3(1 + =), C.U. sur
-1
2(n+1—z)(n+2—z

Indication 4.1.10 f est définie sur R — Z et est 1-périodique, la convergence normale sur
[e,1 —¢€], 0 < e < 1/2 permet d’affirmer que f est continue. On regroupe les termes de la

tout segment [a,b] de R\ N (montrer que r,(x) = 7, reste d’ordre n).
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+o0 1 4 1
n=1 (nm+a+p)*> = (nm—z—p)>’

somme donnant f, on obtient -1 f(Z2) = (m+;p)2 + on fait alors la

division de N € N par m.

2n
Indication 4.2.1 On a : I, = Oﬂ/z sPtdt = (2%) 7, d’otl, la somme %g
Indication 4.2.2 Ecrire 2% = ¢ ¢ = S M et intégrer terme a terme, on fait de

meéme pour J.
Pour avoir J a 107? pres, utiliser le théoreme des séries alternées, pour I, majorer le reste

d’ordre n par )% & = m
Indication 4.3.1 Montrer que sur I = [a,b] : |nze ™| < naje % o a; = sup(|al, |b]) et
a2
as = inf(|al, |b]) # 0, puis intégrer terme a terme, on a f(z) = &TQ)Q

Indication 4.3.2
(1) Utiliser le théoreme de dérivation sous l'intégrale, f®(2) = [ emsintsin® ¢ dt.
too TSNt

(2) ersint =57 — ct on intégre terme a terme,
n!
+ 22p+1
flz) = pig(ﬁp( )295 + [(2p+g)l])2 22t

Indication 4.3.3

(1) Utiliser le théoreme de continuité sous le signe intégral...
400 (2n)!

(2) Poser u = 7 — t, puis écrire (1 — xcost)/? =1- > TR

2" cos™t et intégrer
terme a terme (en justifiant), on trouve avec Wallis
f(x)ZW(l— o (p)! 2p>.

p=1 @p)2% ()2 (dp—1)
(3) Utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégral et son corollaire, la relation (1)
s’obtient par calcul en utilisant fo7r %[\/%] dt = 0.
21 on trouve b, (16n% — 1) = (4n + 4)%b,41.

(4) En égalant les coefficients de x
Indication 4.4.1
(1) Montrer que XX pr (P) = B, (X P) — X B,(X).
(2) La relation demandée est une conséquence directe du 1. Diviser par n? cette relation et
utiliser I'inégalité a® < (£ — t)2 pour k € A,.
(3) Utiliser la continuité uniforme de f : Ve > O Ja >0, |5 -t <a=|f(t)— f(E)] <e/2
pour en déduire |B,(f)(t) — f(t)| < 2L + < 5

4o2n
Il suffit ensuite de montrer que sup,,cy ’fo t"f(t) dt’ =0= f=0.
(4) Se ramener a la situation précédente en posant f(t) = g(u) ou u =
(5) Utiliser B,(P)(X,Y) = Z(k,h)e[OnQ p(k ﬁ)( )( )Xk(l X)nkyh(
Indication 4.4.2
(1) Montrer que deg P, < n— 2, puis que f(z) — P,(z) = x(;ggg avec deg Q < n ol Q = \w,
1

wn (o)

t_
b—
1—Yy)h,

et enfin que \ =
(2) wy(1) = %, utiliser la formule de Stirling.

Ensuite, In |w,(ai)| = o In <a + (2 ) Reconnaitre une somme de Riemann

puis utiliser la formule du pomt milieu ou une intégration par parties. On obtient

]fol In(a® + 2) dt — %mp(m)w < Lol oo avec f(£) = In(a? + £2).

(3) Montrer que pour « assez petit, on a % > 1.
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1 Montrons que N(f) =0 = f = 0, les deux autres propriétés étant évidentes :
Si[f(c)]+ ||f']] = 0 alors f(c) =0et ||f'|| =0 donc f" =0 ; comme f(c) =0 on peut écrire

f(z) = / f(t)dt =0 donc f =0 c.q.f.d.

c

1 1
N n’est pas équivalente a ||.||, en effet, si 'on prend f,(x) = —sinnz alors [[f,]| = — et
n n
1
N(fn) = —sinnc+ 1. (f,) est une suite convergeant vers 0 pour |.|| mais qui n’a pas de limite
n
pour N.

Solution 1.1.2

(1) On prouve facilement que N, vérifie Ny(Af) = [ANy(f) et Ny(f + h) < Ny(f) + Ny(h).
La condition cherchée est S = [0, 1] ou S est 'adhérence de {z € [0,1]|g(z) # 0} (c’est
ce qu’on appelle le support de g).
En effet : supposons que S = [0,1]. On sait que si Ny(f) = 0 alors f(z)g(xz) = 0
pour tout z de [0, 1] donc pour tout x tel que g(x) # 0 on a f(z) = 0. Comme f est
continue et que tout point x de [0, 1] est limite d'une suite (z,,) telle que g(z,) # 0 (par
hypothese) alors f(z) = nl_lgloof(xn) = 0. On a prouvé que Ny(f) =0= f =0.

Réciproque : par contraposée, si S # [0, 1] alors [0, 1]\ S contient un intervalle ouvert
|a, 8. On peut alors avoir Ny(f) = 0 pour une fonction non nulle sur l'intervalle o, 5]
qui s’annule en dehors. On a prouvé que si Ny(f) =0= f =0 alors S = [0, 1].
(2) Les normes N, et ||.|| sont équivalentes, il suffit de dire que |g| est continue et qu’elle
atteint son minimum strictement positif sur [0, 1].

Solution 1.1.3 Pour tout a € A, on a d(z,a) < d(x,y) + d(y, a) donc
d(z, A) <d(z,a) < d(z,y) + d(y, a).
d(z, A) — d(z,y) est un minorant de I'ensemble d(y, a) lorsque a € A donc
d(z, A) — d(z,y) < d(y, A).
On procede de méme avec y, on obtient alors
[z, A) - d(y, A)| < d(z,y)

donc 'application distance a un ensemble est une application lipschitzienne.

Solution 1.2.1

On écrit
(@0 = 2|2y — 2) = |2al* = (2al2) — (2l20) + 2]* = llzall? — 2(zal2) + |2
= M—HJJHQ — 2(zy — zl2) car (za|z) = (2, — xl2) + [l
— = —0
On a alors nkrfoo |zn — x| = 0.

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz : |(z, — z|y)| < ||z, — z||.]|ly|l qui entraine la
convergence faible et la continuité de la norme (conséquence ici de 'inégalité |||z, || — ||z]|| <
|z, — x||) pour obtenir hrf lxnll = ll2]].

n—-+0oo
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Solution 1.3.1
a) Le seul point fixe de f est a et f(R) C [0, a(1 + a?)].
2

a
f(a) = T2 ¢ < 1 a est attractif (|f'(a)| < 1)(u,) converge.
a
a > 1 a est répulsif, pas de convergence, les suites (ua,) et (ug,+1) convergent.
a =1 alors en étudiant les solutions de f o f(x) = x, u, converge vers 1 (racine triple).
b) f est contractante et f(R) C [—a + b,a + b] donc (u,) converge.

¢) On a f(z) = v < 2P = a ; par symétrie, on se limite au cas oz > 0 : f'(a'/?) =0

le point fixe est attractif. D’autre part, comme ab < %ap + ébq ou % + é = 1 alors

f(z) = a'/? donc, & partir de uy, la suite (u,) est décroissante ; (u,) converge alors vers
1/p

a’?.

Solution 1.3.2
(1) Soit [ = ] f

alors z,, — | = a"(x¢ — 1) (par récurrence) donc (z,,) converge (vers [) ssi

o) < 1.
(2) ‘Or|1 pose x = ax,,_, + [ alors z), = ) + 6, et comme J,, est une erreur d’arrondi sur
! on a |,| < %d.
(3) Ona ), —x, =2 + 0, — x, = (2,1 — Tp_1) donc &, = ac,_1 + 0.
(4) On a bien stur €y = dg et si g,_1 = nil dp—1 0k alors g, = nil ady,_1 10k + 0, d’olt les
k=0 k=0

relations demandées.
(5) On trouve par une récurrence simple que d,,;, = "% d’ott

1 — |a|n+1

e < S stk = g1
2 Tl

J

<—n
S 1|

Solution 1.3.3
(1) On fait le changement de variable ¢t = hu dans le reste intégral et on trouve
n thrl

o+ = 1) 410 oot g+ L (L= ) f (o 4 tha) e

o =) = 50 = @)+ oo (P 0w (0 s [ et

n!
o @) = f@ = h) Fla+h) = 2f(x) + f(z — D)
2

/ : "

lim = f/(a) et lim L — ().

(2) a) Le probleme est que l'on fait la différence de 2 quantités tres proches et que 'on
divise par une valeur h censée étre tres petite donc les calculs sont tres sensibles aux
erreurs d’arrondi qui ne manqueront pas.

b) On trouve immédiatement

T(h) = J'(x) + " (@) 4 L[ (<1 ()
+ m 1(1 — )" [ (z + thu) + (=1)" F" D (@ — thu)] du

2n! J,
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c¢) Apres un petit calcul on obtient

T = 1(0) = 45 O) = = L C ) + R,

On voit ici que lerreur est de I'ordre de h* et par itération de ce procédé, lerreur
sera successivement de l'ordre de h®, h® etc.

On obtient alors le tableau suivant :
h Ty T T T

0,0128 696,6346914

623,4601726
0,0064 641,7538023 625,3455055

625,2276722 625,3334226
0,0032 629,3592047 625,3336114

625,3269902 625,3334448
0,0016 626,3350438 625,3334474

625,3330438 625,3334257
0,0008 625,5835438 625,3334260

625,3334021
0,0004 625,3959375

a comparer avec la valeur approchée a 108 pres qui est 625,33344002.

Solution 1.3.4 On calcule les premiers termes de la suite (u,), ug = w3 = 1, uy = uz = 2,
5 13

5, Uy = 5 yoen )
. . , . —Uy + Up + N .
Montrons que la suite (u,) est croissante. On étudie u, 41 —u, = —————— et on souhaite

Unp
1+vin+1
2

de prouver que u, < x,. On va montrer ceci par récurrence sur n mais u, < T = Upi] =

Uy =

que cette différence soit > 0. Soit x,, = la racine positive de X? — X — n, il suffit

n

1+— > x,, cette inégalité ne permet pas de conclure. On va en fait montrer la double inégalité
u

suivante

vn > 17 Tp—1 < Up < Tp.

On vérifie que ceci est bien vrai pour n = 1, supposons la propriété vraie a l'ordre n/ On a
n

déja =, < Upiq puis U,y < 1+

1

=Tn_1+ . On vérifie alors, avec les expressions de

Tn—1 Tn—1

Tp et T, 1, que T, 1 + < x, ce qui acheve la récurrence.
Tn-1

Comme z,, ~ y/n on en déduit que u, ~ y/n mais on a mieux car
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Solution 1.3.5 Par le théoreme du point fixe on sait que a est unique.
On a ensuite

|un+1 - a‘ = |an + f(un) - f(a)‘ < O‘n‘un‘ + ﬁn + Q|un - a"
< an|un —al + an|a| + Bn + Q|un —a| < (an + q)|uy — a| + Tn

ol vy, = apa + B, — 0. On pose v, = |u, — a| et on choisit n > N pour que v, + ¢ < k < 1 et
Vn S €.
€
On a ainsi z,.1 < rz, +¢ pour n > N soit, en posant [ = T o+l -l <r(x, —1) <
—-r

3
r

n=N( d’ott 0 < @, <2

xn —1). On choisit alors n > Ny > N pour que 7"V (zy—1) < 11— 1—r

ce qui prouve effectivement que x,, — 0 et que u,, — a.

Solution 1.4.1 On considere la fonction f : 2z € E — d(z,A) — d(z, B) qui est continue
(classique) et on prend U = f~1(] — 00, 0[), V = f71(]0, +o00]).

Solution 1.4.2

(1) On va vérifier les trois axiomes de la norme :
e si N(z) = 0 : alors si on appelle M un majorant de ||y|| lorsque y € O, on aura
||z|]| < AM pour tout A > 0 donc ||z| =0,
e N(ux) = N(|ulx) = |u|N(z) (pas de probleme, on utilise la symétrie),
e N(z +y) < N(x) + N(y) : pour prouver ceci, on peut réécrire la définition sous
la forme : N(z) = inf{\ € R* | ; € O}. On sait alors que (pour z et y non

= Y Tty
€ 0, — —_—
N(y) J\]fézc))ﬂL N(y)
;. r+y x Yy N x s
écrivant =t + (1 —t)—— ou t = —————— et en utilisant
N+ NG N N T N@ + N)

la convexité de O on peut conclure ( et on remarque que O est la boule unité pour
N).

(2) Tout ouvert de (F, N) est un ouvert de (E, ||.||).

nuls) € O et il suffit de prouver que € O or en

N(z)

Solution 1.5.1 Si y € f(A) alors y = f(x) avec x € A donc il existe une suite (z,) € AN telle
que limz,, = z (cf. théoreme 5.7 sur la caractérisation séquentielle de 1’adhérence).

On a alors lim f(z,) = f(z) € f(A).
Contre exemple : f(z) = < sur [1,400],

f(A) :]07 1] = f(Z) # f(A) = [0’ 1]'

Solution 1.5.2
(1) Posons h(z,t) = f(t) — k||« — t|| alors, comme f est k-lipschitzienne on a, pour tout
ue A, f(t)— flu) <kt —u|| < k|t —z|| + k||lx — ul| soit
Wz, t) = f(t) = kllz =t < f(u) + K|z =]

ce qui prouve que h(z,.) est majorée sur A et que g est bien définie.
(2) Si z € A alors h(z,z) = f(x) < g(x) et, en prenant u = x dans I'inégalité du 1, on a
h(z,t) < f(z) donc g(z) < f(z) dou g(x) = f(x). On peut donc affirmer que g prolonge
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f.
h(z,t) = h(y,t) = k(|t — yll = ||t — =]]) < k[l — y| soit
Mz, t) < by, t) + kllz — yll < g(y) + kllz — y||

d'out g(z) < g(y) + k|| — y|| et par symétrie on obtient |g(z) — g(y)| < kl|lz — y||. g est
aussi k-lipschitzienne.

Solution 1.6.1 On a f(nz) = nf(z) pour n € Z, puis f(z) =L f(2).
Soit A € Ret A\, € Q tel que : lim\, = A. On sait que : f(A,z) = A\, f(z). Montrons que
lim f(A—Ap)z) =0

1
soit p, = m] alors lim p,, = +00 et ||p,(A — \,)z|| < 1 done, si M est la borne de f
sur la boule unité :
1 1
A=Al = |- £ =)o) | < a1 =0

d’ou
fOx) = F((A=An)x) + f(Anz) = A = An)z) + Anf(2)
—_—
—0 —Af (@)
en utilisant la propriété f(z +y) = f(z) + f(y).
Conclusion : f est bien linéaire et ce résultat vient compléter le résultat du théoreme 5.13 page

230.

Solution 1.6.2

(1) Par récurrence sur n :
la propriété est vraie pour n = 1, supposons la vraie a ’ordre n alors

fog" ' =(g"of+ng" og=ng"+g"o(fog)=(n+1)g"+g" " of

ce qui acheve la récurrence.
(2) On sait que : || o g]l < | f]lllgl] d’ot

nl|g" = |fog" tog—gog"tof]
<|Ifog" Mgl + llgll-Ilg" " o £l
< 2| f11lgll-lg™ M-

Comme ¢g"! # 0 (sinon, avec la relation du 1., on aurait ¢" 2 = 0 et, par une récurrence
descendante, g = 0 ce qui est impossible) alors :

n
. = =
1711-lgll > 5

ce qui est impossible.

(3) Conséquence immédiate du 2 car, d’apres le corollaire 5.30, on sait qu’en dimension
finie, les applications linéaires sont continues.

(4) Dans R[X], on prend f(P) = P’ et g(P) = XP alors fog—go f=1d.
Si on prend une norme sur R[X] qui confere a cet ensemble une structure d’algebre
normée alors g est continue, par conséquent la dérivation est discontinue (c’est le cas de

la norme N; définie a I'exemple (i bis) page 211 ou d'une norme N(P) = sup |P(z)| ou
zel
I est un segment de longueur non nulle).
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Solution 1.6.3 Si f est continue alors H = f~!(0) est un fermé donc H = H # E i.e. H n’est
pas dense dans FE. o
Réciproquement supposons H non dense, H est un espace vectoriel qui contient H (en effet,

si (z,y) € I alors z = hIJ{l Ty ety = hm Yn OU (x,) et (y,) sont des suites d’éléments de

H et donc \x + uy = 1115{1 Axn+uyn€H).

Si H # H alors 3a € H\ H : f(a) # 0, tout # € E s’écrit z = Aa+h ot h € H (avec \ = M)

donc H = E ce qui aboutit & une contradiction donc H = H, H est fermé.

Conclusion partielle : si H est non dense dans E alors il est fermé.

Posons maintenant a tel que f(a) = 1, a+ H est fermé (image réciproque de H par la translation
de vecteur —a), il ne contient pas 0, il existe donc une boule B(0, ) qui ne rencontre pas a+ H
(le complémentaire de a + H est ouvert). On sait alors que Vo € B(0,7), f(z) # 1.

Prouvons par l'absurde que |f(x)| < 1: si|f(z)| > 1 alorsy = x/f(x) € B(0,7) et f(y) =1 ce
qui aboutit a une contradiction. f est bornée par 1 sur la boule B(0,7) donc f est bornée sur
la boule unité (par 1/r). f est continue (conséquence de la remarque 5.1.14 qui est en fait une
équivalence).

Remarque : on peut aussi parachuter la solution suivante : si f est linéaire non continue,
montrons que H est dense dans E. Comme f n’est pas continue alors

Vn € N | Jz,, [f(xn)] = nllz.|-

1
w0 fun) = Tet [yl = <
f(zn) [F(za)]
f(a,) =0 donc (a,) € HY et a, — a ce qui prouve blen que H est dense dans E.

On pose y,, = . Soit @ € E on pose a, = a — f(a)yn,

Solution 1.7.1 Soit (z,,) une suite de Cauchy de E et (y,,) une suite d’éléments de A telle que :
[ — 2 || < % (on sait que c’est possible car A est dense dans E). (y,) est une suite de Cauchy
(on utilise I'inégalité ||yn1p — Ynll < |Yntp — Totpll + [|[Znsp — Tull + [0 — yanl|), elle converge
dans A, donc dans E et comme lim(y,, — z,,) = 0, (x,) converge dans F.

Solution 1.7.2 On prend la suite P, = X" qui appartient a la boule unité pour les 2 normes
et on ne peut extraire de suite convergente.

En effet, si (P,) tendait vers P un polynéme pour 'une de ces deux normes, soit p le degré de
P. Si on choisit n > p+ 1 alors N;(P — X™) > 1 (pour i € {1,2}) ce qui est contradictoire.

Solution 1.7.3

(1) Noncar : A={y >0,y > 1}, B={y <0} ne conviennent pas.
(72) Oui car : f : (z,y) — d(z,y) est continue, en effet

| d(z,y) — d(,y)] < [d((z,y) = d(z’,y)| + [d(z', y) — d(z’, )| < d(z,2") +d(y, ¥)

donc f est 2-lipschitzienne. Or une application continue sur un compact (Ax B) atteint
son minimum.
(737) Oui car on peut se ramener au i¢ en remplagant A par A’ intersection de A avec le

compact B’ = {x € R? | d(z, B) < 2d(A, B)}.
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Solution 1.7.4

(1) Soit ‘H l’ensemble des parties équilibrées contenant M alors M= ﬂ H. Soit X\ tel que
HeH
Al <1letx e Malors VH € H, x € H donc Az € H i.e. A\x € M et donc M est une
partie équilibrée.
(2) Soit M' = { x|\ € K, |\| < 1,2 € M}, on va prouver que

M = {Mhe K|\ <l,z e M}y =M.

M’ est une partle équilibrée qu1 contient M smt M’ € H done M C M.

Comme M C M on a AM C M done M’ C M. -

Si on définit ¢ : (A, z) — Az alors ¢ est continue et M, qui est I'image continue de
BxM compact, est donc compact (cf. théﬂéme 5.22 page 23}).

(3) Si M est fermée, on ne peut pas dire que M est fermée ;
prenons par exemple M = {(z,y) € R*|zy = 1} alors

]/\/[\:{(x,y)ER2|x:y:00u0<xy<1}

n’est pas fermé.

Solution 1.7.5 Comme A? est compact (produit de deux compacts cf. proposition 5.1.19 page
234) il existe une suite extraite (ay(n),by@m)) qui converge dans A. Les suites (ag@m)) et (bym))
sont de Cauchy donc

Ve >0, dN, Vn> N, VpeN d(%(n),a@(nﬂ?)) <eg,

de méme pour (b,).

Or d(a, apmip)—pm) < d(apm), a@(nﬂ?)) < ¢ (on sait que d(z,y) < d(f(x), f(y)) donc, par
récurrence sur k, d(z,y) < d(f*(z), f*(y))). De méme on a d(b, bynip)—pmn)) < €, ce qui prouve
le premier point en posant k = ¢(n + p) — ¢(n) > 1. On a aussi immédiatement f(A) dense
dans A car ax, = f(ar_1) et d(a,ax) < e.

On a ensuite d(f(a), f(b)) < d(fx(a), fr(b)) < d(ag,a) + d(a,b) + d(b,bx) < d(a,b) + 2¢ et ceci
pour tout e d’out d(f(a), f(b)) < d(a,b) ce qui assure 1'égalité d(f(a), f(b)) = d(a,b).

f est continue, f(A) est compact (cf. théoréme 5.22 page 234) donc fermé et comme il est
dense dans A alors f(A) = A, f est bien une isométrie de A sur A.

Solution 1.7.6 L’application qui a z € A fait correspondre d(z, f(z)) est continue donc elle
atteint ses bornes sur A compact (cf. remarque 5.1.18) ; il existe donc y € A tel que ¢ =

d(y, f(y))-

Si ¢ > 0 alors d(f(y), fo f(y)) < ¢ nous donne une contradiction c.q.f.d

Solution 2.1.1 ||P||=0=Vp € [0,n], P(x,) = 0= P = 0. Les autres axiomes sont vérifiés.
L’inégalité vient de I’équivalence des normes en dimension finie (théoréme 5.2/ page 235).

Solution 2.1.2 Soit € > 0 alors il existe N € N tel que n > N entraine |a,+1 — a,| <€

a étant une valeur d’adhérence, il existe Ny > N tel que ay, < 7 (en prenant une sous-suite
convergeant vers «), de méme (avec (3) il existe p € N tel que an,+, > 7.

Soit I = {k € [Ny, N1 +p] | ap <~} alors,sil =maxI,onaaq <~y < a4 etar;—a <edonc
la; — 7| <e

. . . . 1 . .
On prend alors successivement € = 1 d’ou 'existence de [y, puis € = 5 N > [ d’ou l'existence



8 SUITES ET FONCTIONS

, . . 1
de lo, et par récurrence, si on suppose construit I, tel que |a;, —| < — alors, en prenant N > [,,,
n

] 1
on a l'existence de [,41 tel que |a;,,, — 7| < S

Conclusion : v est valeur d’adhérence de la suite (ay,).
On a donc la propriété suivante : A est un ensemble connexe de R (s'il contient deux points «
et [, il contient le segment [«, 5]. A est bien un intervalle de R (cf. propriété 3.1.8 page 50).

Solution 2.1.3 Soit a un point d’accumulation de A et a; € D(a,1) N A (D(a,1) désigne le
disque ouvert de centre a, de rayon 1). On construit par récurrence la suite (a,) de la maniere
suivante :

an+1 € D(a,r,) N A, our, =d(a,a,).
Les termes de la suite (a,) sont tous distincts et appartiennent a A donc A contient bien une
infinité de points.
1
Soit a le seul point d’accumulation de A, posons A, = {z € A|— < d(a,z) < n} : A, est fini
n

(sinon on aurait un deuxiéme point d’accumulation). Soit B = U A, alors BU{a} C AU{a},

neN*
siz€ A x#aalors3IneN: ze A, donc AU{a} C BU{a}.

A est donc dénombrable.

Solution 2.1.4 Soit f : (A,B,C) € K* — A(A,B,C) € R ot A(A, B,C) désigne l'aire du
triangle (A, B,C) : f est continue (cf. Question (i) page 27). K est un compact en tant que
produit de compacts (proposition 5.1.19 page 234 ) donc f atteint son maximum sur le compact
K3 (remarque 5.1.20 page 234).

Solution 2.1.5
(1) a) AN B est le plus petit fermé contenant AN B or AN B est un fermé contenant
ANB.
Contre-exemple (n =2) : A= Q% B =R?*- Q%
b) AUB C AUB (car AU B est un fermé qui contient AU B) et si z € AU B alors :
v € Aoz € Bdoncre AUB.
(2) a) Sic, = a,+b, est une suite convergeant dans R™ vers c alors il existe (ay, ) sous-suite
convergente dans A donc (c,, ) converge vers ¢ dans C.
b) Contre-exemple (n =2) : A= ZxR, B = Zv/2xR.
(3) On a: Vx € A,z + B ouvert et comme A+ B = U (x + A) réunion d’ouverts, on peut
x€A

conclure.

Solution 2.1.6 L’application qui a une matrice fait correspondre son déterminant est une ap-
plication continue en tant que fonction polynomiale des coefficients de A (voir Définition 2.1.3
page 180 d’'une fonction polynomiale), comme R* est un ouvert, son image réciproque par
I’application déterminant est un ouvert.

Si A est une matrice non inversible, alors il existe § > 0 tel que pour tout £ €0, §[, A+el, soit
inversible (¢ est la plus petite vap non nulle en valeur absolue). Ceci prouve la densité.
L’ensemble des matrices non inversibles n’est pas borné (si A n’est pas inversible, AA n’est pas
inversible non plus pour tout A), il ne peut étre compact (sauf si n = 1.)
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Solution 2.1.7 Soit (g;) une base de vecteurs propres de M dans R", on définit la norme N(x) =
i |z;| ot les z; sont les coordonnées de x dans (g;). M considéré comme endomorphisme de R" a
Zp:olur norme Ry;. On utilise ensuite I’équivalence des normes en remarquant que N(M?) = RY, :

a'’? Ry < ||Mp||1/p < LYPRy,.

et on passe a la limite quand p — +oo0.

Solution 2.1.8 On considere f : A € M,(R) — A.AT € M, (R). f est continue grace a la

continuité du produit matriciel.
n

Comme O(n) = f~'(I,), O(n) est fermé et vu que Y a;;* = 1, alors sup, ; |a;;| < 1 donc O(n)
i=1

est borné.

Conclusion : O(n) est un fermé borné en dimension finie, ¢’est un compact (cf. corollaire 5.26

page 230).

Solution 2.1.9 Il faut utiliser la propriété caractéristique des fermés : d(z, A) = 0=z € A ;
les deux premiers axiomes se démontrent alors assez bien.
Montrons que h(A, B) < 6(A,C) + §(C, B) : on part pour cela de I'inégalité :

V(z,y,2) € AXxBxC, d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

Ce qui donne d(z, B) < d(z, z) + d(z,y) pour tout y donc d(x, B) — d(z, z) est un minorant de
{d(z,y),y € B} dond(x,B) < d(z,2) + d(z, B). On a alors

d(z, B) <d(z,2) + h(C,B) <d(z,z) + 6(C, B)
< d(z,C) +6(C, B) en prenant la borne inférieure sur les z € C
< h(A,C)+6(C,B) <6(A,C) +6(C, B)

et, en prenant la borne supérieure sur = € A, on arrive a h(A, B) < 0(A,C) + §(C, B) et, par
symétrie, h(B, A) < §(A,C) + §(C, B). En conclusion §(A, B) < (A, C) + 6(C, B).

Solution 2.2.1

(1) g est évidemment continue car c’est le rapport de 2 fonctions continues qui ne s’annulent
pas. On peut méme affirmer que g ne s’annule pas.

(2) A est convexe donc connexe par arcs dans R?, g(A) est connexe par arcs et ne contient
pas 0, on a donc soit g(A) C|] — 00, 0] soit g(A) C]0,4+o00]. Dans le premier cas, f est
strictement décroissante et dans le deuxieme, elle est strictement croissante.

Solution 2.2.2

(1) a) F est un espace de Banach, si (z,,) est une suite de F' convergeant dans E alors c¢’est
une suite de Cauchy dans F, elle converge donc dans F' et F' est fermé.
b) Il suffit de faire une homothétie.
¢) Immédiat !
d) Comme F est fermé et distinct de E alors il existe z € E tel que d(zx, F') # 0. Grace

1
a la deuxieme propriété, on choisit A pour que d(Ax, F') =

DO |

Soit f 1y € F i+ || Ax+y]|, f est continue de F' dans R donc, comme F est connexe
1
par arcs, f(F') est un intervalle de R. Comme d(\zx, F') = 5 alors |1/2, +00[C f(F)
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donc il existe y tel que |[Az 4+ y|| = 1.
Conclusion : il existe un élément de £ de norme 1 et dont la distance a F vaut 1/2.
(2) On prend x; sur la sphere unité puis, grace au résultat de la question précédente, en

prenant F' = Vect(zy,...,7,-1), on sait qu'il existe z,, satisfaisant les conditions de

I’énoncé.

On ne peut extraire de suite convergente de la suite (z,,) car, pour toute suite extraite,
1

on a d(Zpm); To(n-1) > 5

Solution 3.1.1
(1) Soit B, = Y a, alors
p=1

nOt

By = 14 B B,.
a=(1+55)

1
En considérant la série A, 1 — A,, on prouve que (4,) a une limite finie ssi o > ) (donc

la série Y a, a une somme strictement positive).

En effet
A1 — A, =B, —InB, =1 (1 (_1)n)
n+1 n = 1N Dpiq n o, =In +
/rLOC
_ =t
ne "
ol Uy, ~ 52 (on a écrit le développement limité de In(1+z) au voisinage de 0). Comme
n (6%

. n
la série ) ( a) est une série alternée, elle converge et donc la nature de la série aux

différence > A, 11 — A, est la méme que celle de la série > u,,.

1 N
(2) Pour a < 3 cette somme sera nulle car A, — —oo (on a Y u, — 00).
n=1
+o0 (_1)k+1
Solution 3.1.2 Comme ) = In 2 on sait que (u,) tend vers 0. Posons s, =1n2—r,,
k=1

on sait que (théoreme des séries alternées) |r,| < 1 et que r, est du signe de (—1)",

1 1 1 pntl
on a méme, en exprimant que — = / 2, r, = (—1)”/ dz. La suite (r,) est
0 0

k 1+
+oo
décroissante (on peut aussi regrouper les termes par deux) et Y r, converge par le théoreme
n=1

des séries alternées.
On aura alors e = 2e™™ = 2(1 — 1, + 212 + o(r2)) et u, = In(1 — 2r, + 12 + o(r2)) =

. . = 1
=21 = v+ ofr), s converge ainsi que 3 car v < sy

Conclusion : la série est bien convergente.

Solution 3.1.3

(1) Les degrés sont étagés donc la famille est bien une base. Si AP(X) = P(X +1)— P(X)
on a:

XX -1)(-)X-p+2)
(p—1)! ’

AP(X)=a1+aX +---+a,
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XX =1 )X—p+k+1)
(p—k)!

et donc

de méme A*P(X) = ap + a1 X + -+ + a,

| |
(2) On peut écrire P(n) = ag + a1 —— - w

(= 1) o apﬁ et donc
X P(n ay - i wlk e
ZO%—(OJerL +H)€:Z<Z(_1) (h)P(k—h)>E
P (L (—1)h PU
(g

=0 h=0

Solution 3.1.4 D’une part u, ~ 4%12 donc la série converge.
D’autre part,
n*+9n+5 1 5 5 1
Mt D)2n13)@nt5)n+d)  3m+1) 2@ni3) 2@n+5)  3nid)

en décomposant la fraction rationnelle. On a donc

N LN N N TR
un = —— —
;) BnZOn-I— ZQn—f-S ;02n+5+3n0n+4
B 1NZ+:11+1N+41 +5NZ+:1 1 5
B 34<n 34<n 2 £~ 2n 2 2n - 1
n=1 n=4 , N n=1 n=2
:_%_%_%+3(N1+2)+3(N1+3)+3(N1+4) :E_m
et, en passant a la limite on obtient
) FEE S S S N
"3 6 9 6 9
i n?+1
Solution 3.1.5 v, =In————— = v, — v,_; ot v, = In(n? + 1). On a donc une série aux
(n—1)2+1
N +o00
différences donc > u, = vy —v_1 et > u, diverge car la suite (v,) diverge (cf. exzemple (iii)
n=0 n=0

page 258).

Solution 3.1.6
Toutes les séries qui interviennent dans cet exercice sont des séries télescopiques.
H—(n—-1
e On écrit — = (ntD-(n—1)
n? 1+ n—-1)(n+1)
(cf. question (i) page 37).

et on utilise la formule d’addition des Arctangentes

2
On a alors Arctan — = Arctan(n + 1) — Arctan(n — 1) d’ou
n

N
Z Arctan Z Arctan(n+1) Z Arctan(n —1) = Arctan N + Arctan(/N +1) — Arctan 1.

3 . ..
La somme vaut 1 en passant a la limite.
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1 1

e Avec ——— =
nn+1) n n+l1

on a u, = tan L — tan ——. la somme vaut tan 1.
n n n+17

V!
L+ V()1 +vn)

donc v,, < ——= d’ou limv,, = 0, la somme est égale a 1.

vn+1
g—ntl 2" 2 1

T
e Ona: 2 "th— = — d’ou la somme :
2" thzt  ths’

0r1+\/E>\/k‘—|—1

e Le terme général vaut v,,_1 — v, ou v, =

th2r «

Solution 3.2.1 Comme la fonction logarithme est croissante, la premiere propriété est équi-

1
valente & u, < — et la régle de Riemann permet de conclure (cf. application (ii) page 240).
n

) . 1 o
Dans I'autre cas la propriété est équivalente a u,, > — donc la série diverge.

n
Le critere de convergence logarithmique de Cauchy est alors immédiat.

Solution 3.2.2

2n
Son — Sp = E Uk

k=n+1
= NUoy,

en minorant chaque terme de la somme par us,. Comme lim (sy,—s,) = 0alors lim 2nuy, =

n——+00 n—-+00
0.
Puis (2n + 1)ugpi2 < (2n + Dugni1 < (2n 4 1)ug, d'out lirf nu,, = 0.
1
La réciproque est fausse, prendre u,, = —— qui est le terme général d'une série de Bertrand

divergente (voir la question (i) page 244 sur les séries de Bertrand).

. al(bl —b) ‘I—(lg(bg —b) +—|—an(bn —b)

Solution 3.2.3 Avec s, = a1+ -+ a,, u, — b= on
Sn
procede ensuite comme avec Césaro en tenant compte du fait que lim s, = 4oc0.
n—-—+0o

ar+as+---+ay
n

Solution 3.2.4 On utilise l'inégalité : (aias...a,)"" (inégalité des
moyennes cf. question (iii) page 73).
Comme la série converge, lim a, = 0 donc une simple application du théoreme de Césaro

n—-+00

fournit le résultat.

1
Solution 3.2.5 On utilise la relation Arctanz = g — Arctan — pour = > 0 (cf. théoréme 2.4

page 36).



SUITES ET FONCTIONS 13

Si a # 0 alors

1
u, = Arctan — — Arctan
n n—+a

La série est absolument convergente. f est croissante et si p est un entier, on peut écrire
m Pl 1

f(p) = =+ >_ Arctan — donc lim f(p) = +oo.
2 n=1 n p——+00

Conclusion : _lirll f(a) = +o0.

Solution 3.2.6

(1) C’est la regle de Duhamel (cf. application (ii) page 241) : si o > 1 la série converge,
a < 1 la série diverge.
(2) e Sia> 0lasérie est absolument convergente (on majore |a— k| par a+k et on utilise
le 1.).
e Sia < —1 la série est divergente car |u,| > 1, [a — k| = —a+k >k + 1.
e Pour —1 < a <0, on a une série alternée : u,, \, a partir d'un certain rang et In |u,|
est attachée a une série divergente i.e. u,, — 0.

. . [EN s’ . . s . \ a’n \ s, .
Solution 3.2.7 Si Y a, converge, alors la deuxieme série qui est équivalente & — ou s désigne
s

la somme de Y a,, converge.
Si la série > a,, diverge, alors s, — 400 ou s, désigne la somme partielle de > a,,, donc ¥n,

Sna . Gpi1 Apt Snip — 8 1 ) L. an .
Ip: L >2doltt —— 4.4 2 5 P ">§et en conclusion la série >~ — diverge.

Sn, Sn+1 Sn4p Sn, Sn,

. g . a a
On peut aussi dire que, si Y — converge alors b, = — — 0 donc
Sn Sn,

bn —1_ Sn—1 ~ —In (Snl)
Sn Sn

’ N Sn—1 . .. .
d’ott 3~ In =2=* converge soit (s,) a une limite i.e. »_ u, converge.
Pour la troisieme série, il suffit de faire les encadrements

2" Aont1 < Qonyq + -+ Qgnt1 < 2" agn

en utilisant la monotonie de la suite (a,,).

Solution 3.2.8 La relation peut encore s’écrire : 4v,11(Vpy1 — Un) = Up.

e Si la suite (v,) converge alors soit [ sa limite, on a v,41 <[ car cette suite est croissante

donc
Up < 4l(vn+1 - Un)a
“+o00o
la série > u, converge car elle est majorée par la série télescopique de terme général
n=0

4l(vpe1 — vy,) qui converge.
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+00

e Réciproquement : si la série ) wu, converge alors
n=0

4vg(Vpg1 — 1) = 4 Z Vo (Vg1 — k)
k=0

n

<4 E Vk41(Vk41 — Ug) car vg < v

k=0

n —+00
= E Up < E Uy,

k=0 k=0

donc, la suite (v,) est croissante et majorée, elle converge (cf. théoréme 5.3/ page 239).

Solution 3.2.9 Soit * = TxZgr_1 ... To un nombre a k chiffres (z; # 0). On aura en tout, entre
10% et 10" — 1, 8x9* nombres qui ne contiendront aucun 5 (on a 8 choix pour x;, et 9 choix
pour les k autres termes), d’otl en notant A lensemble des nombres compris entre 10* et
101 — 1 (au sens large) et ne comportant pas de 5 dans leur écriture :

1 8x9*
> <
n 10%

neAy

en majorant chaque terme de la somme par ToF- Les sommes partielles de la série considérée

sont majorée par une suite géométrique de raison 0,9 ; il y a bien convergence.

Solution 3.2.10 On a s,.1 — s, = n(u, — uyy1) = 0, la suite (s,) est croissante et majorée
donc converge (vers s). On écrit alors :

n+p—1
Sn4p — Sn = Z k(uk - uk-{—l) > n(un - un-l—p)

k=n

n
en minorant k par n. En passant & la limite sur p on a nu, < s — s, — 0 et comme Y uy =

k=1
Sp + nu, alors la série Y uy, converge et on a
“+00
Zuk = lim s,
n—-4o0o
k=1
) .. Uy + 2uy + -+ -+ nu NSy, — (S1+ 82+ -+ Sy .
Solution 3.2.11 On écrit que — 2 L el G n-1) (ou s, =

n n
n

D Uk).
k=1
Pour le (7), on utilise la convergence au sens de Césaro de la suite s, le résultat est alors

immédiat.
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Pour le (i), on a (pour n > 1)

up+2us+ -+ nu, ns,—(s1+--+8-1) nsp—(s1+--+5,-1)

n(n+1) n n+1
n Spt S St Sy
= Sp — Sn — +
n+1 n n+1
_81+82+"'+Sn_81+82+"'+Sn_1
a n+1 n '

on a une série aux différences d’ou

Nu1+2u2+~-—|—nun S1+ 82+ -+ 8, .
Z = — lim s,.

— n(n+1) B n+1 n—+00
N 1 n N N
(On peut aussi écrire que Sy = Y (7 > pup) = > wu; — »_iu; (par Fubini).)
o \n(n+1) =1 i=0 i=0

1
Solution 3.2.12 On trouve (apres calculs !) a = —1,5 = o donc
T

N : 1 i b

1 "ot N+ g)tdt —sing 72 " 1
2_2:/ (__t)slﬂ( 2) Sl 5 :ﬂ-__/ g(t)sin(N+§)tdt
el 0 0

n 2m 2 sin % 6
_

75 2T est une fonction de classe C* sur |0, 71]. En 0 elle se prolonge par le théoréme

sin %

2

du prolongement dérivable (cf. théoréme 4.10 page 72) car, apres calculs, on prouve que ¢’ a

une limite en 0.
On obtient alors le résultat apres une intégration par parties (on dérive g et on intégre le sinus).

ou g(t) =

Solution 3.3.1 Le sens direct est évident. l

Réciproque : on se ramene tout d’abord en 0, si v,, — [ alors on pose v}, = v, —l et u,, = u, — =

3

et on a encore v;, = 2u, ,, + u),.
On s’inspire de la résolution des équations différentielles pour exprimer u, en fonction de

—1 n
v,. Les solutions de I'équation homogene sont de la forme w, = (7) ugp et si on cherche
—1 ' n—1
Uy = 5 w, on obtient —wy, 41 + w, = (—2)"v, soit w, = wy — »_ (_Q)k’Uk-
k=0

Or 2kv, = 0o(2%) car v, — 0 donc w,, = 0(2") par sommation des relations de comparaison.
Ainsi on peut conclure u,, = o(1) — 0.

Solution 3.4.1

e diverge (u,, tend vers +00),

e diverge.
En effet en utilisant la formule tana — tanb = tan(a — b)[1 + tanatanb| appliquée a
a=—" et b= " =1 on obtient
dn +1 4
tan 4:1 1~ tan% = tan <m(4n —4n —1)|(1 + tanatanb)

N ' ~2

T
16n

~
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33'2

N 7T m
d’ou tan — cos — = tana — tanb + 1 — cos — et comme 1 — cosx ~ — quand
dn + 1 n n 2
x — 0, on en déduit que
™ T 7
tan —COS — ~ ——
dn+1 n 8n

ce qui permet de conclure a la divergence grace a la regle de Riemann (cf. application
(71) page 234).

® U, ~ ehn converge.

En effet,
1
n(n+1) _ Inn+In(l1+1/n) Clie
Inn Inn
In(1+1 1 1
ou e, = n(l+1/n) = +0 . On écrit ensuite que
Inn ninn n2lnn
Inu, = —n*In(l +¢,) = —n? [6n +0 (6%)}
= —n?, 1) = —© 1
n-e, + o(1) o + o(1)

‘ot . P 1 "9l 1
d’out u,, ~ emwmn. Pour conclure, comme ——— + 2Ilnn — —oo quand n — +o0, alors
nn

n N /7 .
n%u, ~ exp “n +21n n] — 0 d’ou la convergence de la série.
nn

® u, ~ 2n~%Inn converge ssi a > 1.
En effet, on a
n—+e
n

In(n+e¢) = <1+%) [lnn—i—ln <1+%)}
~(1+2) o 20 (2)]
zlnn+5ln7n+0(%)

et, en prenant I’exponentielle on arrive a
n+e | ]
nn
(n4+¢e) n =nexp {5— +0 (—)} =n+elnn+0(1)
n n

et, en faisant la différence (¢ = 1 moins e = —1) on a
n+1 n—1
(n+1) n —(n—-1) n =2nhn+O0(1).

On peut alors conclure grace aux séries de Bertrand (question (i) page 244).
e On a u, — 1 donc la série diverge.

En effet
1 1§n:1 (1+%) 1§n: “ Lo
nu, = — n —) == — —
n < k n i k k2
. ) . Inn
et on utilise I’ezemple (i) page 244 d’ou Inu, ~ a— — 0.
n

..
® Uy ~ e divergence.

e n%u, — 0 d’ol1 la convergence.
En effet

n*u, = exp [(hl n)* +2mn — n(ln(ln n))]
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(Inn)>  2Inn

et (Inn)?+2Inn —n(ln(lnn)) = —n|In(lnn) —
S—— n n

- g
— 400 v
—0
. , nin??2 nin’n . .
e On utilise I’encadrement < Up < : convergence ssi o > 2 (on utilise les

n n
séries de Bertrand cf. question (i) page 244 ).
e On pose z = tanf et on est ramené a une intégrale de Wallis, il y a divergence.

. . 1 .
e On majore sinx par x et = par 1 d’ou u,, < 14 06 qui assure la convergence par la
x n

4
regle de Riemann.

/2 1
e Wallis a encore frappé ! On sait que [, = / sin"zdr = O (—> donc u, =
0 vn

1
O (—> d’ou la convergence de la série par la regle de Riemann.
ny/n

Solution 3.4.2 La fonction ¢ — In®¢ est croissante donc pour tout k& € N* on a

k k+1
/ 1n2tdt<1n2k</ In?tdt < In*(k +1)
k k

-1

n
et, en posant I(n) = / In?tdt, en faisant la somme de ces inégalités pour k variant de 2 &
2

n — 1 on arrive a
n—1
I(n—l)g/ In?tdt < S, 1 <I,<S,—1In*2<8S,
1
et comme I(n) = (In(n))*n — 2nln(n) + 2n — 2 (In(2))* + 4 In(2) — 4 alors I(n) ~ nln*n

d’ou I(n — 1) ~ I(n) et par conséquent S(n) ~ I(n). On a finalement un équivalent de w,, :

Uy, ~ d’ott Y u,, converge ssi a < 0 (on utilise les séries de Bertrand cf. question (i)

ni-eIn’n
page 244).
Solution 3.4.3 f'(z) = g — Arctanz > 0 donc f est strictement croissante sur R7 et
1 T
hril (x) = 400 (car f'(x) ~ — est non intégrable sur [0, +oo[ et f(x) = / f'(t)dt) donc f
T—+00 T 0

admet une application réciproque f~! strictement croissante tendant vers +oo en +oo.

1 T
On écrit ensuite que f(z) = / (g — Arctant) dt —I—/ (g — Arctant) dt. Puis on développe
0 1
g — Arctant en utilisant la formule du théoréme 2.4 page 36 soit

1 1
g — Arctant = Arctan 7 = n +9(1)

1
ou g(t) ~ ~33 d’olt en intégrant on obtient

f(x):a+lnx—|—/zg(t)dt:lnx—i—b—l—o(l)

car t — ¢(t) est intégrable sur [1, +oo[ ce qui entraine 'existence d’une limite pour / g(t)dt.
1

On applique cette derniere relation & z = f~!(Inn) qui tend bien vers +oo lorsque n — +00, on
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obtient Inn = In(f~!(Inn))+b+o(1) et donc, il existe une constante ¢ telle que f~!(Inn) ~ e°n,
la série converge ssi v < —1.

Solution 3.5.1

(1) n=*™h" X\ 0 donc convergence.
En effet Inu,, = —thn.Inn décroit vers —oo, la convergence est alors une conséquence
du théoreme des séries alternées.
n

-1 —
2) (a>0) uy, — = = v, diverge ssi 2o < 1.
2) (0> 0) w2 = g
En effet, pour a > 0, la convergence de > u,, est équivalente a la convergence de ) v,

or v, ~ ——. Sl a < 0, u, ne tend pas vers 0 donc il y a divergence.
n

1
(3) A.C.ssi o > 1 (Juy| ~ —

Et por 0 << 1:
(2n+1)a—(2n)a—1} N —1
(2n(2n + 1)) (2n(2n + 1))«

Uy + U2n+1 = In |:1 +

1
Cssia>—.

(4) Non convergence car |u,| — sin Z.

1\ /3 ’
En effet sin lwn (1 + —)
n

— sin { (1 + Si +0 (;2»] — (—1)"sin [g +o(1)]

(5) Pour 2km — T <lnw < 2%kn+ 2 ,on a cos(lnz) > 3 donc, avec ny = [e*773] | ny =

x n2 o cos(lnm) 1 22 1 1 1 '
25 S = > ny —ny) ~ = (1 —e27/3) on a diver-
[ ] n:%;rl n 2 n=%1:+1 n 2%2( 2 1> 2 ( )
gence.

On a utilisé le critere de Cauchy.

(6) Encore Wallis.
(=D" 1
(7) u, = + O | —= | converge.
\/ﬁ nb/2

1 1 1
En effi in— =— — .
n effet \/ﬁsmn \/_+\/HO( >

(8) 0 <uy, < (2 —+3)"r converge (on utilise la majoration sinz < x pour z > 0).
(24 V3)"r = 2km — (2 — v/3)"7 on a donc convergence.
En effet

2+V3)"+(2—V3)" Z (p)Q" p3p/2+z ( )2" rgp/2

p=0

/2]
-2 Z ( )2”—261?# — 2k

ol k € Z donc sin[(2 + v/3)"71] = —sin[(2 — V/3)"x].
9) lal <v2: D, la| >v2: C, |a] =+v2: A.C.
1 n
En effet |u,| = la] . SiJal < 2 alors |uy,| <
n?+1\ 2
la| > 2, u,, — 400, on a divergence.

1 donc on a convergence, si
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1
(10) u, = (=1)""!sin (% +0 (ﬁ)) converge.

En effet

T T A T 1 1 1 1
5 €O —mne —5{1%—0(?)}—7?71[1—5—%2—712—1—0 3

3 T 1
= — —— —+0
n7r—|—2 2n+ ( )

s 1 3
d’ott le résultat annoncé u,, = (—1)"!sin (2— +0 (—2 carcos [ —nr+ —+a | =
n

2
1 1
(=1)"!'sina. On a ensuite sin ~ 10 = —+ 0 donc u, =
2n n? 2n
—1 n—1 1
u + O | — | somme de deux séries convergentes.
2n n
-1 n—1 -1 n—1 1 1
(11) u, = =V D + vy, or chaque terme de v,, est majoré par et

n+1 nn+1) nn+1) n—1
ilyenan—1= |v,] <1, ona donc convergence.

En effet, on réécrit la somme des termes du numérateur dans l'ordre inverse et on
=214+ (=1)"3(n—2)!

particularise les deux premiers termes. On a alors v, =

(n—1)!
n—=k)! 1
et En_1;| < p— pour k > 2
400
Solution 3.5.2 On a In Yot _ 2 + w, ou Y w, converge absolument (w, = wv, +
Unp, n n=1

@) [(g+vn>]) Donc
n
u Ug11 Up, 1
1 =In— =— — = —«al W,
;n u nu1 azk—i—Zwk alnn +

ou W,, a une limite W (ici, on a utilisé le résultat de I’exemple (i) page 244 Z

o(1)).

On aura alors u,, ~ — ot C' = €. On peut conclure a la nature de la série de terme général
(0%

=lnn+~vy+

n
u, grace a la reégle de Riemann (cf. application (ii) page 240).
Application :

Upi1 | 1 1 1 1
. vn + sm\/?m 6(n—|—1)+0((n+1) ) 6n+0(n2>

d’ou u,, ~

—— donc la série diverge.
n1/6

Solution 3.5.3
a
(1) up, ~ — ou k = deg@ — deg P d’ou I'équivalence grace a la reégle de Riemann (cf.
application (i) page 240).
(2) Supposons que deg ) = 1+ deg P alors u,, = — —|— O ( ) donc (—1)"u,, s’écrit comme
une somme d’une série convergente et d’une série A.C. La réciproque est immédiate si
I’on tient compte de la condition lim u,, = 0.
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Solution 3.5.4 On utilise I'inégalité : = <
n

1
Pas de réciproque (prendre a,, = —).

Vn

Solution 3.5.5
(1) Il'y a équivalence entre la convergence des séries Y | u,, et Y w, car |u,| — 0 et la somme
partielle de la série ) w, correspond a une suite extraite de la somme partielle de la

série Y uy,.
8n +3

(4n +1)(4n + 3)(2n + 2) ™2
(2) Effectivement, on retrouve tous les termes de la suite v, avec ugyr1 = Vgps1, Uspro =

donc converge.

Or w,, =

Vipt3 €1 Uspy3 = Uzpya.

. , e . 1
(3) On procede par récurrence en utilisant la relation : wspi1 + uspro + usprs = e
p
1 n 1 1 1 1 n 1 1 N 1 C
— -t = . Comme
dp+2 4p+3 4dp+4 2p+1 2\ 2p+1 2p+2
1 1 > d
T _:_Z i /_lenz,
p+1 P+ &
Ty
+o0 3
on en déduit bien le résultat > u, = 3 In2.
n=1

Remarque : la fagon d’additionner les termes de la série > v, a une influence sur
la somme de cette série. En fait la série Y v, ne correspond pas a une série AC, on
peut d’ailleurs prouver que, en choisissant convenablement o permutation de N, on peut
avoir, pour tout réel x donné a ’avance,

+oo
E Vo, = T
n=0

Solution 3.5.6

1 1 1
(1) On décompose la fraction rationnelle —— = — + (relation va-
m2 — n? 2m \m—n m+n
1
lable méme si n = 0). On a alors = le terme en — ne doit pas
) n>LZn¢m m2 —n?2  4m?2 ( 2m P
étre écrit).
En effet on a
m—1 m+N
1 1 1
2_ .2 2 _ .2 2 _ 2
Z m2 —n m2 —n + Z m2 —n
n<m+N,n#m n=0 n=m+1
m—1 m+N
1 1 1 1 1
=— +
2m<nzzom—n m-+n n;rlm—n m+n>

B I S o)

p= o1 P
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en réécrivant chaque terme de la somme

p=1 p=
1 1 2m—+N 1
T am? | 2m »
p=N+1
0

car dans la derniere somme, on a un nombre fixé de termes (2m) qui tend vers 0 quand

N — +oo0.
1 .
+o0 T2 sim=#0 oo /4o L 2
(2) On trouve alors > Uy, = § 2% .Dou Yo (Y | =———=——
n=0 T : _ m=0 \n=0 24 6 8
— Sim= 0
+oo [/ 400 2
et par le méme calcul (en changeant de signe) : (Z umn) =3
n=0 \m=0

Solution 3.5.7 u, ~ (2 —v/3)" et comme 0 < 2 — /3 < 1 alors : > u, converge.
Il en est de méme pour » v, car

+V3)'+@2-v3)=2 ) (2">3p2"2p € 2N
0<2p<n p

et donc v,, = —u,,.

Solution 3.5.8 On effectue un développement limité

prtl_2 2, 1:1n+1ﬁQﬁH@Jr 1
n =—4+—+4o0|— n = — 4o —
n—1 n 3n3 n3 n—1 nP 3n? n?

20 1
donc u,, = (—1)"7157& (1 + % +o (ﬁ))

e Si 3 < « la série diverge.
e Si 3> a+ 1 la série converge absolument.
e Sia<f<a+1 alors

28 . 28
oyl Gt e o

un = (=1)" (1+0(1))

on obtient la somme de 2 séries convergentes.

Solution 3.5.9
e Si a = (3, la suite (u,) n’est pas définie.

) Sia<ﬁ,un~—ﬁ,
n
— si B > 1 la série est absolument convergente,
— si B < 1 elle est divergente.

(1"

e

e Sif<a,u,~
— la série est absolument convergente ssi a > 1,
— elle diverge si a <0,
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— pour 0 < a < 1, on écrit :

_(=)n 1 1
Un =0 = 3ap T\ 7aas )

la série converge ssi 2a — (3 > 1.

Il est intéressant alors de représenter dans le plan des (a, 3) les domaines de convergence et

d’absolue convergence de la série > u,,.

~ '\'\’Q’\\é\

(1) u, > 0 comme produit de termes > 0. Vu que

In (1 + <_\1/);_1) = (_\1/);_1 - 2% +0 (qg—l/Q)

Solution 3.5.10

1
alors lnun:—An—§Sn+Bn ou
"L (—1)1 "1 & ( 1 )
An: ) n — ) Bn: O

A, et B, ont une limite en 400 et lim S,, = +oo donc Inu, — —oo soit u,, — 0.

n—-+o0o

(2) On sait que S, = Inn + ¢, ou lirf cn = 7 (cf. exemple (i) page 244). On a donc

1
Inu, = —3 Inn + D,, ou D,, est borné.

+oo
Solution 3.5.11 On sait que la série )
n—enlnn

diverge (voir la question (i) page 244 sur les

séries de Bertrand).

1 1 1 1 1
Or:<n+ )an+1:1+0< )et (n+ )’Un+1_1_ +0(

) (o1 on a posé

na, nlnn nuy, nlnn nlnn
1 n+1)a n+1)v too
; - : +1 +1 . :
Uy, = ), donc a partir d’un certain rang, ( Jatn > ( Jon ie. > a, diverge (on
nlnn na, nuy, n—0

utilise la proposition 5.5.5 page 241).

Solution 3.5.12
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e On s’inspire de la démonstration du théoréeme sur le produit de Cauchy. On pose

Wy, = Y. Upg, on a alors encadrement
p+a=n

2n
E , Upg < E :wkg E : Up,q
k=0

(p,q)€[0,n]? (p,9)€[0,2n]?

puis on passe a la limite lorsque n — +o00.

e Grace au résultat précédent, on sait que, dans le cas d’une suite a termes positifs u/

on a
2n
/
g wy, — g (O 0
k=0 (p,9)€[0,n]?
Or

2n
DL DR LD D D D
k=0

(p,q)€[0,n]2 (p,9)€[0,n] x[n+1,+00] (p,q)€[n+1,+00[x[0,n]

2n
< I A
= W Upg
k=0 (p.q)€[0,n]?
en posant uy, = [upq| et w;, = > u, .

pt+g=n
Remarque : on a fait une démonstration analogue a celle du théoreme 5.46 page 247.

Solution 3.5.13

1
e Si aw <1 la série —— diverge (voir la convergence des séries de Riemann).
PN ETESTRa : )

1
e Sia > 1 lasérie _—
%:(’L—i-j—i-l)o‘

2 1 I Qg
i T i+ iy 2

ce qui donne, par passage a la limite

1 _/*mdx<+§ 1 </+°°dx_ 1
(a—1)@E+ 1)t Jo oo G+j+1De ),z (a—1)ic!

J=0

converge, on utilise alors I’encadrement

pour ¢ > 1.
Cet encadrement nous permet de conclure

+oo [ oo 1
e Sia<2, > ——— | diverge.

= \;=0 (i +j+1)°

+oo [ +oo 1
eSia>2 Y [> ————| converge.

=0 \ j=0 ('l "‘] + 1)0‘

Solution 3.5.14

p,q’
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1 1 1
(1) On a d’une part DY = e (en décomposant la fraction
rationnelle) et donc

P+ v vl

ce qui donne

1 1
Z(z’+j2)(z’+j2+1) = 2 (i+ 73+ 52 +1)

irj je[l +oof 0]

_Z_:

et qui assure la convergence de la suite double (en vertu du théoréme 5.47 page 247).
(2) D’autre part Card{(i,j) € NxN* | i + j2 = n} = E(/n).

En effet, si on pose F,, = {(i,7) € NxN* | i+ 52 = n} et G, = {j € N* | j2 < n}

alors I'application ¢ : j € G, — (n — j2,j) € F, est une bijection donc Card F},, =

Card G,, = E(y/n).

i€[0,+
2

On a
1 al 1
iﬂQZgN G+ +72+1) ; +;n i+ +572+1)
E(v/n)
n(n+1)

!

I
=1, 1[7]=

ce qui permet de conclure.

Solution 3.5.15

(1) On majore (” ;rq) par 27+ et on remarque que la suite double ((2[x[)P*?7) , .\ = converge

2] < =
our |(r —.
P 2

(2) On utilise le résultat rappelé :

N
_ : p+q p+2q
S@) - Nliriloonzﬂ) <p+q n ( >x )

N
— V424

N
= 1 1 _
Jim S ) =

n=0

(3) Premitrement, on a S(z) = 3 ( ) (—1)p+q(p;q)) o,

m=0 \p+2qg=m
" 1 l—a I 3n
Deuxiémement on remarque que 5 = 5= > (1—x)z™™
l+x+x 1—=x =0
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(4) En utilisant 'unicité du développement limité, on arrive a
d3n = 17 d3n+1 = _17 d3n+2 =0

en posant k=p+qet j=q.

+00

Solution 3.5.16 On a d(n) < n donc, comme » ne™" converge par la regle de d’Alembert (cf.
n=1
application (i) page 241), on a convergence de la série.
Ensuite
+oo _ +oo +oo
— —(k+1)p _
Dy >
p=1 p=1 k=0 pk>1
+oo
3 () - o
n=0 p]g n n=0

en utilisant le théoréme 5.47 page 247 la série double >~ e %P (k,p) € N? est convergente et on
peut intervertir les sommations.

Solution 3.5.17

1 1 (1 1 )
(1) On a b Ak s oab (@ 12) (g—m) pour tout (a,b) de (N*)? (on

décompose la fraction rationnelle en prenant b comme variable).

C S L Pty A Ina et que la série 3 Ina
omme - = Z4... ~ Ina et que la série ) ——
i-1b bt+a+2 2 a+2 q ala +2)
converge alors on utilise le théoréeme 5.47 page 247
+oo 400
S =
; ; a*b + ab2 + 2ab

Z+£ a+2< b mﬁ))
S [ (o)

1

1
la derniere égalité étant obtenue en décomposant le terme —— .
ala + 2)
1 1 1 1
On pose U, = — + % + 3a + -+ -+ — alors, en développant I'expression qui est dans
a a a

la derniére somme

1 1 1
Sziz[U“‘U““a(a“)*a(wz)}

1 X 1 1 1/1 1
= = U, —U, e
22{ +2+a a+1+2<a a—l—Z)}

et, apres simplifications
1 1 7
l+-(1+2)) =2
<U1+U2+ +2(+2)) T

g —

DO | —
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1
a?b + ab? + 2ab

d’avoir sa somme qui est effectivement rationnelle.
“+00 +00 1

(2) On pose S, = > >,

o=t =1 @%b + ab?® + nab
difficulté et on obtient

ce qui permet d’affirmer que la suite double ( ) converge et
N*Q

, les calculs effectués ci-dessus s’adaptent sans

031:2
e Pour tout n > 2 : nS, = S,_1 + 2U,, avec
1 1 1 1
U, = — + — —
tg gt

Ce qui prouve par récurrence que S, € Q.

Solution 3.5.18 On a

S =3 Y e ZWZM

n=0 p+g=n n= 0p+q n
,1 — 92~ 2(n+1)
Sy
T1-1/4
et, en remarquant que —n —n? —2(n+1) = —(n+1)? — (n+ 1), alors, par passage a la limite
sur N, on obtient
+oo +o0 +o0
4 > 4 2 4
_ = —n—n? = —(n+1)—(n+1)? _ =
D2 wa=3) 2 322 =3
n=0 p+qg=n n=0 n=0

Solution 4.1.1 Par récurrence on a —2 < fn < 2 puis

2_f fn 2_fn
n+l — 2+ /72+fn 9

d’ou par une autre récurrence

2—fo
0 < 2— n < an )
4 2" 2n
on a convergence uniforme de la suite (f,,) vers 2.
On obtient alors lim I, =4, lim J, =1, lim K, =2 (car Jna C U vers 1).

n—-+00 n—-+00 n—-+o00
Solution 4.1.2

(1) Convergence simple vers 0, convergence uniforme sur [0, a], a < 1. Ne pas dire ici qu’il
y a convergence uniforme sur [0, 1].

(2) Convergence simple vers 0, convergence uniforme car :
1

S R

. O<x<5:>|fn(x)| gﬁgﬁ (on a sinnx < nz pour x > 0).
(3) Convergence simple en 0 pour x > 0 (pas de convergence pour x < 0).
Comme f,,(£) = n®* on aura convergence uniforme ssi a < 1 (f, passe par un maximum

n

pour x = —).
n
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_1)n
(4) On ne peut avoir de convergence simple sur R car f,(—1) = ( 2> . On ne peut avoir
1

de convergence uniforme sur R* car, pour z # 1, f,(x) — 0 et f,(1) = 3

Enfin, on a convergence uniforme vers 0 sur tous les intervalles
" 1 1
,—al Cf — 7_]- t ) C 17 < < —.
e |oo, —a] C] — o0, —1[ et [a, +00[C]1, +00] car o S S

n

e [b,c] C]—1,1] car HZ_CW < |z|™ < (max(|b], |c])™.
(5) Pour avoir convergence simple sur R, on doit avoir a > 1 (sinon a™"* — 400) et dans
ce cas f,(x) converge simplement vers f(x) = 1967:6 ; on n’a pas convergence uniforme
—a
1 1

. On aura par contre convergence uniforme sur

1
car (fo = 1)) = na(a — 1) alna
tout intervalle [, +00[ avec a > 0.

(6) f, converge simplement vers dy . (qui vaut 1 si x = 0, 0 ailleurs) fonction non continue.
Il ne peut y avoir convergence uniforme sur [0, 7], il y a cependant convergence uniforme
sur [a, 7] pour a > 0

(7) Convergence simple vers la fonction nulle car sin
n’a pas convergence uniforme.

*nz < 1, mais f,(2) ~ sin1 donc on

(8) Convergence simple vers f(z) =0siz # 1, f(1) =

| —

En effet f](xz) = na"[1 — 2" > 0 donc f, est une fonction croissante. Si z < 1 alors

fol(x) = 0etsiz=1, fo(1) = n’ 1

n+D)2n+1) 2

Solution 4.1.3 f,(0) = f,(1) = 0 et f, > 0 sur |0,1[ donc f/ s’annule en «,, ou sup f,(t) =

, . . . Ty, 1
folan). ay, vérifie alors : nsin o, + Tay, cosTa,, = 0 i.e. tan(may,) = — —— avec o <a, <1

(car comme sin may, > 0 on a cos may, < 0).

On a donc tan(may,) — 0 d’ou lirf a, = 1. En posant a,, = 1 — ¢, ou g, — 0 on obtient
n—-r+oo

m
I'égalité tan(me,) = —(1 —¢,). On prend les artangentes de part et d’autre ce qui donne
n

7T T
e rcann( En) n—l—o()

(car e, €] — 5, 5[)-

1
Finalement on arrive & o, = 1 — — 4+ o(—) ce qui entraine lim f,(a,) = —
n n n—-+00

Solution 4.1.4

f(l'() + h) - f(l'() + k?)
h+k
admet bien une limite quand (h, k) tend vers 0.
La réciproque est immédiate, il suffit de prendre k = 0.
f(zo+h) — flzo—h)
2h

(1) Si f est différentiable en x, alors = f'(xo)+0(1) donc ce rapport

Contre-exemple : avec zo = 0, f(x) = |z| alors = 0 alors que

f n’est pas dérivable en 0.
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(2) Représentation de fo, fi1, fo: J\~ /
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7\

’
/{.-'fl

/.

- Q
Montrons que la convergence des (f,) est uniforme :
on remarque tout d’abord que la pente maximale de la fonction f, est obtenue sur
|fn(x) - fn+1(fL‘)| <

I'intervalle [0,1/3"] et qu’elle vaut 2".
k k+1
JORAC YIS
27’L

k k+1 1
On a |[f, — fasll < 557, la série aux différences converge normalement sur [0, 1] et

J o 150 sl < 5

Sur l'intervalle { 3

3n’ 3n
127
33n

donc la suite (f,,) converge uniformément. Sa limite f est bien une fonction continue.
Montrons maintenant que f n’est dérivable en aucun point :

p+1 p
—k==— hetk
3n , Lo Sna €

soit zg € [0,1], on peut choisir h et k pour que zg + h =

étant des entiers.

On remarque que 3" [f (p;1> —f (%)] =3" [fn (p?—)i;l) — fn (3%)] = A,. Or,

24,
A,

compte tenu de la définition de la suite (f,,), on a A, = , on distingue deux

cas :
e si A, est multiplié une infinité de fois par 2, alors |A,,| — 400,
e sinon, a partir d'un certain rang, A, = (—1)PA, # 0, cette quantité n’a pas de
limite,
Conclusion : f n’est pas dérivable en x.

x six<1/3
Ecriture de f sous forme de série. On pose g(z) = { —2z+1 si 1/3<x<2/3 que
x—1 si2/3<zr<1
(-1

I'on prolonge & R par 1-périodicité. On pose g,(z) = g(3"x) (qui est continue,

3n
de période 20) alors fua(r) — fu(r) = ga(x) Coh f(x) = 2+ 5 gu(a).
n=0

Solution 4.1.5

Sur [a, +00[ la fonction x +— *
1+

T _ 1
(1+z2)n = 2(1 4 a?)n!

o est majorée par 2 donc ce qui

assure la convergence normale sur [a, +00].
On n’a pas de C.U. sur [0, 1] car le reste d’ordre n de cette série vaut

x 1 1
Ty = : = )
(1 + x2)n+l 1— 1 .I'(l + .1'2)”
1+ 22
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2

La somme vaut (elle correspond au reste d’ordre —1).

T

Solution 4.1.6

-1 1
(1) g est définie sur D = R — Z_ car lim n2u = 0 (ce qui assure dans un
n—+o00 nl z+n

premier temps la convergence simple).
g est continue sur son domaine de définition car il y a convergence compacte sur D =

M 1
R\ Z_. En effet, si « € [a,b] C R\ Z_ alors |u,(z)| < — ol i min(d(a,Z),d(b,Z)
n!

ce qui assure la convergence normale.
(2) On a ensuite

g(1)=> cor

!
‘ (n+1)! e
et

~ (D" @ +2’0(—1)" 1

n! x—I—n_ nl z4+n+1

n=0 n=
“+00

(_1)n+1 T +oo (=1)" 1
1
+%(n+1)!9€—i—n+1+§ n! r+n+1

oo n+l
:1+Zo(n+(_1) (x+n+1)

Dz +n+1)
1

e

b

(3) On fait I'hypothese que g(p) = a, — = ol q, et b, sont des entiers. En appliquant la
e

relation précédente on obtient a,.; = pa, et b,y = pb, +1 dott ap, = (p — 1)! et, en

1 1
divisant la deuxieme relation par p! on obtient b, = (p—1)! |1 + 3 +- 4 W +1.
p—1)!

Solution 4.1.7
| sh x| _ | sh x|

_ <  1a sér
chnch(n+z) = chn 4 ene

(1) D’une part, en transformant w,, on trouve |u,(z)]

converge.
D’autre part, u,(z) " donc f(x) . Puis, sur un segment [a,b] on a |u,(z)| <
max(| shal, |shb|)

, il y a convergence normale sur tout segment, f est donc continue.

chn
(2) 1 —thn= f; donc la série Y (1 — thn) converge.
Comme u,(z) < 1 —thn alors f(z) est majorée, comme elle est croissante, elle admet
une limite en +00. On a en fait xgrfmf(x) = :g(l —thn) =s.

En effet, on vient de voir que f(z) <s. On a ensuite

N
VN €N, f(z) > th(z+n)—thn

n=0
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d’ot, a la limite en 400, hm f(x) > Z 1 — thn et comme ceci est valable pour tout
=0
N, on en déduit que hm f ( ) s 501t en conclusion

+oo
im f(x) = 2%(1 — thn).

(3) Sion note s,(x) la somme partielle de la série donnant f, on a

Sp(x 4+ 1) — sp(x) = Zth(p+x+ 1) —th(p+z)=th(n+xz+1)—thze
p=0

ce qui donne le résultat en passant a la limite.

Solution 4.1.8
x || a . : (.
@(Q—H) <C on <C on il y a convergence uniforme de la série sur I et sa somme

g(z) est continue en tant que somme d’une série de fonctions continues.

9(@) = gla/2) = ggj}@nqgngwﬂ

=¢u»—lm1wgiH>

= ¢(z)
et on a évidemment ¢(0) = 0 car ¢(0) = 0.
(2) Si f(x) est une autre solution, alors h = f — g vérifie :

h(z) = h(g) et h(0) =0

(1) Comme

x
or, par une récurrence immédiate on a h(z) = h(--) — 0 donc h =0 et f = g d'on

l'unicité.

Solution 4.1.9

lz| <1 :uy(z) ~ 2%

convergence simple

—1
|z| > 1 :un(x) ~ —5  convergence simple
T

On a convergence uniforme sur [a,b] C]—1, 1[, sur | — 00, b] C] — o0, —1[ et sur [¢, +00[C
11, +o0.
T —2

2 n n =

(2) uzn(2) + vonia (%) = oG T e = 1)
On a convergence uniforme sur tout segment (compact) de R*.
Siz > 2 alors :

d’ou la convergence pour x # 0.

1
0 < Uy () + ugpi1(x) < e

(on majore x — 2 par x, on minore (2nx + 1) et (2nz + = — 1) par 2nz). On obtient
alors I’encadrement

+oo
1 1
0< < = —
s(x) v 22
d’ou lirf s(x) = 0.
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(3) On décompose la fraction rationnelle ce qui donne
1 1
S l+nz 1+ (n+ 1z

d’ou la convergence car on a une série télescopique. La somme est égale a 1 car

Un ()

N
Up(r) =1 — —————— pour x # 0 (elle vaut évidemment 0 si z = 0).
2, n () TF (N PO )
On a convergence uniforme sur tout intervalle [a,+oo] avec a > 0 car r,(z) =

1

<
I+(n+1)x 14+ (n+1a
(4) Méme chose qu’a 'exercice précédent, on décompose la fraction rationnelle

1 1 n 1
2n—2z) n+l—-z 2(n+2-—2x)

d’ol, en posant w, = v, — v,41, on reconnait encore une série télescopique de somme

3(x>:_% Gﬂix) »

On a C.U. sur tout segment [a,b] de R\ N car r,(x) = . Sur
2n+1—2)(n+2—x)
[a,b], pour n assez grand, ona 0 < n+1—x < n+1—|z| < n+1—aoua = max(|al,|b])

— 0.

up(z) = = Uy — 2Up41 + Ungo

d’ou |r, < .
ot [rn(2) 2ln+1—-a)(n+2—a)

Solution 4.1.10 f est définie sur R — Z car wu,(z) ~ — terme général d’une série convergente
n

sur N et N™.
f est 1-périodique car on peut écrire

N 1 N+41 1
f(z) = lim ——— = lim —
N—>Foo nZN (n+x)?2 N-o+oo n:ZNH (n+ x)?

N

1
= i e
NLTOOPZ_:N P+ 1+2)

= f(z+1).
Il y a convergence normale sur [e,1 —¢], 0 < e < 1/2 donc, f est bien continue sur R — Z.
Puis en regroupant les termes de la somme donnant f, on obtient
+oo

1 . z+p 1 1 1
(=)= + +

m2’ Y m (x + p)? (nm+x+p)?  (nm—z—p)?

n=1
Or,si N e N: N =nm+ poun est le quotient, p le reste, et donc, dans la somme ci-dessus,
on retrouve tous les entiers N positifs avec nm + p et tous les entiers négatifs avec nm — p.

Conclusion : Til%f(x —l—p) = f(x).

p=0
- 7; , cf. question (i) page 294.
sin® x
Go)m

52 9 d’ou, si 'on note sy la somme partielle

Remarque : on a en fait f(z) =

w/2
Solution 4.2.1 On a : Iy, = / cos tdt =
0

de la série :

7r /”/2 1— (—=1)V T cos®N 2 ¢ /”/2 dt I
dt —
0 0

N T 1+ cos?t 1+coszt:ﬁ§



32 SUITES ET FONCTIONS

w/2 COSQN+2 t w/2
car / m dt < / COSzNJerdt = -[2N+2 — 0.
0 0

Solution 4.2.2 Les fonctions z — 2% et x +— 2~ se prolongent par continuité en 0 par 1 donc
il n’y a pas de probleme d’intégrabilité.

I X (=) (zInz)"

1 .
et comme |z Inz| < — sur [0,1], la série converge
e

On écrit : 27" =e
n!
n=0

+oo 1

normalement, on peut intégrer terme a terme (théoréme 5.55 page 253) donc I = Y — en
n=1MN"

1 TL' !
utilisant le résultat : rlnz)"dr = (-1)" ————.
[ @mayas = (<t

1
En effet, si on pose I, = / 2" (Inz)? dz alors en intégrant par parties
0

:L,nJrl

du = 2" dx U =

e
v = (lnz)? dv = p%

1 L 1 D 1 P
ona [, = / vdu = InPx| — / 2"(Inx)?~'dz soit [, = ———1, ; d’ot le
0 n+1 o n+1Jg n+1
——————
=0
résultat annoncé par une simple récurrence.
On fait de méme pour J.

Pour avoir J a 1077 pres, on utilise le théoreme des séries alternées (théoréme 5.33 page 239)

donc le reste est majoré par — si on s’arréte au terme d’ordre n — 1. Il suffit donc de résoudre

I'inéquation nlnn > pln 10.
too 1 1

On peut faire de méme pour I, on va majorer le reste d’ordre n par > i m qui
k=n

est du méme ordre de grandeur que la majoration précédente.
Pour p = 10, il suffit de calculer la somme jusqu’a n =9 :

I ~1,291285997, J = 0,7834305107.

Solution 4.3.1 Sur I = [a,b] : [nze ""| < naje "% ol ay = sup(|al, |b]) et ay = inf(|al,|d]) # 0
et comme la série ) naje "o converge, on a convergence normale ; on peut alors intégrer terme

a terme (en utilisant le corollaire 6.10 page 254) :

g d_+°° T d_1*“’ ) 1 1 1
’ f(t) t—nzzo ’ e "t t—§Z(e —e )—5 =R m—

n=0

—x2

on a donc f(z) = a—c) en dérivant la relation obtenue.
—_— ei

Solution 4.3.2
(1) On peut utiliser le théoreme de Leibniz d'on f®)(z) = / e St tsin*tde. f vérifie
0

Iéquation différentielle : xy” + v/ — xy = 2.
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. +0 rgin™ ¢ ngin™ ¢ n
(2) ersint = » L fixé, on a convergence normale ( i I i ) et donc
=0 n! n! n!
400 T 00 2p+1 2
1 . T 277+ (pl)
- — " t dt n — e — 2p - - Z 2p+1
1 §MA““ ' %Qﬁ@ﬁ'ﬁm+m”

série entiere de rayon infini (en utilisant les intégrales de Wallis).

Solution 4.3.3

(1) Comme F(x,t) = |1 — zcost|'/? est continue sur Rx[0,7], f(z) est continue sur R
(théoreme de continuité sous le signe intégral théoréme 6.2/ page 267).

0
(2) Onposeu=m—t= f(z) = —/ 114 zcosu|'?du = f(—z). Puis

+o0
(1—xcost)/2=1— g (2n) x" cos™ t
“— (2"n1)*(2n - 1)

(car |z|] < 1 = 1 — zcost > 0). z fixé, la série converge normalement, on peut
alors intégrer terme a terme (corollaire 6.10 page 254) ; d’autre part, si on pose

T 2p)!
I, = / cos" tdt alors Iy,11 =0 et Iy, = (;pp'))Qw (intégrale de Wallis) d’ou
0 p!
+oo
(4p)! 2
f x)=7m11-— P .
) 2 (i 1)
OF t O*F 2t
(3) a—(x,t) - (1—zcost)™1/2, W(x,t) — & (1—z cost)~%/? sont des fonctions
x x

continues pour (x,t) €] — 1,1[x[0, 7] donc f est C? sur | — 1, +1[ grace au théoreme de
dérivation sous le signe intégral et son corollaire (théoréme 6.26 et corollaire 6.27 page
268).

Le calcul ensuite est un peu bestial (!) mais ¢a marche sans probleme. Comme

/ 0 2sint Q=0
o Ot |v/1—xzcost B
on en déduit (1).
(4) En égalant les coefficients de 22" ™! on trouve b, (16n% — 1) = (4n + 4)%b,41...

Solution 4.4.1

(1) On a:
e =2 (a0 -0 - 1]
) Z(XP)(Z) (Z) XHA =X - X ZP(%) (Z) Xk(1 - Xx)r*
k=0 2

W(XP) — XB,(X).

Grace a cette relation on obtient : B, (1) =1, B,(X) =X, B,(X?) = X%+
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(2) La relation Z (k—nX)*(})X*(1—X)"* = nX (1 — X) est une conséquence directe du

1. En d1V1sant par n? cette relation, on peut écrire :

Y ( )t’“ (1—t)" Z(%_t)Q(Z)tk(l_t)n—k

keAn keAn

S i (% - W(Z)t’“(l — )k = t(ln_ t

en utilisant la relation du début de cette question

1
< —
4n

1
d’ot th(1—t
o £ (-t
(3) Traduisons la continuité uniforme de f:

k k
Ve >0, Ja >0, |E—t\<a:>|f(t)—f(g)|<8/2

donc

|B,(f)(#) — f(t)| < 2Hf|!

= da2n

PIRDME

k€A, kA

i(f(%) — f(t)) (k)tk(l —t)"

k=0

M

geant uniformement vers f.
Application : la seule propriété dont la démonstration présente un intérét est la sui-
vante :

on prend n > (indépendant de t). B,(f) est donc une suite de polyndémes conver-

/1t”f(t)dt’ =0=f=0
0

sup
neN

1
(les autres étant évidentes). On a donc Vn € N : / B, (f)(t)f(t)dt = 0 et en passant
0

a la limite sous le signe [ (on a le droit car B,(f)f <, f?), on aura : / At
0= f=0cqfd

a
(4) On se ramene a la situation précédente en posant f(t) = g(u) ot u = ——, la suite de

b—a

polynomes obtenus sera alors :

Buf)(0) = g S 105 () - o

(5) On considérera le polynome

B.(P)(X.Y)= Y Pty (Z) (Z) XE(1 — X)nkyh( — vyt

(k,h)€[0,n)? nen

On trouve les mémes propriétés qu’au 1., 2., 3. en raisonnant sur les sommes doubles.
On pourra alors généraliser ceci a une dimension quelconque.
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Solution 4.4.2

(1)

On sait tout d’abord que deg P,, < n — 1 mais comme le polynome P, est pair, on aura
deg P, <n —2.
Q(z)

2 4+ o2
connait toutes les racines de () qui sont celles de w,,. On a donc ) = Aw,,. On multiplie
1

wp (i)

Si on réduit au méme dénominateur : f(z) — P,(z) = alors deg @ < n et on

alors par 2 + o et on remplace x par «i, ce qui donne \ =

1.3...(4m—-1) (4m)!

@m)e = (@m)zmazm (2m)!' On utilise alors la formule de

On a w,(l) =

m=1 2k +1\°
Stirling. Ensuite, on écrit que In|w,(ai)] = > In|a?+ 5 . En divisant
k=0 m

par m, on reconnait une somme de Riemann. On sait que si f est de classe C! alors

b
n / f(t)dt — nl,, ou I, est une somme de Riemann de f attachée a une subdivision
a

équirépartie, a une limite nulle, il suffit pour cela d’utiliser la formule du point milieu
ou une intégration par parties :

on écrit la formule de Taylor avec f(t) — f(%%)

2

x+1 t—xo -+t

t
1) = 150 = 5o = | [ - s da
2 2 2 ot
t — 2
< ()
ue[%‘t,t]
) ¢ T+t t—x
Sion pose g(t) = [ f(u)du— (=) f(* 1) alors g/(1) = £(8)— F() - 7 (55
t — 3
donc, en utilisant I'inégalité de la moyenne, on arrive a |g(t)| < ( 8@ sup | f"(u)|.
ue[xT‘H,t]
On peut donc majorer
k41
m 1 2k+1 1
1 2 2 — 2 2 < "
. n(a” +t) dt mn((x + ( Sy )?) <—8m3s[$ﬁ‘f (u)|
! 1
d’olt / In(o? 4+ #*)dt — —In|w(ai)|| < ="l ce qui permet de conclure avec
0 m 8m

1 1
Ing = 3 In(1 + a?) — 1+ a Arctan —.
o

Comme In 3 tend vers —1 lorsque « tend vers 0, alors, pour « assez petit, on aura

2 2\"
o > 1 et donc, |f(1) — P,(1)] ~ ' <_ﬁ) tend vers +oo quand n tend vers 'infini.
e e




