SUITES ET FONCTIONS

1. ESPACES VECTORIELS NORMES REELS OU COMPLEXES

1.1. Normes et distances.

EXERCICE 1.1.1.

Pour (z,y) € R?, on note
1
Niew)= [ fottldt
0

Montrer que N est une norme sur R? et représenter la boule unité de R? pour cette norme.

EXERCICE 1.1.2.
Pour f € C'([0,1],R), on pose N(f) [ / f2(t) dt]

(1) Montrer que N est une norme sur E = C*([0, 1], R).
(2) Montrer que pour tout f € E, || f|lo < \/_N( f).
(3) Les normes N et ||.||« sont-elles équivalentes ?

EXERCICE 1.1.3.

E désigne I'ensemble des fonctions f : [0, 1] — R, lipschitziennes. Pour f € E, on pose

x) — T)—
N = s )+ s [ POZIO ) = g+ s [HDZI00)
z€[0,1] (z,y)€[0,1)2 r—y (z,y)€[0,1]? =y
TFY TFy

(1) Montrer que N et NN, sont des normes sur E.

(2) Sont-elles équivalentes ? N est-elle équivalente a No, 7
EXERCICE 1.1.4. E
Soit I = [1,p] et (z;)ier une famille de vecteurs de R™ muni de la norme |[z|| = sup |o]

jelln]

(x = (aq,...,a3)).
Montrer que l'on a :

Z ||| < 2n sup

el

>

i€

EXERCICE 1.1.5. E

Si n > 2, montrer qu’il n’y a pas de norme sur M,,(C) telle que VA € M,,(C), VP € GL,(C),
|PAPY| = ||A].




2 SUITES ET FONCTIONS

1.2. Exemples d’étude de suites.

EXERCICE 1.2.1. E

Soit (a, 8) €]0,1[% tels que a+ 3 = 1, on pose f(z) = az + p définie sur C* et on se propose
z
d’étudier la suite définie par zg € C* et 2,41 = f(zn)-
(1) Etudier les cas particuliers zy € R*, z € iR*.
Déterminer f(IIT) ou II™ = {z € C | Re(z) > 0}.
f(z) -1
fe)+1

4) Faire la synthese des questions précédentes et préciser dans quels cas la suite est définie
pour tout n et dans quels cas la suite converge.

(2)
(3) Factoriser
(4)

EXERCICE 1.2.2. E

Soit f la fonction définie par f(z) = , ou E(x) désigne la partie entiere de z.

1+2E(x) —
Considérons la suite récurrente suivante : o = 0 et x,.1 = f(x,).

Montrer que, lorsque n décrit N, z,, prend toutes les valeurs rationnelles positives une fois et
une seule.

EXERCICE 1.2.3. Méthode de Richardson
(1) Soit P € R[X], on définit A(P)(X) = P(X +1) — P(X).
a) Donner 'expression de AP(P).
b) Montrer que, si p > deg P alors A?(P) = 0.
c) Calculer AP(XP).

P
d) Si R = — est une fraction rationnelle, montrer que deg(A(R)) < deg R — 1.

(2) Soit (u,) € RY une suite convergeant vers [, on suppose que

. k as ag 1
VI{GN, 3(@1,0@,..., )ER ‘Un—l+_+_2+“'+ﬁ+0(nk+l).
L . 1
Déduire des questions du (1) que v,, = ( ) (n+ Ek)Pupip, = l+0( p+1>-
n

1.3. Topologie d’un espace vectoriel normé.

EXERCICE 1.3.1.

Soit A une partie de E espace vectoriel normé, montrer que A = A < A ouvert.
Si B est une autre partie de R, montrer les propriétés suivantes :

(i)ACB:>;1C§.

D Sy
(i) AnNB=ANB.
o o —
(7ii) AUB C AU B (il peut ne pas y avoir égalité).
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EXERCICE 1.3.2.

Soit E un espace vectoriel normé, on rappelle que la distance d’un point x a un ensemble non
vide A est donnée par d(x, A) = inf1 d(z,y).
ye

(1) Si A est fermé, montrer I’équivalence d(z, A) = 0 < x € A.

(2) Si A et B sont deux ensembles non vides, on pose k(A, B) = ( %ng Bd(x, Y).
z,y)EAX
Trouver un exemple de deux ensembles fermés A et B de R? tels que k(A, B) = 0 et
ANB=10.

1.4. Etude locale d’une application, continuité.

EXERCICE 1.4.1.

Soient f et g 2 applications continues de [a, b] dans lui-méme vérifiant fog=go f.
(1) Montrer que si f(x) > g(x) pour tout x de [a,b] alors il existe k > 0 tel que f™(x) >
kn + ¢™(x) pour tout = € [a,b] et tout n € N* (f" désigne l'itérée n-ieme de f).
(2) En déduire qu’il existe x € [a, b] tel que f(x) = g(x).

1.5. Applications linéaires continues.

EXERCICE 1.5.1.

Soit f € L(E, F), on suppose que, pour toute suite (x,) de E tendant vers 0, la suite f(x,) est
bornée.
Montrer que f est continue.

EXERCICE 1.5.2.

Soit f € E* continue, on pose H = Ker f.

Montrer que d(z, H) = |ﬂ(fx||)|

1.6. Complétude, compacité.

EXERCICE 1.6.1.

On prend E = R[X] et on définit

n n
z:aka: = §:|akL
k=0 k=0

(1) Montrer que Y(P, Q) € E?, |P.Q| < || P].||Q]-
(2) (E,||-II) est-il complet ?
(3) Montrer que, si les coefficients de P sont tous positifs, || P*|| = || P]/*.

EXERCICE 1.6.2.

Soit (u,) une suite d'un espace vectoriel normé E et ¢ : N — N une bijection.
Comparer les valeurs d’adhérence des suites (uy) et (ty())-

Etudier le cas oft (u,) est une suite de Cauchy.
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EXERCICE 1.6.3.

Soit K un compact convexe d’intérieur non vide de E espace vectoriel normé de dimension
finie, symétrique par rapport a O (i.e. six € K, —x € K). On définit

1
p(z) = inf{\ € R}, 38 € K}.

Montrer que p : x — p(x) est une norme.

2. ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE

2.1. Topologie d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

EXERCICE 2.1.1.

Les ensembles suivants :

1 1
A={(=)"+1/nineN}, B={(-1)"" +1/mneN}, C= {_ + —}
m n (m,n)EN*2

sont-ils des fermés de R 7

EXERCICE 2.1.2.

Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, ' un sous-espace vectoriel de F ; on pose
d(z, F') = a, montrer qu'il existe y € F' tel que d(z, F') = d(z,y).

EXERCICE 2.1.3.

Montrer que tout fermé F' de R" est une intersection dénombrable d’ouverts.

EXERCICE 2.1.4.

Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie, distinct
de F.
Montrer qu’il existe y dans E tel que ||y|| =1 et d(y, F) = 1.

EXERCICE 2.1.5. E

Soit G un sous-groupe additif de R"™, fermé et non discret (i.e. il existe z € G limite d’une suite
(x,) ou les (z,) sont tous distincts).
Montrer que G contient au moins une droite.

EXERCICE 2.1.6.

Montrer que GL, (R) est dense dans M,,(R).
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EXERCICE 2.1.7.

Soit A la matrice de f € LC(E, F') rapportée aux bases (€;)icpin], (€5)jen,p de E et F, ev. de
dimension finie. Calculer ||f]| dans les cas suivants :
(1) £ et F munis de la norme euclidienne ((e;) et (¢;) bases orthonormées). On utilisera
la réduction des matrices symétriques positives (voir le corollaire 4.8 page 204 et la
remarque 4.2.5 (ii) page 204 ).

n p
(2) E et F munis de la norme 1 : ||z|; = Y |z;| (sur E) et ||y]l1 = > |y;| (sur F).
i=1 =
(3) E et F munis de la norme 0o : ||z||c = sup |zi| et ||[y|lc = sup |yl
i€[1,n] S
EXERCICE 2.1.8.
Soit M une matrice diagonalisable & coefficients complexes, on pose Ry = sup |\, X —

AeSp(M)
| X|| étant une norme sur M,,(C), pour p > 1, on pose : f,(M) = ||MP||}/?.
Montrer que hT fp(M) = Ry.

p—+oo

Remarque : cet exercice est a rapprocher de 'exercice 2.1.12 concernant le rayon spectral.

EXERCICE 2.1.9.

On considere A € M,,(C) telle que la suite (AP),en soit bornée. On pose pour p € N*,
1
B,=~- . A~
p ke[0,p—1]
(1) Montrer que (B,)pen+ admet une valeur d’adhérence B telle que B* = B.
(2) Montrer que Ker(A — 1)@ Im(A —1)=C"

EXERCICE 2.1.10.

Montrer que ’ensemble des matrices de M,,(C) dont les valeurs propres sont toutes distinctes
est dense dans M,,(C).

En déduire que I'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).

EXERCICE 2.1.11.

Soit E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de F.
(1) Montrer que E = F & F*.

1
(2) Soit u un endomorphisme orthogonal de £, montrer que lirf —(Id4+u+---4u
n——+oo N

ou g est la projection orthogonale sur le noyau de Id —u.

"=y

EXERCICE 2.1.12. E

Cet exercice fait appel aux résultats du chapitre 3 sur la réduction des endomorphismes.
Soit A € M,,(C).
Trouver une C.N.S. sur les éléments propres de A pour que la suite (A?P),en soit bornée.
e On utilisera le lemme des noyaux (cf théoréme 3.1 page 189),
e le théoreme de Cayley-Hamilton (cf théoréme 3.6 page 192)
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e le fait que toute matrice trigonalisable A peut s’écrire sous la forme A = D + N ou D
est une matrice diagonalisable, N une matrice nilpotente et surtout ND = DN. (ce
résultat qui n’est plus au programme s’appelle la décomposition de Dunford)

e on utilisera enfin le résultat suivant :

si dim Ey, = m; alors Ker(A — \; Id)™ = E),
ou A est 'endomorphisme de C™ de matrice A.
Remarque : cet exercice complete l'exercice 2.1.8.

EXERCICE 2.1.13. E

Soit M € M,,(C). Montrer que, pour tout € > 0, il existe P € GL,(C) tel que :
P'MP=A+B

avec A diagonale de mémes valeurs propres que M et || B|| < e.

2.2. Connexité par arcs.

EXERCICE 2.2.1.

Soit E l'espace vectoriel R, [X]| des polynomes réels de degré n au plus, on utilise la norme
[Pl=sup [P(z)].
z€[—1,+1]

(1) Montrer que la boule unité fermée B est convexe et compacte.

1
(2) Soit P € Bet P = §(P1 + P,) avec (P;, P,) € B2 On suppose que

Jzg € [—1,+1], P(xo) =1, P®(x9) # 0 et pour tout m € [1,k — 1], P"™(z,) = 0.
Montrer que Py(xg) = Pa(z9) = 1 et, pour tout m € [1,k—1], pm (x0) = pim (x9) = 0.
(3) Montrer, par un contre-exemple que B n’est pas strictement convexe (i.e. qu’il existe
P, Py, P, situés sur la frontiere de B tels que l'on ait P = %(Pl + P) avec P # P,).
(4) On dit qu'un élément d’'un ensemble convexe C' est extrémal ssi
si P = %(Pl + P,) avec P, et P, dans C alors P = P, = P,.

Si n = 2p, chercher les éléments extrémaux de B sous la forme P = 1+ \(z — x()* ol
Xo G] — 1, ‘f‘l[

3. SERIES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

3.1. Suites et séries.

EXERCICE 3.1.1.

Nature et somme des séries de terme général :

w/2
(1) u, = (—1)”/ cos" xdx
0
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EXERCICE 3.1.2.

Nature de la série > u,, ou u, =

(="

n

nl

3.2. Séries de nombres réels positifs.

EXERCICE 3.2.1.

Soit (u,) une suite décroissante et positive.

+oo
Montrer que, si Y u, converge, alors lim nu, = 0.
n=0 n—+oo

Etudier la réciproque.

EXERCICE 3.2.2.

Trouver un équivalent simple de

(prendre u,, = n® et v, = / t* dt) puis, en supposant a > 0, de
n—1

n naJrl
Zq S a+1
q=1

EXERCICE 3.2.3.

oo 1 1
Nature de > u, ot u, =1— (n+ 5) In(1+ —).
n=0 n

e"n!

— iz converge vers une limite positive.
n

En déduire que la suite v,, =

EXERCICE 3.2.4.
toond —4n 42

Nature et somme de la série )

n=0 TL'
+oo nP
On pose S, = —, trouver une formule de récurrence permettant de calculer Sy, ; en déduire
n=0 T

les valeurs de S5 et de Sy.

EXERCICE 3.2.5.
+oo

n
Soit (a,) une suite de réels positifs telle que ) a, converge ; soit a = > an, S, = Y. ai et
n=0 k=0
Tn =0 — Sp.

Montrer 1’équivalence :
E na, converge < g r, converge.
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EXERCICE 3.2.6.

Nature des séries de terme général :
2

1. Uy = (n sin l) _ 671/6 9 u, = In ( ch W/n) 3. U, = n—tan(ﬂ/4+1/n)
n cosm/n
3 1 1 n
4. u, = Arccos = + 5 u,=(nsin— ] ,a€R 6. u,=n3+an—n2+3
77/3 + 2 n
1
7. u, = Arccos — — Arccos —
n n

EXERCICE 3.2.7.

Soit p,, le nombre de chiffres dans ’écriture décimale de n.
Etudier la série de terme général : u, = n~"» o a € R.

EXERCICE 3.2.8.

+oo 1
Soit s, = > — définie pour n > 2.
p=1 pn

Etudier la série Z —ouacR
n=2 N“

EXERCICE 3.2.9.

On note S I'ensemble des suites (z,)nen+ de [1, +oc[. On définit la suite de fonctions (f,)nens
par f, :[l,+oo["— R, et la récurrence :

fil@) = V14, folzr, ..., 20) = /121 fui(ze, ..., 20).

(1) Montrer que pour tout x € S on a :
Hx < folzg, ..o x H1+xk

1
(2) Montrer que la suite ( folz1, ... ,xn))neN* est de méme nature que la série Z Inz,.

EXERCICE 3.2.10.

T 1
Soit la suite (u,,) définie par 0 < ug < 3 et Uy = 5 sin u,, pour tout n de N.

Montrer qu’il existe k£ > 0 tel que u,, ~ o

EXERCICE 3.2.11. E

Soit f un homéomorphisme de R dans RY tel que la série )

1
converge.
f(n)
x
1) Montrer que lim —— = 0.
@ a—+oo f (1)

1
(2) En déduire que lim — Y>> f(k)=0.

2
n—-+oo 1 kEN*,f(k)gn
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EXERCICE 3.2.12. E

Soit (u,) une suite réelle positive, on définit
1
vy, = E(un + -+ ug,_1) pour n € N*.

Comparer les séries > u, et Y vy,.

EXERCICE 3.2.13.

Exprimer chacun des développements décimaux périodiques comme un nombre rationnel :
a=0,34251251..., b=1,702702..., ¢=0,076923 076923 ...

(sous forme irréductible).

EXERCICE 3.2.14.

Up — U
Soit (u,) une suite strictement décroissante de limite nulle. On pose v, = il

Unp,
Montrer que > v, diverge.

EXERCICE 3.2.15.
an

Soit (a,) une suite de réels positifs et (u,) la suite définie par ug > 0 et u, 11 = u, + —.
n
Montrer ’équivalence (u,,) converge < > a,, converge.

EXERCICE 3.2.16.

Nature et somme de la série >
n

bn
(n+1)

ol b, désigne la somme des chiffres de ’écriture en

base 2 de n.

3.3. Sommation des relations de comparaison.

EXERCICE 3.3.1.

(1) Montrer que la suite de terme général ¢, = 1 + 5 + .-+ — — Inn est convergente.
n
1
(2) En déduire la somme de la série de terme général : u, = ———.
n(4n? — 1)

EXERCICE 3.3.2.
+oo

Nature de la série > wu, ou u, = In
n=0
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EXERCICE 3.3.3.

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs.

, a
Etudier les séries Y b, et > ¢, selon la nature de la série > a,, oul'on a posé : b, = . +n et
a
ay, "
Cp = ——.
" 14+ n2a,

EXERCICE 3.3.4.

, 1\"
(1) Etude de la suite (a,) ou a, = <COS —) a>0.

na
+o0o
(2) Soit [ = lirf a, : nature de la série > (a, — ).
n—+00 n=1

EXERCICE 3.3.5.

n
/. N — o N
Nature de la série Y u, olt u, = ™" / e dt ot a € R.
0

3.4. Comparaison d’une série a une intégrale.

EXERCICE 3.4.1.

Etudier la convergence et la convergence absolue de la série > u, ol

/("“)7r tsint Gt
Uy = )
n 1+ 12

™

EXERCICE 3.4.2.

L - \ Y Int
Etudier la série > u, ol u, = (—1)"n®
0

1+1

dt.

EXERCICE 3.4.3.

i 1 n+1/21 ¢
(1) Etudier la série Y u, ou u, = ann / ik dt, n > 2.
n n—1/2

(2) En déduire que la suite v, = n=2" ][ ¢*/7 converge.
q=1

EXERCICE 3.4.4.

n
Soit Y, une série a termes positifs ; on pose s, = > ug, ug > 0.
k=0

(1) Montrer 1’équivalence () u, converge) < <Z tn converge).
Sn

(50)"

(2) Sia € RT, étudier la convergence de »

Sp — Sp—1 Snodt
quevnzwg/ t—a(oz>1))
n Sp—1

(dans le cas ou Y _ u,, diverge, on montrera

n




SUITES ET FONCTIONS 11

3.5. Séries d’éléments d’un e.v.n. de dimension finie.

EXERCICE 3.5.1.
+o00o

a
Soit (ak)ren+ telle que la série ) £ Soit convergente.
k=1

1 n
Déterminer lim (— Zak)

oo \ 1 p—=1

EXERCICE 3.5.2.
—

Dans Ej3 espace euclidien orienté de dimension 3, on donne un vecteur r
. — o — — — . —
la suite (z',,) définie par 7o € EsetVn>1, ', = 7 A T 1.

% . \
# (0 et on considere

+oo ]
Nature et somme de la série ) —‘?n = R(7Ty).
n=0 TV

— — . N L.
Montrer que R : z'g — R(7() est une rotation a préciser.

EXERCICE 3.5.3. E

A
Soit (u,) une suite de complexes telle que |u,| < —.
n—1 1 nn
On pose s, = > ug (so=0et s1=0) et 0, = — > Sg.
k=1 N =1
Montrer que, si lim o, =0, alors lim s, = 0.
n——+0o00 n—-—+00

EXERCICE 3.5.4. E

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C et T € L(E) tel que ||T| = sup ||Tz||
llzll<1

1/n

existe. On pose u,, = ||T"[|'/" pour n € N*,

(1) Montrer que la suite (u,) converge vers | = inf u,. [ est appelé rayon spectral de

n>1

I’endomorphisme T'.
(2) Sil < 1, montrer que I — T est inversible.
(3) Question MPx : que penser si 'on suppose seulement E espace de Banach ?

EXERCICE 3.5.5.

Soit (a, b) un couple de réels strictement positifs (a, b), étudier la convergence des séries doubles

b ()
ar + b (p,q)EN?

(2) (emor=ba).

EXERCICE 3.5.6.

Soient o et 3 deux réels strictement positifs, montrer 1’équivalence des trois propriétés :

: pt+a
t te.
O 2 T (1T g o comversente
(5) > Pty est convergente.

(p,q)EN? (1 +p)a(1 + Q)ﬁ
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(13i) o> 2, 3> 2.

EXERCICE 3.5.7.

On définit la fonction ¢ (zéta) de Riemann par

+001

((x)=) —.
n=1 n

On vérifie que cette fonction est définie pour x > 1. On rappelle que v est la constante d’Euler

définie par
1
y= lim (Zz _mn) |

+oo —1
(1) Prouver que ) ¢n) =1 =1—17.
n=2 n
+oo (1)
(2) Prouver que ) (=1)¢(n) = 7.
n=2 n
+oo n

On utilisera le développement In(1 + x) = > (—1)"*1£ valable pour |z] < 1, cf. exemples de
n
D.S.E. page 285.

n=1

EXERCICE 3.5.8.

Soit |z| < 1 et (a,b,c) € R%3, montrer les égalités

+00 bn +0o cn

> >
1 — gantc o 1 — Zaner
+oo an +oo ~en
. _1\n
Z 1 4 gante Z( 1) 1 — pantb

EXERCICE 3.5.9.

Montrer I'identité pour |z| < 1 et |a| < 1

+o0 n +o0

E iai — E (_1)px2p€a2p“
n!'l+ 222" ’

n=0 p=0

EXERCICE 3.5.10.

1g!
Montrer la convergence et calculer la somme ) Ll
(p,q)EN2 (p + q + 2)

EXERCICE 3.5.11.

n

Z aka

k=0

_ oo
{(ag,a,...,an,...) € RN | S |a,|C}. Un élément de R[X] sera noté > a, X"
n=0

= Y |ax]. On pose R[X] =
k=0

On reprend 'exercice 1.6.1, sur £ = R[X] on a défini
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+o0o _
(1) Montrer que || >/ a, X"||; = 3 |a,| permet de munir R[X] d’une structure d’espace
n=0
vectoriel normé.
(2) Montrer que (R[X],.]]1) est une algebre de Banach (étendre la définition du produit
de 2 polynomes).
(3) Que dire de R[X] par rapport a £ ?

4. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

4.1. Convergence simple, uniforme, normale.

EXERCICE 4.1.1.

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I, a valeurs dans R, continues. On
suppose que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

n .
1+ /27
Plus généralement, quelle condition imposer a ¢ pour que la suite g, = ¢(f,) converge uni-
formément vers ¢(f) 7

On pose g, = que dire de la convergence de la suite (g,) 7

EXERCICE 4.1.2.
! dt

Trouver lim .
n—too fo 1414t

EXERCICE 4.1.3.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions ci-dessous,
en précisant a chaque fois les domaines de convergence simple et les domaines de convergence
uniforme :

ze™ —1 n? o
]_. fn :R-)R,l‘f—)m 2 fn :R+—>R,$|—>n2+1fe ,GGR
3. fn :R—= R, x— sinvx+ 4n?n? 4. fu :R—>R,xr—>sinn+ x
n

sin x cos™ x

5. fn )0, 7/2[— R,z — 6. fn :R— C,z— exp|(l —i)nz]

1 —cosz \n
7. fo ]0,400]— R,z — e >0 8. f, Ry > R,z— (1 + —) e 2 1o )
n

ol 1jp, est la fonction indicatrice de [0, 7).

EXERCICE 4.1.4.

Soit (P,) la suite de polynomes définie par Py = 0 et la formule de récurrence : Vn € N,
1
Pra(x) = 3 [o+ 2P (x) — P2(a)].

Montrer que :

2\/x
Ve e |0,1], 0<+vVor—P,(r) < ———
et en déduire que la suite (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers /.
Trouver alors une suite de polynomes (Q,,) qui converge uniformément vers |z| sur [—1, +1].
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EXERCICE 4.1.5.

Soit (a,b) € R?* a < b; ¥n € N soit f, : [a,b] — R une fonction croissante. On suppose
que la suite (f,) converge simplement vers f : [a,b] — R sur l'intervalle [a,b] et on suppose f
continue.

Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur [a,b]. C’est un théoreme de Dini.

_aﬁ|f(95)_f($l)|é%puisNtelqueVn)N:

(On cherchera m. € N* tel que |z — /| <

€ b—a
sup |f(z;) — fa(z))| < = ot zx;=a+1
o 1)~ el < —

)

EXERCICE 4.1.6.

Soit p € N* et (P,) une suite de polynoémes de C,[X]. On suppose que la suite (P,) converge
simplement sur R vers une fonction P.

Montrer que P est polynomiale (P € C,[X]) et que la convergence de (P,) vers P est uniforme
sur tout segment [—A, +A] ou A > 0.

EXERCICE 4.1.7.

Soit a et b des réels (a < b) et (f,) une suite de fonctions de classe C! de [a,b] dans C. On
suppose qu’il existe un nombre M > 0 tel que : Vn € N, Vit € [a,b], |f.(t)| < M.
(1) Montrer que, si la suite (f,) converge simplement sur [a,b] alors elle converge uni-

formément sur [a, b].
(2) Cette propriété subsiste-t-elle sur un intervalle non borné ?

EXERCICE 4.1.8.

Pour = €] — 7/2,4n/2[ déterminer la nature et la somme de la série de fonctions de terme

général
T
U, = In (COS —) )
2n

EXERCICE 4.1.9.
o ()

On définit la fonction F(z) = >

n=1 ne

(1) Quel est 'ensemble de définition de F.
+ 1

(2) On pose g(x) = >, —, trouver une relation entre F' et g.
n=1 n*

(3) Trouver lirq(x — 1)g(z).

(4)

4) Donner enfin lim F(z) et lim g(x).

Tr——+00 T——400

EXERCICE 4.1.10.

On définit la suite de fonctions (u,(x)) par :

up(z) = cosx et pour n € N* : w,(z) = (sinx)" cos x.

+oo ,

Nature et somme de la série F'(z) = Y u,(x). Etude du mode de convergence.
n=0
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EXERCICE 4.1.11.

Chercher le domaine de convergence sur C de la série de fonctions :

w(z) = D"
n(2) n?a™(z — 1)»

Y-a-t-il convergence uniforme sur le domaine de convergence 7

EXERCICE 4.1.12.

Soit F' une fonction positive décroissante et (u,(z)) la suite de fonctions définie par la relation
un(z) = F(n) — F(n+ z), on suppose de plus que : lirf F(z)=0.
. too
(1) Etudier la convergence de g(z) = > u,(z) sur [0, 1].
n=0
+oo
Montrer que g(z + 1) = g(z) + F(z) ; étudier alors la convergence de > u,(z) sur R.
n=0
, oo
(2) Etudier la convergence uniforme de Y u,(x) sur tout intervalle [a, b].
n=0
(3) Que peut-on dire de g si F' est continue?
(4) Montrer qu’il existe un réel a et un seul tel que la fonction ¢ définie par

plr) = g(r) = Fr —1) —ax
vérifie p(z + 1) = p(z) + F(z — 1).

EXERCICE 4.1.13.

FEEEN s . —n2 —n2
On considere les 2 séries de fonctions : u,(x) = e et v,(x) = ze

n-x

(1) Chercher leur domaine de convergence.

+oo 5 +oo 5
(2) Déterminer lim Y e ™% et lim > ze ™",
e z—0t =0

EXERCICE 4.1.14.

On considere une famille de nombres complexes (¢, x)nxy et une série > ax a termes positifs,

convergente.
On suppose que l'on a :

V(n, k) € N2> |Cn,k;| <ag et lim Cnk = Ck.
n—-+oo

+oo +oo
Montrer que lIm ) ¢, = > .
nhoo k=0 k=0

4.2. Intégration sur un segment des suites de fonctions continues.

EXERCICE 4.2.1.

+oo
(1) On pose u,(z) = (—=1)" 2nt 1

Gnt 1)+ a2 montrer que la série TLXZ)O un(z) converge sur R.
cos xt

est absolument intégrable sur [0, +oo[, z € R.

(2) Montrer que la fonction ¢ —
c
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(3) Montrer que =
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n

1 [ cosat o
2 / CO}Sl‘: dt = Z(_l)k/ e~ CH D cos gt dt + R, (x) ot
0 c

k=0 0

, cosuxt

1+e 2 dt.

+oo
Ra(o) = (101 [ e
0

cht

oo 1 [+ t
(4) En déduire que ) u,(x) = —/ CPIT gt
0

n=0 2

4.3. Approximation des fonctions d’une variable réelle.

EXERCICE 4.3.1.

Soit € un ensemble :

e Une o-algebre A de P(£2) est un sous-ensemble de P(£2) stable par réunion quelconque
et par complémentation contenant () (et Q en conséquence).

e P une mesure de chaque ensemble de A telle que P(€2) = 1 i.e. une application de A
dans [0, 1] telle que P(0) = 0, P(Q2) = 1, P croissante (i.e. A C B = P(A) < P(B)).
On dit que (€2, A, P) est un espace de probabilité.

e Pour toute fonction f € F(£2,R) prenant un nombre fini de valeurs telle que Vk € R,
{r € Q| f(x) = k} € A, on pose P(f(z) = k) = ¢x, on note V() Iensemble
des fonctions définies ainsi. On remarque alors que > ¢, = 1. f est dite variable

kEF(Q)
aléatoire.

e Soit L'(€2) Pensemble des f € V(Q) telles que Y. kyy, existe. On note E(f) (espérance
kef(€2)
de f) ce nombre. On définit aussi Var (f) = E[(f — E(f))?] la variance de f pour

feLy(Q).

e On dit enfin que fi, fs,..., fin sont des variables aléatoires indépendantes ssi
i=1

pour tout m-uplet de réels.

(1) Montrer que si les (f;) sont indépendantes alors V(Q;) € R[X]™,

E <H Qi(fi) ) HE (fi)) et Var (Z fl> = Z\/ar (f:)-

(2) Inégalité de Bienaymé-Chebychev :

soit f € L'(Q2), montrer que Var (f) > a* > P(f k) pour « réel.
lk—E(f)|=

(3) Application :

a) Soit f € V(Q) telle que fo =1 —t, fi =t. On considere n variables aléatoires fi,
f2,-.., fn indépendantes et de méme loi de probabilité que f.

Montrer que P(fy + fo+ -+ fu = k) = Z)tk(l — 1)k

b) En déduire que > (k — nt)? (Z) th(1 — )" % =nt(1 —t) et que

k=0
URW? n—k 1
1— < )
Z (k)t (11" < da2n

|k—nt|Z2na
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c¢) Pour toute fonction continue sur [0, 1], on pose B,,(f)(t) = ( )tk (1—t)"

Montrer que la suite (B,(f)) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Indication 1.1.1 N est une norme : c’est immédiat. Pour la boule unité, se ramener au calcul
de N(a, 1) et distinguer les cas (en fait, on peut aussi donner une expression de fol |z + ty| dt).

Indication 1.1.2 (1) penser a une norme euclidienne. (2) Cauchy-Schwarz. (3) prendre la suite
folx) = 2™

Indication 1.1.3 (1) N et N, sont des normes (vérification immédiate). (2) Les 2 normes sont

équivalentes mais IV n’est pas équivalente a Ny, (prendre f,(7) = =-).

Indication 1.1.4 Partitionner [1,2n] en sous-ensembles ol ||z;|| = £ay puis faire la somme.
Indication 1.1.5 Commencer par n = 2 avec A = (8 é), A et AA sont semblables puis

généraliser.
Indication 1.2.1

(1) On étudie en fait des suites récurrentes réelles. On montre que si zp € R* alors la suite
converge et que si 2y € tR*, la suite diverge.
(2) f(IIt) = II* par double inclusion.
fz)=1 _ 2-17%"3
(3) On trouve T = ﬁﬁ%.

(4) Si zp € R alors la suite diverge (et les termes de la suite ne sont pas forcément tous
f(z)-1
f(z)+1
alors la suite converge vers 1). On pourra s’aider d’'un petit programme pour constater

les différents comportements.

et montrer que si zg € IIT

définis), sinon la suite converge (étudier le rapport

Indication 1.2.2 Construire un arbre selon le modele : le noeud (a, b) possede comme branche
gauche (a,a+b) et comme branche droite (a+b,b), poser z(n) le n-ieme noeud obtenu en lisant
I'arbre de haut en bas et de gauche a droite. Montrer que 1'on obtient tous les couples (a, b)
d’entiers premiers entre-eux et qu’en fait x, = ¢ ou z(n) = (a,b).

Indication 1.2.3

(1) a) On trouve AP(P)(X) = >"7_o(-1)" *()P(X + k)
b) Montrer que deg A(P) < deg P — 1.
c¢) Faire intervenir la base de Hilbert e;(X) = X(X_l)(';,)(x_iﬂ), prouver que Ae; = e;_1
et exprimer X? dans cette base. '
d) Réduire au méme dénominateur...
(2) On applique ce que l'on vient de voir au polyndome P = a; XP~! + apXP™2 + -+ + q, et
a la fraction rationnelle &= 4. .. 4 <22

Indication 1.3.1 La premiere question . c’est du cours ! (i) immédiat, (i7) montrer qu’un
ouvert contenu dans A N B s’écrit comme intersection d'un ouvert contenu dans A et d’un
ouvert contenu dans B. (ii7) inclusion immédiate, penser a donner un contre-exemple o on
n’a pas égalité.

Indication 1.3.2 La premiere question : utiliser la caractérisation de l’adhérence. Pour la
deuxieme, prendre des ensembles non bornés.

Indication 1.4.1 (1) prendre h(x) = f(z) — g(x) puis faire une récurrence. (2) Immédiat par
I'absurde.

Indication 1.5.1 Si z,, — 0 prendre une suite (y,) qui s’exprime en fonction de z,, qui tend
vers 0, telle que z,, = o(ys,).
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Indication 1.5.2 Il est facile de prouver que |f(x)| < ||f|| d(z, H).
Soit € > 0, prendre a € S(0,1) tel que |f(a)| = || f]| — € et en déduire I'inégalité dans l'autre
sens.
Indication 1.6.1
(1) Immédiat par I'inégalité triangulaire.
(2) Prendre la suite R, = Y, _, k(i(—jl)
(3) On a égalité dans l'inégalité triangulaire puis on récurre.
Indication 1.6.2 (u,) et (@) ont mémes valeurs d’adhérence (montrer I'inclusion dans un
sens puis raisonner par symétrie). Si (u,) est une suite de Cauchy, il en est de méme de (up(n)).

Indication 1.6.3 Montrer que p est bien définie puis, si p(z) # 0 alors % € K. Montrer
p(x

enfin que p vérifie les 3 axiomes de la norme en utilisant que K est borné, K est symétrique,
K est convexe.

Indication 2.1.1 Aucun n’est fermé, A et B car 1 est valeur d’adhérence et n’est pas dans
I’ensemble, pour C', ¢’est la méme chose avec 0.

Indication 2.1.2 Utiliser la compacité de B(x,a+ 1) N F.

Indication 2.1.3 Montrer que {z € R;d(z, F') < 1/p} est un ouvert.

Indication 2.1.4 Montrer que pour tout z € £\ F il existe t € F' tel que d(z,t) = d(z, F) et

_ x—1
poser y = =R

Indication 2.1.5 Montrer que 0 est un point d’accumulation de G (i.e. tout voisinage de 0
contient un élément de G distinct de 0), prendre x,, — 0 et extraire une suite convergente vers

a de (”z—z”) et montrer que G contient Ra.

Indication 2.1.6 Considérer det(A + ¢1,,).
Indication 2.1.7 On trouve (1) ||f|| = max{\ € Sp(ATA}, (2) ||f|| = SUD e [1,1] O°F Naig)),
(3) 11 = sbrequy () lasl)-

Indication 2.1.8 Prendre la norme infinie dans une base de vep et on utiliser I’équivalence des
normes en dimension finie.

Indication 2.1.9

(1) Extraire de la suite (B,) une suite qui converge vers B vérifiant B(A—1) = 0 et prouver

que B? = B.
(2) Montrer que Im(A — I) C Ker B et Ker(A —I) C Ker(B — I).
Indication 2.1.10 Prendre lanorme [|A|| = nsup; jcp,qp2 |@i5], utiliser le fait que toute matrice

sur C est trigonalisable.
Indication 2.1.11
(1) Voir le théoréeme 4.2 page 201).
(2) Voir I'exercice 2.1.9.
Indication 2.1.12 L’utilisation de la réduite de Jordan rend ce résultat quasiment trivial...

Indication 2.1.13 Faire une récurrence sur n ou prouver la propriété directement en trigona-
lisant M et en prenant une base de vecteurs propres fonction de e.
Indication 2.2.1
(1) Théoreme du cours...
(2) Remarquer que 1 — P; et 1 — P sont positives et utiliser un D.L. en .
(3) Prendre par exemple P, = 1, P, = 2%
(4) On trouve P =1 — W(m — x9)% olt 7y un élément de [—1,1].
Indication 3.1.1
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(1) Utiliser les intégrales de Wallis et faire le calcul de la somme avec un logiciel.
(2) Regrouper les termes par 4.

1 1 1
Indication 3.1.2 Montrer que lim In — = 400 et que In —In > 0.
n—too  |uy| |t t1] ||

Indication 3.2.1 Utiliser 'encadrement 0 < nug, < nug,_1 < Uy + Upy1 + -+ + Uzp—1, Pas de
réciproque.

Indication 3.2.2 C’est une conséquence immédiate du théoreme de sommation des relations
de comparaison.

1
Indication 3.2.3 Faire un développement limité en —, puis étudier la suite In v, 1 —Inv,, = uy;
n

p—1

Indication 3.2.4 On obtient S, = > p;
k=0

Sis = 1382958545¢ et Soy = 51724158235372¢.

Indication 3.2.5 Poser S, = ZZ:1 pa, et montrer que S, = R,y —nr, o R,_; =
(écrire S5, = ZZ:1 Plrp1 —71p) = Z;Zé(p + 1)rp — ZZ:1 prp = Rpy — niy).

Indication 3.2.6 On fait des recherches d’équivalents, on trouve que les séries (1), (2) et (4)
convergent, (6) converge ssi a # %, (5) converge ssi a > 2, les autres divergent.

Sk et, avec un programme simple on trouve

n—1

p=0 Tp

Indication 3.2.7 Montrer que p, ~ logn (log en base 10 de n).

+oo 1 1 +oo 1
p:2 pn+1 X 9 p:2 pn'

Indication 3.2.8 Remarquer que :
Indication 3.2.9

(1) Faire une récurrence.

(2) Montrer par récurrence que la suite u,, = f(z1,...,x,) est croissante, la comparer a la

suite o, = ) o Inz, et écrire que In(1 + z,,) < In(2z,,).

Indication 3.2.10 Utiliser ’encadrement x — % < sinx < x pour x > (0 puis montrer, en

2 ’ . . ’
posant v, = % que la série aux différences ) v, — v,41 converge.
Indication 3.2.11

(1) Montrer que f est croissante puis utlhser I’encadrement 0 < m < ?’(12*;1 3
(2) Utiliser I'inégalité Card{k|f(k) <n} < f~!(n) et le (1).
Indication 3.2.12 Réécrire la somme partlelle des v, sous la forme Z _ upxp et majorer x,,.
34217 _ 25642
Indication 3.2.13 On trouve a = {5555, b = 37, C= 333352

Indication 3.2.14 Distinguer les cas v, - 0 et v, — 0. Dans le dernier cas, utiliser un
équivalent de v, a I’aide de logarithme.

Indication 3.2.15 Utiliser la relation a,, = u,(un+1 — u,) et encadrer a,.

nn
Indication 3.2.16 b, < ™) + 1 qui assure la convergence puis remarquer que bog1 = boi, + 1
n

et by = by pour montrer que la somme vaut 2 1n 2.
Indication 3.3.1
(1) Ecrire un D.L. de ¢, — ¢p_1.

(2) Montrer que la somme partielle de u, vaut 2(ln(2n) + con) — 2(1nn +cn) + Tlﬂ -1

Indication 3.3.2 Ecrire u, = Ina,, + In 0B, ou oy, = nﬂ

Indication 3.3.3 > a, et > _ b, sont de méme nature, Z ¢, converge indépendamment de a,,.

Indication 3.3.4 Ecrire un D.L. en % de Ina,, > a, converge ssi o > 1.
Indication 3.3.5 Distinguer lescas a <0, a=0,0<a<l,a=1,1<a<2et a> 2.
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Indication 3.4.1 Se ramener sur [0, 7] par changement de variable puis prouver que »_ u,
converge et > |u,| diverge.

Int

dta f Y0 ¢ dt pour avoir un développement asymptotique

Indication 3.4.2 Comparer fo
a 2 termes de |u,]).
Indication 3.4.3

(1) Utiliser la fonction ¢(t) = ¢ et le théoréme de comparaison série-intégrale.
(2) Exprimer Inw, en fonction de la somme partielle de  u,, on a [[7_, /g~ e ag(nn)?/2,
Indication 3.4.4
(1) 228, C= > % C:immédiat. Si}_ ¥ converge et s, — +00 obtenir une contradiction
en minorant le reste d’ordre n de ) “» ou supposer que ) u, diverge et distinguer les
cas 2= /> 0 et n — 0 et utiliser —z ~ ln(l —z) quand z — 0.

(2) Si Zun : ( ). Si ) u, diverge distinguer les cas o < 1 et a > 1.
Indication 3.5.1 Poser S, = >, % et écrire %22:1 a, en fonction des Sy puis utiliser
Césaro.

. . H % 7’ ﬁ % . .

Indication 3.5.2 Prendre ( [ 7 , K') une base orthonormée telle que r = r.K puis raisonner
—
en complexe dans le plan ( /

r.

9
%
, J), on trouve alors que R est la rotation d’axe (0, 7) et d’angle

Indication 3.5.3 Ecrire no, (et (n + p)on,) en fonction de s, (s,.p) et des du; pour obtenir
la velation p(s,1p — 0) = (1 + p)(Onip — 0) — n(0n — o) + S0P (i — n)u,.
Majorer |0, — 0| < € pour avoir s, 4, — 0| < (— + 1) £+ A
Utiliser enfin les ensembles A, = {(n,p) € N? | n > N, n/e < p < 2n\/c}.

Indication 3.5.4

(1) Utiliser les résultats suivants : 0 < wu, < ||T]], Uprq < (up)pra(uy)?te <

montrer que u,, — inf u,,.
(2) La série Y T converge.
(3) C’est encore vrai.

Indication 3.5.5

(1) Montrer que si a < 1 la série double ne converge pas, se ramener au cas ou a > 1, b > 1
et utiliser la majoration apibq < ; —P/2p=a/2,
(2) Immédiat.
Indication 3.5.6 (i) = (4i) est immédiat, (ii) = (¢4i) : regarder la convergence lorsque ¢ = 0,
(73i) = (7) : utiliser la comparaison série-intégrale.
Indication 3.5.7
(1) Permuter les sommations...
(2) S’intéresser & la somme 5 M et permuter les sommations.

Indication 3.5.8 C’est une simple apphcatlon du théoreme d’interversion des sommations.

Indication 3.5.9 On développe par exemple en série et on utilise le théoreme

d’interversion des sommations.

a™
1+x2a2n

Indication 3.5.10 Pour le calcul de la somme sur ¢, faire intervenir une série aux différences.
Indication 3.5.11

(1) C’est la norme 1 sur (1.

(2) On définit le produit de 2 éléments de R[X] par le produit de Cauchy, on utilise ensuite
la démonstration qui fait de ¢! un espace complet.

(3) R[X] est le complété de E.
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Indication 4.1.1 (g,) converge uniformément vers g = # grace a 'uniforme continuité sur

R de la fonction z +— 55, de méme, si ¢ est uniformément continue sur R alors (gn) C.U. vers
o(f)-

Indication 4.1.2 Majorer F,(t) — F(t) ou F,(t) = (t)y=1-—t.

Indication 4.1.3 (1) C.S. vers f(z) = xsiz > 0, —1/2siz =0, -1 si x < 0, C.U. sur
R\] — a, a[ pour a > 0.
(2 )CS vers 0, || fll =

enQH) : C.U. sur R ssi a < 3, sinon, C.U. sur [b, +oo[ ou b > 0.

3) C.S. vers 0, C.U. sur tout compact de R.

) C.S. vers sin x, C.U. sur tout compact de R.
) C VeI'SO C.U. sur [a,7/2[, a > 0.
)

>

5}

6 x>0pasdeCS x<0: CS vers f(x) =0six<0,1six=0;CU. sur | —o0,a] ou
a > 0.

7)a=0:C.S. vers f(z) =1six=0,0 ailleurs ; a>0 C.U. vers 0.

(8) C.U. sur R, vers e~ * (utiliser I'inégalité X — <~ < In(1 + X) < X pour | X| < 1).

Indication 4.1.4 Montrer les inégalités par une récurrence simple puis majorer Qifﬁ indépen-
damment de z. La suite (),, s’exprime simplement en fonction de P,.

Indication 4.1.5 Utiliser I'U.C. de f puis partager [a,b] en parties égales, majorer et minorer
falz) = f ().

Indication 4.1.6 Utiliser la convergence des suites (P,(p)) pour p € N pour prouver la conver-
gence des coefficients des P, puis utiliser ’équivalence des normes en dimension finie.

Indication 4.1.7 Utiliser 'ILA.F. puis prouver que f (limite simple des f,) est continue et
partager l'intervalle [a, b] en parties égales. La propriété n’est plus vraie sur un intervalle non
borné (trouver un contre-exemple).

Indication 4.1.8 Simplifier I'expression cosz.cos 3 ---cosz; (pour la somme partielle) puis
montrer que la fonction ¢ — % est continue sur [—7 /2, 7/2].
Indication 4.1.9 (1) F est définie sur R* (utiliser le T.S.A.),

(2) on trouve F(z) = (1 — z) g(z), (3) iliri@ —1)g(z) =1, (4) xEIEOOF(x) = xkrfoog(x) = 1.
Indication 4.1.10 Restreindre I'étude a I = [—7/2, +7/2], pas de C.U. mais C.U. sur [—a, +d]
pour a €0, 7/2[.
Indication 4.1.11 Domaine de convergence : |a| = 1 : demi-plan, |a|] > 1 : extérieur d’'un
cercle, |a| < 1 : intérieur d'un cercle.
Indication 4.1.12
(1) On a une série a termes positifs majorée puis on fait une récurrence a 'aide de la relation
up(r+1)=F(n)— Fn+1) + uppqi(x).
(2) Majorer le reste pour prouver la C.U. sur [0, 1] puis étendre a R.
(3) g est continue.
(4) a=0.
Indication 4.1.13 (1) > u,(z) Cssiz > 0; > 7% v,(z) Cssiz > 0.
(2) lim, or 35 e = 400 et lim, o+ >0 xe‘”% =0.
Indication 4.1.14 C’est un cas particulier du théoreme de double limite.
Indication 4.2.1
(1) Utiliser le T.S.A.

(2) Majorer le cosinus par 1.
(3) Utiliser la somme partielle d’une suite géométrique et intégrer.

(4) Remarquer que (—1)F [[7* e~ 5Dt cos ut dt = uy(t)
Indication 4.3.1
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(1) Utiliser la linéarité de E pour se ramener au cas de monomes, procéder par récurrence
sur m pour la variance.
(2) Décomposer la somme donnant Var (f) selon que |k — E(f)| > a ou |k — E(f)] < a.
(3) a) Chercher le nombre de sous-ensembles a k éléments dans [1,n].
b) Montrer que Var (f; + - -+ f,) = nt(1 —t) puis utiliser le (2).
c) Utiliser la continuité uniforme de f et le (b).
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1. SOLUTIONS :

Solution 1.1.1 N(x,y) >0, si N(z,y) =0 alors z + ty = 0 pour ¢ € [0, 1] donc z =y = 0.
Les deux autres propriétés de la norme se vérifient facilement.
Comment représenter la boule unité ?
Soit (x,y) tel que N(x,y) = 1 avec y # 0. On divise par y, on est ramené a étudier la valeur

de N(a,1).

1
e Si >O,N((x,1):a+§,

Q
esia<—1, Na,1) = —a—1,
-1

1
<04<Oalors]\7(a,1):(x2+(x+§.

(La discussion est plus simple si, en se ramenant au cas ou x > 0, on distingue les deux cas :
r+y=0etx+y<0.)
Remarque : en fait

1
B (x + ty)|x + ty|
/0 |x+ty|dt—{ 2

e si

1

1
(@ +y)lz+y| — x|z
0o 2y

qui permet de simplifier la discussion...

On aura donc pour la sphere unité deux segments paralleles contenus dans les droites |z +y /2| =
2

1 tangents aux arcs d’ellipses 2% + zy + % = |y| de centres respectifs O;(—1,2) et O(1, —2).

4,,

On a construit les droites
y=2(1-1x), x€][0,2],
y=—-2(1+2z), v €[-2,0]
et les portions d’ellipses
o5~ v l-e+VI-B - eel-1-vVEo),
y=1-a—V1—-2z—22 2 € [-1-V2 -2,
]
]

?

y=—l—a+V1+2r—22 z€[2,1+V2
y=—-l—a—V1-2z—2a2 z€l0,1+V2.

F1GURE 1. La boule unité pour la norme V.
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Solution 1.1.2
(1) Il suffit de montrer que N est une norme euclidienne et de considérer le produit scalaire :

o(f.9) = F(0)9(0) + / F(6)g () dt

¢ est bien définie positive (vérification immédiate).
(2) On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(/wf’(t)dt) /dt/f’2 dt</ f2(t)

donc avec I'inégalité (a + b)? < 2(a® + b*) on obtient

P =10+ [ 1o dt) <AN(.

(3) Les normes ne sont pas équivalentes car, avec f,(x) = a™ alors || fullcc = 1 €t N(f,) =

n
Von—1’

cette derniere quantité tend vers +oc.

Solution 1.1.3

(1) Onnote /]| = sup |f(@)] et w(f) = sup M'
z€l0,1 (x,y%i[g,l]Q r—=y
On vérifie que N(f) = ||| +w(f) =0 = f =0, que N(Af) = [AIN(f) et N(f +g) <

N(f) +N(g)-
De méme pour N, ou N,(f) =0= f(a) =0et w(f) =0, ie. f estconstante et vaut 0.
(2) Ensuite, on a
0 < N(f) = Na(f) < [IfII = [f(a)]
or |f(z) = f(a)| < [z = alw(f) < w(f) donc
L= 1f (@)l = [f (zo)| = [f(a)] < [f(x0) = fla)] < w(f)
Qo 0 < N(f) — Na(f) < wl(f) < Nal).

Les deux normes sont donc équivalentes.

" 1
N n’est pas équivalente a N, il suffit pour cela de prendre f,(z) = :c_’ Noo(fn) = —
n n

1
et N(fn)zﬁ—i—l car

n ~1
fn(‘r)_fn(y):l‘r_y :lenlk
r—y n n
Donc  sup M' =1 en prenant x = 1 et y tendant vers 1.
(ﬂc,y);{O:l]2 r=y
a Y

Solution 1.1.4 Solution revue par Stéphane

On remarque que le résultat est trivial pour p < 2n.

Nous sommes confrontés a une norme de somme de vecteurs majorant une somme de normes.
Ce sens de I'inégalité n’est pas confortable a manipuler. On va donc se ramener a des ensembles
ou il y a égalité entre la norme des sommes de vecteurs et la somme de leurs normes, ce qui
devrait nous simplifier la vie.
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Voici une solution possible : départageons les vecteurs (x;) en 2n ensembles .J; qui vérifient la
propriété suivante :
V(@) = (@i, in) € J; 2]l = (=1) e g

Cette restriction des maxima a une méme coordonnée et a un méme signe nous assure que la
norme de la somme des vecteurs est bien égale a la somme des normes :

Z%‘ = Z [Js]]

1€J; i€Jj
Le plus dur étant fait, on définit pour le plaisir une norme A sur ces ensembles par N'(J;) =
> ies; lzill- La famille (M(J;))j=1,....2n étant finie, notons m I'indice de son maximum.

Dozl = i > Nl

i€l j=11ielJ;
2n

I
S
=
£

N
)
S

N
[\
S
0
=

i)

7

On obtient ainsi le résultat souhaité :

> il < 2nsup

el Jcl

Solution 1.1.5 Il suffit par exemple de trouver une matrice A telle que, pour tout A € C*, A
et AA soient semblables.

0 1) convient. En effet, avec P = (

10 o
0 0 )onaPAP =

Commencons par n = 2. A = ( 0 1/A

AA.

Sin>2: onprend A" = 40 P

0

/

0 o) € M, (C) et P = 0 I,
On a alors PPA'P'™! = NA d’ott |PAP7Y| = |AL||A]| # ||A|l si [N # 1.

Conclusion : si on prend f endomorphisme d’un C-espace vectoriel F, il n’existe pas de norme
sur L(E) issue d'une norme de M,,(C) qui soit intrinseque (i.e. indépendante de la base choisie).
On a vu, en algebre qu’on pouvait définir le déterminant et la trace d’'un endomorphisme a partir
d’une représentation matricielle quelconque (cf page 158, remarque 8.5.3 et la définition 8.5.11
ainsi que la proposition 2.1.7 et la définition 2.1.12 page 185), ce n’est donc pas possible avec
la norme.

comme matrice de passage.

Solution 1.2.1

(1) Cas ou zy € R*, on étudie la fonction f(z) = ax + é, fonction impaire d’ou le tableau
x

de variations (z¢ = \/g et f(xg) = 2v/af)
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T 0 To 400
fx)|— — 0 +
“+00 +00
f(z) N\ /
[ (o)

On montre alors que la suite (z,) converge vers 1 (cf. derniere question).
Si zp € iR* alors on écrit z = ix et on est ramené a étudier la suite x,41 = g(z,)

ou g(xr) = axr — — qui est une fonction croissante et qui n’admet pas de point fixe
x

(9(z) = x & 2% = —1) donc la suite (z,) ne converge pas.
Soit z = x + 1y alors f(z) = (04 + p f—y2> T+ 1y (04 - ﬁ) donc f(IT*) C TTt.
Si Z € II™ alors léquation f(z) = Z est équivalente & az?> — Zz + 3 = 0 qui admet 2

Z
racines complexes z; et z5. Comme 27 4+ 2o = — alors 'une au moins de ces racines a
o

une partie réelle > 0.

Conclusion : f(IT*) = II*.

f(z)—1 _z—lz—g
f)+1 241,42

Comme f(—z) = —f(2) on aura f(II7) = II~ donc, si z ¢ iR* alors la suite est bien
définie.

Si z = 1z alors g s’annule pour x = i\/g et si x,, prend I'une de ces valeurs alors la

Un calcul simple donne

suite (z,) n’est pas définie.
On se limite au cas oll zg € I, on sait alors que tous les termes de la suite (z,) sont
dans IT*. Si on utilise le programme MAPLE suivant

Z:=proc(c,a,n)

local i,zn;

zn:=c;

for i from 1 to n do

zn:=a*xzn+(l-a)/zn

od;

end;

alors on s’apercoit que si ¢ = zg n’est pas imaginaire pur alors la suite converge vers 1.
Soit z = re? € I alors f(z2) = are? + ge_“g. On se place sur un secteur angulaire
—0y < 0 < 0y avec 0y = £ Arg zp, r # 0 alors on a —0y < Arg f(z) < 0 et

1P = (ar+ ) (= sine) + (ar = ) site

r T

2 2
— (ar + g) — 2a4sin? 6 < (ozr + g) . (E)

Comme on a séparé les variables, cela va devenir plus simple :

e |f(2)| est maximal pour 6 = 0 et ar + b maximal,
r

e |f(2)| est minimal pour § = 0y et ar + A minimal or on a vu que ar + — > 2y/af3
r r
donc |f(2)| = V/4af — 2a8sin? 6y = AaBy/1 — % < 1. On pose par la suite

1 :
— :\/4aﬁ\/1—@,ro> 1.
0
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Sir>1alors |f(2)] < ar+ — 5 <ar+ (3 <reton ala discussion suivante :

e Si, a partir d'un certain rang, |z,| > 1 alors la suite (|2,|) est décroissante et minorée

donc elle converge.

g

2
Soit r sa limite. On a r2,, = (on"n + —) — 2afsin?0, (cf. relation (E)) par

n
conséquent la suite (sin?6,,) converge vers s et on obtient a la limite

2
r? = (ar + g) — 2af3s.

On en déduit que r < ar + p soit (1 —a)r = fr < é donc r < 1. Comme 7, > 1,

’
c’est que r = 1 et cela entraine s = 0. Dans ce cas, la suite tend vers 1.

1
e S’il existe un entier n > 1 tel que |z,| < 1 alors |z,11| = — car on a vu que, de
T

0

1
toutes fagons, |f(z)| = —. Si |zn41| = 1 alors
To

— < |2n+2| < |zns1l-

Soit on se retrouve dans le cas précédent soit il existe p > 2 tel que |z,4,| <

1. A

1
partir de ce rang, on aura par récurrence — < |z, | < ro car si |z| € [1/rg,70] on a

To
|f(2)] < arg+ Bro=ro.

Soit K lensemble des z vérifiant |z| € [ﬁ, |20]] et Arg(z) € [— Arg(zg), Arg(z)]. Par

_a
©7 B

une récurrence immédiate si z, € K alors z,., € K. La fonction z —

o est conti-

nue, elle atteint ses bornes sur K. Soit k sa borne supérieure alors k < 1 (car tous les

éléments de K ont une partie réelle > 0).

. . Zn—l—l_]- Zn_]- , . ’ q- Zn_l
On ainsi |———— et, par une récurrence immédiate,
Znt1 + 1 zn +1 Zn+1
nlz0—1 N ,
— 0 d’ou z, — 1 car z, est bornée.
2o + 1
Solution 1.2.2 Considérons la construction arborescente suivante (faire un dessin) : Racine :

x(1) = (1, 1), branche gauche : z(2) = (1, 2), branche droite : z(3) = (2, 1).
Branches gauche et droite de z(2) : x(4) = (1, 3), z(5) = (3,2).

Branches gauche et droite de z(3) : x(6) = (2,3), z(7) = (3,1).

Branches gauche puis droite respectivement de z(4), z(5), z(6), (7) :

2(8) = (1,4), (9) = (4,3), (10) = (3,5), z(11) = (5,2),
2(12) = (2,5), 2(13) = (5,3), 2(14) = (3,4), =(15) = (4,1)

etc... La poursuite de la construction de I'arbre se faisant selon la regle :

Le noeud (a, b) possede comme branche gauche (a,a + b) et comme branche droite (a + b, b).

On obtient ainsi tous les couples (a,b) d’entiers premiers entre-eux (la remontée de I'arbre a
partir d’un couple (a,b) conduit a (1, 1) par I'algorithme d’Euclide). De plus, si on part de 1
en x; et si on concatene un 0 si on va a gauche et un 1 si on va a droite, la suite de 1 et 0
obtenue pour atteindre x, n’est autre que le développement binaire de n. Exemple : z; est
obtenu apres 1011.

Considérons alors z(n) et x(n —1). Il y a deux cas :
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e Ou bien n est une puissance de 2, n = 2*. Dans ce cas, x(n) se trouve a l'extréme
gauche de l'arbre apres le chemin 100...0 (avec k zéros) et z(n) = (1,k+ 1). Quant a
x(n — 1), il se trouve a l'extréme droite du rang précédent, apres le chemin 11...1 (avec
k uns) et z(n — 1) = (k,1). De sorte que, si on considere que z(n) = (r,, s,) désigne la
fraction r,/s,, on a :

1
1+2E(x(n—1)) —z(n—1)

x, =x(n) = etx(n—l)zézkﬁx(n):

kE+1

puisque E(z(n —1)) = k.

e Ou bien z(n) est au milieu de l'arbre avec xz(n — 1) a sa gauche immédiate. Ces
deux nombres proviennent d’'une méme racine x(m) = (7., S;,) suivi d’'une suite de
déplacement 011...1 pour z(n — 1) et 100...0 pour x(n), avec le méme nombre k de 1
pour z(n — 1) que de 0 pour z(n). On a alors :

(Piny Sm)—0— > (Ty Tin+FSm) —1— > (25748, Ti+Sm) —1— > (357, 4+2% S0, T +Sm ) —1— >
o= 1=>((E+ 1) *rp +k*sp,Tm+ sn) =x(n—1)

B Tm + Sm
C krm + (k4 1)sp,

=k=FEx(n—1))et

De méme on aura x(n) = (7m + Sm, krm + (K + 1)s,,) = 2(n)

——— alorsque z(n—1) = (k4 Drim + ks =kt —
k+ —Sm T + Sm Tm + Sm

Tm+Sm

z(n)=1/(1+2xk—xz(n—1)).

Solution 1.2.3

p
(1) a) Par récurrence sur p, on trouve AP(P)(X) = > (—1)"* (]IZ)P(X + k), on peut
k=0

aussi écrire que A = 7 — Id dans 'algebre E(I@[X]) ol 7 : P+ @Q défini par
Q(X) = P(X +1). AP se calcul avec la formule du binéme.

b) En examinant les termes de plus haut degré de A(P) on trouve que deg A(P) =
deg P —1sidegP >1et A(P)=0sidegP < 0. Par une récurrence immédiate, on
obtient deg A*(P) < deg P — k donc AP(P) = 0 si p > deg P.

XX -1D(.)(X—-i+1)
i!
X+DH)(X)(..)(X —1+2 XX -D(.)(X—i+1

Aei(X):( +1)( )(Z_‘)( i+2) _ X( )( i')( i+1)

XX -D(. )X =-i+2)X+1—- (X —i+1)]

7!

.Ona

¢) On va faire intervenir la base de Hilbert e;(X) =

= €1
donc APe, = 1. On exprime alors X? dans cette base :
XP = )\060 -+ )\161 + -+ )\pep,

AP(XP) = \,APe, (tous les autres termes sont nuls) et A\, = p! en examinant les
termes de plus haut degré.

Conclusion : AP(X?) = pl.
P(X+1)Q(X) - P(X)Q(X +1
d) On a R(X +1) — R(X) = X + )g( ) ( ))Q( a )or les termes de
plus haut degré des polynémes P(X + 1)Q(X) et P(X)Q(X + 1) sont égaux
donc deg(P(X + 1)Q(X) — P(X)Q(X + <
deg R < deg P —deg @) — 1.
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(2) On applique ce que I'on vient de voir au polynéme P = [X?P+a; XP ' +a; XP 2+ - -+aq,

p+1 ., % .
X+ +XP'

1
o A?(P)=pllet degAP(R) < —p—1. v, = HAPP(TL) +

1
o (L)

o [}

Solution 1.3.1 On a fi C fi C A donc /(i = /(i & A ouvert.

(1) A= U O (cf remarque 5.1.11 page 226) or O C A = O C B donc
oc4

et & la fraction rationnelle R =

%AP(R)(n)JrO( ! ):

nptl

AlJocs
OCcA
o
(i) AnB= |J (©Ono)= |J 0"=4nB
OCA,0'CB O"CANB
En effet, si O et O sont deux ouverts contenus respectivement dans A et B alors O N0’
est un ouvert contenu dans A N B. Réciproquement, si O” est un ouvert contenu dans
AN B alors on peut prendre O = 0" et O’ = 0" et O”" =0 NO’. Il y a donc identité
des familles d’ouverts O N O’ et O”.

o

(o] (o] [e) (o] /—/H
(1it) ACAUB, BC AUB donc AUB C AUB.
Un contre-exemple est donné par A =Q, B=R\ Q.

Solution 1.3.2

(1) Siz € Aon ad(z,A) =0 (prendre y = x € A dans la définition).
1

n+1
(par définition de la borne inférieure). La suite (y,) est une suite d’éléments de A qui
converge vers x. Grace au théoréme 5.9 page 227 (caractérisation de I'adhérence) on
peut affirmer que = € A.

(2) 1l suffit de prendre pour A 'axe Oz et pour B la branche d’hyperbole zy = 1 avec x > 0.
A et B sont deux ensembles fermés (immédiat avec la caractérisation séquentielle des
fermés qui a servi a la question précédente) et si M(xz,0) € A, N(z,1/z) € B, on a

Sid(z, A) = 0 alors pour tout n de N, on sait qu’il existe y,, € A tel que d(z,y,) <

1
d(M,N) = — — 0 quand z — +o0.
T
On a bien k(A,B) =0 avec AN B =0.

Solution 1.4.1

(1) Soit h(z) = f(x) — g(z), h atteint sa borne inférieure sur [a,b], soit k cette borne
inférieure. k > 0 donc on a bien la propriété vraie a I'ordre 1.
H.R. : on suppose la propriété vraie a l'ordre n, f"(x) > kn + g"(x).

@) = 1 (f(@) = kn+ g"(f(2)) = kn+ f(g"(2)) > kn + k + ¢"(2) = k(n + 1) + ¢"(2).

(2) On raisonne par I'absurde : s’il n’existe pas d’élément x € [a,b] tel que f(z) = g(z)
alors h(z) = f(x) — g(x) est une fonction continue sur [a, b] et qui ne s’annule pas donc
elle garde un signe constant que I’on peut supposer > 0. Si = € [a, b] alors f"(x) € [a, ],
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de méme ¢"(z) € [a,b] or f"(z) > kn+ ¢"(x) > kn 4+ a — 400 ce qui est impossible.
Conclusion : on a bien prouvé I'existence de x € [a, b] tel que f(x) = g(x).

Solution 1.5.1 Grace au théoreme 5.11, il suffit de montrer que : lir% f(z)=0.

Pour cela utilisons le critere séquentiel de continuité (conséquence du théoréme 5.10 page 229)

soit x,, — 0 montrons que f(x,) — 0. Prenons y,, = ]Tn || alors y, — 0 donc M : || f(yn)| <
Tn

M. La majoration || f(z,)|| < M+/||x,| nous permet d’avoir f(z,) — 0.
Conclusion : f est bien une application linéaire continue.

Solution 1.5.2 On a tout d’abord |f(z — y)| = |f(x)| < ||f|l-||lx — y|| pour tout y € H donc
|f (@) < [If]l d(z, H).

Soit maintenant a € S(0, 1) tel que |f(a)| > || f||—¢ : on peut écrire x = y+ f(z)a on o = %
a
|/ ()
et y € H. Alors ||z — y|| = | f(2)|.]|a]| = 15— donc
|f(a)]
d(z, H)([fl = &) < lle = ylldlA = &) < llz =yl f(a)] < [f(z)]
et ceci pour tout € > 0 d’ou I'inégalité
d(z, H).|| fIl < |f(2)]
: At _ |f(=@)]
ce qui permet de conclure a 1'égalité d(z, H) = T
Solution 1.6.1
n m n+m .
(1) SiP=> apX"et Q= > b, X" alors PQ = ;X7 oucj = ) agb, (en posant
k=0 h=0 j=0 k+h=j
ar=0sik>netb,=0sih>m).
n—+m n m
DI ETES IE SIPHARY O oIty N 0 o) RO
=0 hok k=0 h=0
(2) On prend la suite R, = 3= —— alors [Rul| = 1 — —— et (B,) est ite d
n prend la suite R, = > ———— alors |R,|| =1 — et (R,) est une suite de
Cauchy. Supposons par 'absurde que la suite (R,,) admette une limite que I'on note P.
Sideg P = p,
- 1 1 1
1P =Rl > = -
k:p+1k(k+1) p+1 n+1

donc ||P — R,|| ne peut tendre vers 0 ce qui abouti & une contradiction.
Conclusion : E n’est pas complet.

(3) Si les coefficients de P et @ sont positifs, on a égalité dans (1) ||P.Q|| = || P|.[|@Q] et
donc, par une récurrence immédiate sur k, ||P¥|| = || P||*.
On peut aussi dire que ||P|| = P(1) si P a tous ses coefficients positifs. Comme P* a
aussi tous ses coefficients positifs, ce sera la méme chose donc

1P*] = P()* =P
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Solution 1.6.2 Si a € E est une valeur d’adhérence de la suite (u,) alors les ensembles
A(e) = {n €NJla — un| < £} et B(e) = {n € N| [la — upmll < e} = o7 (A()).

contiennent une infinité d’éléments.

Par symétrie, on en déduit que (u,) et (uy(,)) ont mémes valeurs d’adhérence.
Si (uy) est une suite de Cauchy, il en est de méme de la suite (g ).

En effet on sait que

Ve>0, AN eN |Vn> N, VpeN, |[u, — tnpipl| <e.
L’ensemble des ¢ € N tels que ¢(q) < N est fini. Si on note N; son plus grand élément alors
Vn > Ny, Vp €N, tgm) — tpminll <é,

donc la suite (uy(n)) est aussi une suite de Cauchy.

Solution 1.6.3 p est bien définie car 0 appartient a l'intérieur de K. En effet, comme K est
d’intérieur non vide il existe B(z,r) C K et par symétrie B(—z,r) C K. Comme les milieux
de couples de points appartenant a K appartient lui aussi a K alors B(0,r) C K.
x x

—— € K. Comme p(x) = inf{\ € RY, —

p() A

T
il existe une suite de réels (\,) qui tend vers p(x). La suite (—> est une suite d’éléments de
n

Montrons ensuite que si p(z) # 0 alors € K} alors

x

K donc on peut en extraire une suite convergente dans K : ( ) Or Ay — p(z) (suite
w(n)
4

extraite d’une suite convergente) donc, a la limite, on sait que — € K.

| o | p(z)
Prouvons maintenant que p vérifie les 3 axiomes de la norme :

1
o p(r) =0& VA e R, XxEK@szcarKestborné.

x
e Soit g € K tel que g = ——. Soit a un réel > 0, comme
p(z) ap(z)

1
p(az) < ap(z). De méme, on obtiendrait p(z) < —p(ax) d’ou I'égalité p(ax) = ap(z).

=129 € K on a

o
Vu que K est symétrique, on a p(—x) = p(x) et en conclusion, pour tout réel a,

plax) = [a|p(z).
e Enfin en écrivant que :

vty p) LA () y
p(x)+ply)  plx)+ply) ple)  ple)+ply) ply)
~ ~—
eK eK
alors, on en déduit que _rry € K car K est convexe donc p(z +1vy) < p(x) +p(y)
’ p(x) +p(y) ) '

Solution 2.1.1
1
eOnal = lim ((—1)2” + 2—> donc 1 est valeur d’adhérence de A. Comme 1 ¢

n—-+oo n

1 _
{(-=1)"+ —,n € N*}, A # A et donc A n’est pas fermé (cf théoréme 5.7 page 226 sur
n

la caractérisation des fermés).
e On procede de méme pour B.

e 0= lim — 4+ — et 0 n’appartient pas a C' donc C n’est pas fermé.
n—+oo N n
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Solution 2.1.2 B(z,a+1)N F est un compact (fermé borné en dimension finie corollaire 5.26
page 236) et f :y— d(z,y) est continue (f est 1-lipschitzienne) donc f est minorée et atteint
ses bornes.

1
Solution 2.1.3 On pose A, = {zx € R | d(z, F) < -}.
p

1 1
Siy e F alors B(y,1/p) C Ay, siy € A, \ F alors d(y, F') = ¢ < —. Si on pose n = — — ¢ alors
p p

lg(yvn)(:‘AP'
Conclusion : A,, p € N* est un ouvert.

On a ensuite F' C ﬂ A,, montrons l'inclusion dans l'autre sens.

pEN*
1
Size ﬂ A, alors Vp € N*, d(z, F') < — donc d(z, F)) = 0 et comme F est fermé, z € F.
p
peEN*
Remarque : on pouvait aussi dire que f : z +— d(z, F') est une application continue et A, =
11
! (] - = —[) donc A, est un ouvert.
n.p

Solution 2.1.4 Montrons tout d’abord que, pour tout z de FE, il existe ¢ dans F' tel que
d(z, F) = d(z, ).

En effet, avec d = d(z, F), 'ensemble K = B(x,2d) N F est un compact (fermé, borné en
dimension finie cf. corollaire 5.26 page 236). Comme l'application d : ¢t € E — d(z,t) est
continue, elle atteint son minimum (cf. théoréme 5.22 page 234) il existe donc t € K tel que
d(z,t) = d(z, F).

Soit x € E \ F alors d(z, F') > 0 car tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé
dans E. Il existe t € F tel que d(z, F) = d(z,1).

Il suffit alors de poser y = Hx m On a bien |ly|| =1 et d(y, F) = d(y,0) = 1. En effet, si
u € I alors
r—t
d -1 — —t
) = |24~ o] = e = = o = el

ort+ ||z — t||u € F donc inf{d(y,u), u € F} = HyH

Solution 2.1.5 Montrons tout d’abord que 0 est un point d’accumulation de G (i.e. tout
voisinage de 0 contient un élément de G distinct de O) :

en effet, comme G n’est pas discret, il possede un point d’accumulation u, qui appartient a GG
car (G est fermé et par translation, on en déduit que 0 est lui-méme point d’accumulation.

On a donc I'existence d'une suite (z,) d’éléments de G, x,, # 0 qui converge vers 0. La suite

&) une suite
[ n |

extraite qui converge vers a (ou u, € G). On va montrer que G contient la droite Ra.
Soit D,, la droite Ru,, et v un élément non nul de la droite Ra. Si v, désigne la projection de

I nll

Il existe un entier a,, tel que ||v, —anuy || < ||unl|, on a alors ||[v—ayu,|| < ||[v—"v, || +||vn — @ty ||
quantité qui tend vers 0 quand n tend vers +oco0.
La suite (a,u,) est donc une suite d’éléments de G qui tend vers v. Donc v € G et G D Ra

c.q.f.d.

Yn = Tl H est une suite de S,,_;, sphére unité de R”, qui est compacte. Soit (
n

vsur Dy, on a ||[v—uv,| <|la— Jlv|| (faire un dessin).
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Solution 2.1.6 On prend la norme N(A) = sup |a;;| pour A = (ay;).

i.j
Il suffit de montrer que YA € M,,(R), Ve > 0, 3B € B(A,¢) telle que B € GL,(R) :
e si A € GL,(R) c’est réglé,
e si A ¢ GL,(R), alors le polynome P4(X) = det(A — XI) s’annule en 0 et n’a qu'un
nombre fini de racines. Il existe donc n > 0 inférieur a e tel que P4(n) # 0 ; on prend
B=A—-nl. N(B—A)<cetBeGL,(R) car son déterminant est non nul.

Solution 2.1.7

M |IfI1? = | sup (XTATAX) or, dans une base orthonormée (ey, ..., e,), on peut écrire

XTATAX = 5" \a? et donc
=1

171 = sup{A € Sp(ATA)}.

En effet, la matrice ATA est une matrice symétrique positive d’ordre n. Si on range les
valeurs propres de AT A dans 'ordre croissant, on a

XTATAX <> Na? = Moz
=1

donc, dans un premier temps, ||f|| < v/ A.. et si on calcule || f(e,)|?
permet d’avoir ’égalité.
(2) Soit y; = > a;;x; alors
i=1

on trouve \, ce qui

p n p p n
IR <Z |%‘|> 25| < sup (Z |%‘|> > ).
i=1 JELLP N =1 j=1

j=1 \i=1

P
On a donc ||f|| < sup ( |aij|).
1

jEHl,TL]] 1=
p p
Soit jo € [1,n] tel que > |aij,| = > |aij| et = tel que x; = §;;,, on a alors I'égalité
i=1 i=1
p
1f (@) = sup > lay| | donc
Jjelin] \;. 24

17l = sup (Z |az-j|) .

Jelln] \ ;=1

(3) De la méme fagon, on obtient : || f|| = sup (Z |az~j|>.
i€[1,p] j=1

Remarque : on a utilisé ici les résultats de la question (i) page 232.

Solution 2.1.8 On confond, lorsqu’il n’y a pas de confusion a craindre, les endomorphismes de
C" et leur matrice.

n n
Soit (uy,...,u,) une base de vecteurs propres pour M, on pose N(z) = > |x;| ou z = Y z;u;
i=1 i=1
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et on note D la matrice diagonale D = Diag(\y, ..., A,) semblable a M (D est la matrice de
I'endomorphisme M de C" dans la nouvelle base (u;)). Alors

N(Dz) =N (Z xAu) = |ail|Ail < RuN(x).

i=1
Soit ig tel que |\ | = m[lax} |Ai| alors N(Du;,) = |\, | dong, si on note N la norme subordonnée
e|l,n
a N, onaN(M)=|\,l
De méme N (MP) = RY,. Grace a I’équivalence des normes en dimension finie, alors
aRy, < ||MP]| < bRy,

et, en prenant les racines p®™* on a a'/P Ry, < f,(M) < b/P Ry, donc liljrn fp(M) = Ry
p—+oo

Solution 2.1.9
(1) On remarque tout d’abord que B,(A—1I) =
ona lim By(A—1)=0.

p—too

1

(AP —T) et comme la suite (A?) est bornée,
p

La suite (B,) est bornée (on a immédiatement ||B,| < sup [|A¥|), le théoreme de
keN

Bolzano-Weierstrass (cf théoréme 5.21 page 234 ) nous permet d’en extraire une suite
convergente (B ,)) vers une matrice B qui vérifiera nécessairement B(A — I) = 0.
Par une récurrence immédiate, on a BA¥ = B, ce qui donne BB, = B et, comme la
multiplication matricielle est continue, B = B.

(2) B étant la matrice d'un projecteur, on a Ker B @ Ker(I — B) = C".
Comme B(A—1)=0, Im(A—1I) C KerB.
Prouvons maintenant que Ker(A — I) C Ker(B —1) : si AX = X alors A*X = X pour
tout k£ i.e. B,X = X et par passage a la limite BX = X.
On en déduit immédiatement Ker(A — I) @ Im(A — I) = C" et, en prime, on a les
égalités : Im(A — I) = Ker B, Ker(A — I) = Ker(B — I).

Solution 2.1.10 On choisit par exemple la norme |A|| =n sup |a;;|. On a alors ||A.B|| <
(i.j)€[1.n]?
[A[[1B]]-
Dans C, A est trigonalisable donc, il existe P matrice de passage telle que A’ = P~1AP soit

iéme

triangulaire. On note alors B}, la matrice diagonale dont le terme de la ieme Jigne, g colonne
?
vaut —.

On remarque alors que, pour p suffisamment grand, A’ + B, a toutes ses valeurs propres
distinctes, il en est de méme pour A + B, ou l'on a posé B, = PBI’,P_l. On a alors une
suite de matrices diagonalisables qui tend vers A c.q.f.d.

Il en résulte en particulier que ’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).

Solution 2.1.11

(1) Si (e;) est une base orthonormée de F, y = > (z.¢;).¢; alorsz—y € F et FNFL = {0}
i=1
(en fait on redémontre le théoreme 4.2 page 201).
(2) Montrons tout d’abord le lemme suivant :

((fn)nen converge dans L(F)) < (Vo € E, (fn(2))nen) converge dans F
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En effet si (f,) converge dans L(E) vers f alors ||f(z) — fu(@)| < ||f — fall-llz]| — O
donc (f,(z)) converge.
Réciproque : soit (eq,...,e,) une base de E, on choisit la norme infinie sur £ alors, si

p
r =) mie; ona
i=1

I1f () = — fulei)

HxHZ 1/ (es) = fules)l

dmﬂﬁ—nu<§ww»—n@w~o

Siv=1Id-u et szl_y € Kerv alors : (v(z)|y) = (v(2)|u(y)) = (z|y) — (u(z)|u(y)) =0
(car u est orthogonal) donc

Imv C (Kerv)* et ImvKerv = {0}.

Comme dimImv 4+ dim Kerv = dim E on a bien £ = Kerv @ Imv.
Sixe B, x =y+ (t —u(t)) ou y € Kerv, alors

1 t—u"(t
L+ ur (o) = y o+ )
n n
1 t—u”(t)
(car wi(a) = y -+ uP() — w*1(0) et, comme [l ()] = 1], tm = — g
oo n

Conclusion : grace au lemme, la suite (%(Id +u+---+u™"1)) converge vers la projection
orthogonale sur Ker(Id —u).

Solution 2.1.12 On prouve que la C.N.S. cherchée est

(1) () sup{|N\;|, \i vap de A} <1
(77) et si |\;| =1, alors dim F), est égal a I'ordre de multiplicité de \; dans Py

L’utilisation de la réduite de Jordan rend ce résultat quasiment trivial.
Démontrons ce résultat :

e (1) = la suite AP est bornée.
On écrit le polynome caractéristique de A sous la forme

=

Pa(X) = ] (X =)™ xQ(X)

|
—

7
\i|=1

ol le polynome () a toutes ses racines de module < 1. Grace au lemme des noyaux,
on sait que, si on note A 'endomorphisme de C" associé a la matrice A dans la base
canonique,

p
- @ Ker(A — A\ 1d)™ @ Ker Q(A)
i=1
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Comme dim F), = m; alors Ker(A — X\;1d)™ = E,,, selon le résultat admis, donc, en
choisissant une base dans chaque E), que I'on complete en une base de Ker Q(A), A ad-

M, 0 0
.. . A// O
. , . ,
mettra pour matrice A’ = 0 Ml 0| ( 0 B> . En vertu du résultat
0 : 0 B
rappelé, la matrice B peut s’écrire D + N ou D = Diag(j, ..., ft;) (en choisissant une

base de Ker Q(A)) avec |p;] < 1. Les puissances successives de A” sont bornées et

k
Bk — Z (z) Dk*hNh

h=0

d’ou || B¥| < ( ) | D*="||.|| N"|| et comme la matrice N est nilpotente (d’indice de

nilpotence < n) ors, pour les grandes valeurs de k (k > n), on a

n k -
1541 < Y- ()t

h=0
ou M est un majorant de {||N||, g € [0,n]} et |p] = max{|u;|, 7 € [1,¢]} (on a choisit

une norme matricielle subordonnée a la norme 1). Finalement, en majorant , | par

k
k™, h € [0,n] et u*~" par M—, on obtient
IL[/’I’L

| B*|| < (n+ 1)ME" 1" — 0.

La suite (AP) est bornée.

e Réciproque : si la suite (AP) est bornée alors toutes les valeurs propres sont de module
< 1. En effet, si A est une valeur propre, X un vecteur propre associé alors APX = \P.X
et comme (AP) est bornée, on a

[APXF = (AP < AP X

donc (AP) est bornée soit |A| < 1
Soit f une valeur propre de A de module 1 (si elle existe).

, P (u 1)p (/ﬂ’ ppP~t
Par une récurrence immédiate, on a BP = =

0 u 0 urP

Supposons que dim £, < m ou m est 'ordre de multiplicité de p. La restriction de
A a Despace vectoriel Ker(A — pId)™ n’est pas diagonalisable (cf remarque 3.2.4 (ii)
page 194 qui est une C.N.S.). Si on trigonalise cette restriction (que 'on note toujours
A) dans la base (Fi,...,E,) et si Ey est le premier vecteur de cette base tel que

AE; # pFEy alors on a AE, = uFy + i a,F, ou les o, ne sont pas tous nuls. On
p=1

k-1

pose Ej_; = > a,FE,, la restriction de A a l'espace vectoriel Vect(E)_,, E)) admet B
p=1

comme matrice. Or p|uP| — 400 donc la suite (AP) n’est pas bornée.

Solution 2.1.13 On prouve la propriété par récurrence sur n. Elle est immédiate en dimension
1.

Soit f 'endomorphisme de C" associé a la matrice M. (A,...,\,) les vap de M. Soit €], un
vep associé a A,. En renumérotant les vecteurs de la base canonique, on peut supposer que
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(é1,...,€en_1,€,) est une base de C". Dans cette base, f est représenté par M’ et dans la base
(€1, .., €n_1, ];e;l) par la matrice M, ot
0 0
M = N et ar = N :
0 0
Cl ... Cp—q )\n Cl/p Cn,l/p )\n
Les matrices M, M’ et M, sont semblables et la matrice N a pour valeurs propres Ay, ..., A, 1.

Grace a I’hypothese de récurrence, on sait que
Ve >0, 3Q" € GL,_1(C) telle que Q" 'NQ = A" + B
ou A’ = Diag(Ay,..., A1) et ||B'|| < €/2. Sion pose (¢f...c,_1) = (c1,... 1)@ et Q =

n—1
/
(% (1)) alors

0 0
B lle / : B lle ! .
QIM'Q = @TNG 0 et QTMQ = @TNG 0 =A+ B,
Ao d Alp .. d_/p M
0
B’ :
ou A =diag(\,...,\,) et B, = O
Afp o /P A
n—1
Pour p suffisamment grand, on a — Y || < % et par conséquent
D k=1

n—1
1
1Bl < IB'l+ =) _leil <<
p k=1

Remarque : on peut prouver ceci directement : on écrit M = P~'TP ou T est triangulaire

€; tz
puis @ est la matrice de passage de (¢€) a (g;) ou ¢; = 7 T = Q7 'SQ avec s;; = Kj]*i et

K = max (ﬁ, 1>. B = S — Diag(t;;) et A = Diag(t;;) conviennent.

Solution 2.2.1

(1) Dans un espace vectoriel normé toute boule est convexe. Puis, en dimension finie, toute

boule fermée est compacte c.q.f.d.

1 1
(2) Cerésultat est évident si on fait un dessin | En effet, 1—P = 5(1—P1)+§(1—P2), chaque

fonction étant positive. Pour que 1 — P(xy) = 0 il faut que 1 — Py(zg) = 1 — Py(zo) = 0.
Soit ¢ € [1,k — 1] tel que P”(x) = o # 0. On a alors 1 — Pi(z) ~ Bz — o) et
1 — Py(z) ~ —f(x — )9 ce qui est impossible car les deux fonctions 1 — P, et 1 — P,
sont positives.

1
(3) On peut prendre par exemple P, = 1, P, = 22 alors P = 5(1 + 2?). On vérifie que P,

Py, P, sont sur la frontiere de B et qu’ils ne sont pas égaux.
(4) Montrons que tout élément extrémal de B est sur la frontiere de B. Si ||P|| < 1 alors

_ 1
il existe € > 0 tel que B(P,e) C B donc P = §(P1 +P)ou P =P+c¢e€ Bet
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P,=P—-ceB.

Si P est un élément extrémal alors ||P|| = 1 et il existe zg tel que P(z) = +1. On se

limite ensuite au cas ot P(zg) = 1. On se retrouve donc dans le cas du 2.
2

Si A est le plus petit réel tel que P € B (i.e. A = —m alors P est un élément
Lo

extrémal, sinon P ne l'est pas.

Conclusion : les éléments extrémaux recherchés sont P =1 — —————(r — 79)% olt

(1 |zol)?

xo un élément de [—1,1].

Solution 3.1.1
(1) u, = (=1)"1,, ou I, est une intégrale de Wallis, or on sait que lirf I, =0et (I) \.
On a donc affaire a une série alternée et

7"/21_ —1)" n /2
Sn=/ (=D"cos" = . i Sn:/ _dr
0 0

1+ cosx ——— 1 +cosx
w/2 n w/2 d
car / ST 4 < u, — 0 et / 1 est fourni par un logiciel de
o Ll+4cosz o l4cosz
calcul.
p 2p+1 (_1)q (_1)61
(2) Posons v, = wgp + Uap+1 + Uspro + Uspys @ D, Uk = D, + donc, par
k=1 =2 2q 2¢+1
passage a la limite
+o0
1 T 1
T lp2+f 14z
D ve=—gm2+ 7 -1+3
k=1
+oo (—1)¢ +oo (—1)¢
(sachant que T = (=1) et que In2 =" u)
4 q=0 2q +1 q=1 q
oo In2 3
Conclusion : comme u,, — 0, > u, converge et vaut Z — 5 T3
n=1

Solution 3.1.2 Lorsque n — +o0 on a

1 1
= —Zlnk — 400 car Inn — +00
[un|  n
k=1
en appliquant le théoreme de Césaro généralisé a +o0o (que l'on peut démontrer de fagon
élémentaire).
On a ensuite

1 1 Inn+1

1 nn+1)—1Inn
n J—
‘unJrl‘

1 - 1
n\un\ n+1 n(n+1);n n+1

1

en minorant —Ink par —Inn dans la somme. On a inégalité stricte des que n > 2. La suite
(Jun]) est strictement décroissante et tend vers 0, le théoréme des séries alternées s’applique et
donc > u, converge.

Solution 3.2.1 D’apres le critere de Cauchy, on sait que lirf vy, = 0 ou v, = Up + Upy1 +

o+ 4 Ugp—1. Comme (u,) \, alors 0 < nugy, < nug,—1 < v, ce qui entraine que lim nug, =
n—-+o0o
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lim nus,—; =0 donc lim nu, = 0.

n—-+o0o n—-+00
1
La réciproque est fausse : prendre ug = u; = 1, u,, = )
nlnn
n naJrl
Solution 3.2.2 On a immédiatement U, ~V,, = / t*dt = .
0 a+1
a+1 «

a n
_ 1 / —aa—1 /
1 alors u,, = U, — U], _; or u, ~ 5" donc U], ~ R

Puis, si U/ = o —
” q;q s

1
Solution 3.2.3 On fait un développement limité en —, on obtient
n

1 n 1
Up = — ol —
12n2 n?

—+00

donc ) wu, converge.
n=1
. e"n! n—1 L
Si on pose v, = i : Inv, —Inv, = wu, or Inv, = > uy +v; et comme Inv, a une limite
k=1

[, lim v, =¢.
n—-+00

C’est le début de la démonstration de la formule de Stirling page 244.

Solution 3.2.4 On écrit que n® —4n+2=n(n—1)(n —2)+3n(n— 1) — 3n + 2 d’olt
W —dn+2 2 3 3 1

! A T2 T o3

1
(en posant —=0sip< 0). On obtient alors
p

+o00 3 400 —+00 +oo +oo
n° —4n + 2 1 1 1 1
P S P o S P S o . S——
| | —1)! — 2 — 3)!
— n! “— nl — (n—1)! —~ (n—2)! —~ (n —3)!
+oo 1
car —=e
n=0 n!
Plus généralement
+o0 p—1
S, = ; h en simplifiant
+00 -1
1)?
= Z M en renumérotant
— n!
pfl _ 1
= Z ( i )Sk en développant.
k=0

Avec le programme simple qui suit, on trouve S5 = 1382958545¢ et Sy = 51724158235372e.
S:=proc(n) option remember;
if n= 0 then 1
else sum(’binomial ((n-1),k)’*’S(k)’,’k’=0..n-1)
fi
end;
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Solution 3.2.5 En utilisant une transformation d’Abel (notion qui n’est plus au programme
mais qui peut servir) on a

n n—1 n
Su= D plryr —1y) = = 2Py = Ry —r
p=1 p=0 p=1
+o00o
Si ) r, converge alors S, < R,_1 donc (S,) converge (et on a méme 1'égalité : > na, =
n=0 —
+o0o
> Tn)-
n=0
+o0o +o00o
Réciproquement : nr, =n > aj < Z kay, : donc, si > na, converge alors lim nr, = 0.
k=n+1 k=n+1 n=0 n—+00

Solution 3.2.6

1 1 1 1
(1) In (n sin ﬁ) =62 +0 (F) = up, =0 (ﬁ) convergence.

@) chr/n m w2 N 1 N w2
= — Up ~ — convergence.
cosm/n n? n? n? &
1 2 1 1 1
(3) tan (z + —> =1+—-+o (—> = u, = —e 2n/ntollnn/n) — 4~ — divergence.
4 n n n n n
3

Vvans + 3 V2 V2

n3/2

(4) nEToo u, =0 et sinu,, = o
a <

5w v 3 |

N i

(7) sinu, =~ —— = u, ~ —— (car lim wu, = 0) divergence.
n n n—-+00

convergence.

< 2 divergence, o > 2 convergence.

9

convergence ssia = 5

Solution 3.2.7 Si n > 0 alors 10°»~! < n < 10P donc p, — 1 < logn < p, et on a bien :
Pn ~ logn.

o Si alors : lirf p% = 0 divergence car u, ne tend pas vers 0 (cf théoréme 5.32
page 238).
1
e Si alors : u, = — divergence (on retrouve la série harmonique).
n

1
e Si alors : dng, Vn > ng, —p% < —2. On a donc, pour n > ng, 0 < u, < — d’ou
la convergence (par la proposition 5.3.2 page 239).

Sy, 1 t 1
Solution 3.2.8 Posons u, = —. On au, = — + v, ouv, = — > — donc
n« ne

Oép 2p
Upp1 1 n \“
0< <z
Up 2<n+1)
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n—too 2 \m + 1 2 =

1 n R | oo
et comme lim = = —alors ) v, converge (on utilise la comparaison logarithmique,

proposition 5.3.5 page 241).

—+00 —+00

La série ) u, est alors de méme nature que la série > —.

n=1 n=1 ne

Solution 3.2.9

(1)

On prouve la propriété demandée par récurrence :
vu que /xr1; < /1 + x1, la propriété est vérifiée a l'ordre 1.
Supposons la vérifiée a I'ordre n, alors, pour x € S on a

xlfn(x% s 7xn+1> < f72L+1(x17 s 7xn+1) < (1 + xl)fn(x% s 7xn+1>

alors, en utilisant 'hypothese de récurrence et en prenant les racines carrées, on arrive

a

n+1 n+1

—k —k
sz < fapr (@1, o0 Tpy) <H(1+xk)2
k=1 k=1

ce qui acheve la récurrence.
On pose u, = fu(x1,...,2,), la suite (u,)nen+ est croissante. En effet, u; < ug et par
récurrence, si I’on suppose u,_1 < u, alors

Upy1 = \/1 + x1 fr(To,y oo Tpyr) = Uy = \/1 + xq foo1(z2, . X)),

Grace a l'inégalité du 1., en prenant le logarithme et en remarquant que In(14z) < In(2z)
pour x > 1, on arrive a

n

o, <Inw, <o, + E
k=1

In2
ok

1
oun o, =Y. 2—nln Z,. Comme les suites (Inwu,) et (0,) sont croissantes, elles sont de

méme nature c.q.f.d.

Solution 3.2.10 On prouve par une récurrence immédiate que u,, €]0,7/2[ et méme que 0 <

Uo .
Unt1 < 5, (car sinx <  pour x > 0). Donc u,, — 0.

3

, - X .
Pour x > 0, on vérifie que = — 5 < sinz < x donc

1 u?
n
i.e. en posant v, = 2"u,
U2
0<v, —vp < 'Ung”.
o U% 2 Uo
La série ) Un~g COMVerge car 0 < v, <vgetu; < o

La série aux différences > v, — v,.1 converge donc la suite (v,) converge, soit k sa limite.
Il reste a montrer que £ > 0 : on a

“+00 “+00 U2 “+00 U3 2U3
_ n 0o  _ 0
vy — k = nE:O(vn — Upy1) < T?:O ’Un—6 < ngzo 692 =9 < uyg

et comme vy = ug alors k > 0 c.q.f.d.
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Solution 3.2.11

(1) f est continue, strictement monotone car f est injective. f est nécessairement croissante
(sinon f a une limitenulle-en 400 et la série diverge).
2n 1 n

n
Ensuite —— > —— > 0donc lim =0.
W2 TR 7 ) U Fon)
Comme z > 0 alors, avec n = E(x/2) on a
0« T _ 2n+1
C flz) T f(2n)
2 1
et donc lim v =0 car lim n =0.

z—+oo f(x n—+oo f(2n)
(2) On a Card{k|f(k) < n} = Card{k|k < f'(n)} = E(f~'(n)) < f~(n) (E désigne ici la

partie entiere) donc

1 -1
Z ) < L Card{E[f() < ny < T
n n
fk)<n
) 1
Le 1. nous permet d’affirmer que lim =0donc lim — > f(k)=0.
y—+oo Y =0 MY r<n

Solution 3.2.12 En réorganisant les termes, on écrit

n n 2k 1
Su=3
k=1

2n—1 mf(n) 1

=>w > g
p=1  k=[p/2]+1
2n—1

= g UpTyp.
p=1

En effet, si on pose E,, = {(k,p) € N*? | 1 <k <n, k <p<2k— 1} alors on a les équivalences
suivantes
<SREN

k
p, k>=—1

N

(k,p)EEn<:>{
|

1 1 1
e sil<p<nalorsx, = +—+~-+Tetdon

N3

1
k
‘g—lgkrginf(n,p)
l<p<g2n—-1

En remarquant que

< 7, < 1 en distinguant les

2
cas p pair (p = 2k) et p impair (p = 2k + 1),
e sip>mnalors0<a, <1

On arrive a

d’ou I’équivalence par utilisation de la proposition 5.3.2 page 239.
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34217 63 25642

luti 2.1 = 900 37 T ’
Solution 3 3 On trouve a 99900’ b 37’ ¢ 333333

Solution 3.2.14 On distingue deux cas :

e v, » 0, la série Y v, diverge grossierement.

Up — Un+1
e v, —0alorsv, ~—In{l—— | =—1In
Up,

wy, = Inu, —Inwu, 1 est le terme général d’une série aux différences et comme w,, — 0,
Inwu, — —oo donc ) w, diverge, il en est de méme de ) v,,.

Un+1

= Wy.
Un n

Conclusion : dans les deux cas la série ) v, diverge.

Solution 3.2.15
e Si (u,) converge alors, comme cette suite est croissante, il existe M > 0 tel que u,, < M
d’olt, comme a,, = Up(Upi1 — Up), O & Gy < M (Upi1 — Up).
La série > u,+1 — u, converge donc » | a, converge.
e Si ) a, converge alors, comme a,, > ug(U,+1—Uuy,), on en déduit que la série > w1 —uy,
converge donc la suite (u,) converge.

Solution 3.2.16
o Sin=a,2”+---+a;2+ag est I'écriture de n € N* en base 2 avec a, = 1 alors n > 27

1
b, < p+ 1 (égalité lorsque tous les a; sont égaux a 1). Or Inn > pln2 d’ou b, %
bn
Pour conclure & la convergence, il suffit de remarquer que n%?——"— — 0.
n(n+ 1)

o Sik=ay2P + -+ a12+ ag alors 2k = @, 2P + - -+ + a12% + a2 ol
b2k+1:ap—|—---—|—a1+a0—|—1:b2k et bgk:ap+---—|—a1+a0:bk.

bn
n(n+1)

Comme la série ) converge, on peut, pour calculer la somme, grouper les

termes 2 par 2 :
o1 +b SN = LI + (bop + 1) L !
Plok T 2k +1 P\ 1 2k+2) *\2% 2%+1 2k 2%k +1 2k+2

e 1 . 11
TR ok T 2k 12 % +1 2k+2

d’ou, si on appelle S la somme de la série, comme chacune des séries > boy (L — ﬁ)

et Y 57 — s convergent
:2 k—i—l 02/€+1 2k +2
—In2
S
—2 12
g

done S =21n2.
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Solution 3.3.1

(1) Par un développement limité, on a

1 1
R +In(1—-1/n) ~ ~52
+o0
donc la série aux différences > (¢, — ¢,_1) converge et, par conséquent la suite (c,)
n=2

converge (on a affaire & une série télescopique).
(2) Par une décomposition de fraction rationnelle, on a

1 1 1

:2n+1+2n—1_n

U,

donc

n

= 1 1 "1
af:;;%:2<§:%_l>+2n+1—1—;:§

p=1

— 2(In(2 =24 .
(In(2n) + c2p) (nn+c)+2n+1

et par conséquent lim U, =2In2 — 1.

n—-4o0o

Solution 3.3.2 On effectue les développements limités suivants :
a 1 (=1)" 1 1
Ing,=—+0(— |, Ina, = —— 40| —5
np ot (nQ) ne vnooo 2n - <n3/2)

. (-1 a+1 1
d’ou u,, = — +0 )
—_———

\/ﬁ n
——
converge converge
+o00o
Conclusion : > u, converge ssi a = —1.
n=0

Solution 3.3.3 On a b, < a,.

e si Y a, converge alors »_ b, converge.

bn
e Si > b, converge alors lirf b, =0eta, = T "~ b, (on utilise le théoreme 5.36
page 242) donc Y a, converge. !
n 1 1 L
Cn < Z = — (a, # 0) donc ) ¢, converge (indépendamment de la nature de la série ) _ a,).
na, n

Solution 3.3.4

1
(1) et 2 Par un développement limité en —, on a
n

1 1
na, = T 9p2a-1 +o a1

* Si alors: lim a, =0et lim In(n%a,) = —oo donc la série >_(a, —1)

n—-+o0o n—-+o0o
converge (par comparaison des séries, proposition 5.5.2 page 239).
1 1 1 1
e Si|2«a—1=0alors: lim a, = —: a, — —= ~ —=—— donc la série ) a,
T A e 5

diverge (cf théoreme 5.36 page 242).
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1
o Si alors : lim a, =1,et a, —1~ “on2a1 d’ou la convergence ssi

n—-4o0o
a > 1.

Solution 3.3.5
e Poura <0: lim wu, = +o0 : divergence.
n—+o0o
e o =0, u, =n: divergence.
n
e 0<a<l, u,> e_”a/ etdt >/, =e™ V""" lim ! =1 : divergence.
n—1 n—-+oo

e o =1 : divergence.

1
1 <a<?, e”aun:/ e dt + v, ol
0

1 « " - 1 " «
Uy = [—et tla} 4+ 2 / et dt
1

o 1 «
. J . >
Vv Vv
>0
:—(e”anl_afe)
o
. . , . . ]- n® l1—a .
(en faisant une intégration par parties) donc v, > — (e n — e) ce qui donne la
«
%
: . 1 el
minoration u, > I~ . divergence.
an®™ o
e o> 2 u, ~v,e”™ et en reprenant l'intégration par parties précédente, en majorant
n
. 7’ (7 —_ j— . N . /7 . 7
I'intégrale et~ dt par v, (t* < 1) on arrive a I'inégalité
1
enlmr a—1
« «o
en”

. convergence.

ce qui s’écrit finalement v,, < v

Solution 3.4.1 En faisant le changement de variable ¢ = nm + x on obtient

= (_1)n/ (nm+ x) sing -
o 1+ (nm+x)?

X
Comme f : X +— 1 est une fonction décroissante pour X > 1 alors on en déduit que

+ X2
(Jun|) est décroissante pour n > 1 (sinz est > 0 sur [0, 7]).
Ensuite en majorant le sinus par 1, on a

T onm+4x nm
|un|< '7dl’<ﬂ'><7—>0
o 1+ (nm+x)? 1+ (nm)?
(en utilisant la décroissance de f) d’ou > u, converge.
s

2 1
Comme |u,| > f(n+1) ; sinzdr = ; +((T;—:_ 1))7272

alors > |u,| diverge.

Solution 3.4.2 On a 'encadrement suivant

1/n Int 1/n 1/n ¢ 1/n 1 1
O</ - dt—/ 1ntdt:—/ lntdtg—/ tlntdt = =2 4~
o 14t 0 o 14t 0 n? = 4n?

L/m Inn 1 1 1 1
Comme / Intdt = ——"—~ona: lun| = (ﬂ +—+0 (ﬂ)) n®. D’ou la discussion :
0 non

non n?



24 SUITES ET FONCTIONS
e « > 1 la série diverge car u, + 0,

e 0 < a < 1 la série converge comme somme de 2 séries alternées et d'une série absolument
convergente,

e o < 0 la série converge comme somme de 3 séries absolument convergentes.

On a utilisé le résultat de la question (i) page 244 sur les séries de Bertrand.

Solution 3.4.3

(1) On écrit dans un premier temps

al Y nn N+1/2 95 ¢
E Uy = g — = —dt
n=2 n=2 n 3/2 t
N n N+41/2 3/2
1 Int Int Int
_ (M_/ Ldt)_/ LdH/ nt
o \ T n-1 t N t 1 t
NS > W
— —0
=SN
, 1—1Int . L .
Or ¢/(t) = v < 0 (pour t > e) i.e. ¢ est décroissante donc on peut appliquer le

théoreme de comparaison série-intégrale (cf. théoréme 5.38 page 243) ce qui entraine
que sy a une limite et que la série > u, converge.
(2) Sion pose s, la somme partielle de la série ) u,, on a

In’ 1 1 In” 2
lnvn:—M—I—Zﬁ:sn—kg [In*(n +1/2) — In®n] —HT

2
p=1 p
oo In? 2 - 2
qui tend vers Y u,, — —— d’ou H Vq ~ et /2,
n=1 2 _
q=1
Solution 3.4.4
. un un un ~ un
(1) Si ) u, converge alors s, ~s: — ~ — = > — converge (de méme pour v, ~ —).
Sp S Sn s
Si ) %= converge et lim s, = 400, alors on a :
Sn n—-+o0o ’
Untl oy Ypbn  Unpr it Upin | Spin T Sn g Se
Sn+1 Sp4n Sp4n Sp4n Sp4n
+oo u
et on fait tendre p vers co d’ot R,, = Y % > 1 ce qui est contradictoire (car R,, — 0).
P
p=n+1

On peut aussi dire que, si Y u, diverge :

. Un ‘o Up .
si — ne tend pas vers 0 la série ) — diverge,
Sn n

sinon % — 0, alors O o (1 - %) — In "L 1a série > (In(s,-1) — In(sy))

Sn Sn Sn Sn

converge donc In(s,) converge et par conséquent »_ u,, converge c.q.f.d. (Ici, on a utilisé

le théoréme 5.36 page 242.)

: Un A ) A
(2) Si > wu, converge alors ) o converge (méme argument qu’au 1.). On ne s’intéresse
. [ .
plus maintenant qu’au cas ou Y u,, diverge.

. U N .
e Sia<1l:—= < — desques, >1alors ) v, diverge.
s

Sn n
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1 1 1
e Sia>1: lasérie > v, converge, en effet v, < ( — — 1) et donc
a—1\s"; 527
Z": _ 1 ( 1 1
Un S a—1~ La-1
= a—1\s; s%

qui a bien une limite.

n

Solution 3.5.1 Avec S, = > %, on a k(S, — Sk_1) = ay valable pour tout k& € N* en posant
k=1
So =0 d’ou

1 — 1 «
5 E ajp = 5 E k(Sk; - Sk-_l)
k=1 k=1

n n—1
1 1
= — E kS, — — E (k + 1)S en faisant une translation d’indice
n n
k=1 k=1
S 4t S,
=5, - = R L en simplifiant.
n

n
On a donc lim — > a, = 0 grace au théoreme de Césaro.
=0 N

Solution 3.5.2 Soit ( I, J, K) une base orthonormée telle que r =r.K.

On utilise la notation complexe dans le plan (I, J ), comme 77 A 2o € Vect( I, J ), si on pose

e d . — . o An N / s . —
Z'(, = proj (777)( 7o) alors : x, = (ri)"z( ou x, et x{, désignent les affixes des vecteurs 7, et
H/

l' 0-

1
La série ) —'?n est A.C. car ||z,]| = r|| 7| est le terme général d'une série géométrique
n!
ﬁ

x
convergente donc » —'" converge (cf théoréme 5.41 page 245) et, en revenant aux affixes,
n!

+oo +o0 An
1 / (TZ> / / / .t /
E — T =T — T + E %o = (%9 — ) + cos Ty + isinray.
n! n!

R est la rotation d’axe (0, 7) et d’angle r.

n n k—1 n—1
Solution 3.5.3 On ano, = > sp = >, (Z uz> =ns, — »_ iu;. On fait ensuite la différence
k=1 k=2 \i=1 i=1
des relations obtenues avec n et n + p, d’ou
n—+p—1
(N4 p)onip —nop = (N +D)Sptp — NSy — E e
=n
soit encore :
n+p—1
(N + P)Onyp — N0 = PSpip + 1(Snyp — Sn) E u;
i=n
ie.
n+p—1



26 SUITES ET FONCTIONS

L’hypothese lirf 0, = o nous permet de majorer |0, — o] < & pour n > N, d’ou, avec la
n—-r+oo

relation précédente :
2n D
Spip— 0| < | —+1|e+—A,
sup =0l (2 1) e+ 2

A
en majorant |u;| par — et en divisant par p.
1

ntp—lg _ p ntp—1; _ n pp—l p2
En effet, si I'on pose w,, = > alors wy,, < Y = ( ) < — donc
i=n 2 i=n+1 N 2n 2n
n+p—1 n+p—1 p2
E (1 —n)u;| < E (1 —n)|u;| < Awpp < A%.

On note A, = {(n,p) € N?> | n > N,n\/e <p < 2ny/e}, pour (n,p) € A, on a:
|Snp — 0| <2+ A)Vet+e=¢"

En étudiant la fonction f : x +— (2+A)\/x+x sur |0, +oo[ on montre que f réalise une bijection
bicontinue (un homéomorphisme) de |0, +oo sur lui méme et donc que pour tout &’ > 0 il existe
e > 0 tel que f(e) = ¢’ donc on conservera ¢ par la suite.

Montrons que, si Nyv/e > (1+/¢) (ie. N>1+ NG
€
+oo

U n(vE +1),n(2vE + 1)] = [N(VE + 1), +00].

n=N

En effet, pour tout n > N on a (n+1)(y/e+ 1) < n(2y/e + 1) donc les intervalles qui figurent a
gauche ne sont pas disjoints, ils forment donc un recouvrement de l'intervalle [N (y/e+1), +o0.
Si g > N(y/e+1) alors il existe n > N tel que n(v/e + 1) < ¢ <n(2y/c+1) et donc

nye<q—n=p<2n/e

) alors

donc (n,p) € A, et |s;, — o] < €.

On peut alors conclure : lim s, = 0.
n——+0o00

Remarque : on a ainsi une réciproque au théoreme de Césaro.

Solution 3.5.4

(1) On part des résultats suivants connus :
o [T < [T et [ TPl < 1 T||.[ T,
o 17y’ < ax + By pour (z,y) € R: et (o, B) € R¥2, o+ 3= 1.
On en déduit immédiatement :
(1) 0 < uy, < ||T| (la suite (u,) est bornée),
PUy + quyg

.. _p_ P
1) U < (Uy)Pta(u,)rte <
() thps < (1) P53 715 < P22

(voir I'inégalité de la question (iii) page 72) et

(199) Umg < Uyq-
Soit | = inf(u,,), pour € > 0, soit ¢ € N* tel que [ < u, <l+¢/2. Sin > g, on effectue
la division de n par q : n = mgq + r, on exploite alors successivement (ii) et (i) :
MQUPg + U MQUG + TU,

< < <y + 7]l
mq—+r mq—+r n

On choisit alors n > ng pour que g||T|| < €/2 et on peut conclure lim wu, =1[. [ est
n n—+0oo

appelé rayon spectral de T.
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. 0 1+1 -
Sil < 1, il existe ng tel que n > ng = u, < — = k < 1, donc la série de terme

général L = > T" converge car elle converge absolument par comparaison a la série
géométrique k™ (cf théoréme 5.41 page 245).
On vérifie alors que

(iT”) (I-T)=U-T) (iT”) =] —-TN!

n=0

et, en passant a la limite (grace a la continuité du produit dans L(E)) ona L(I —T) =

(I-T)L =1

Comme F est complet, LC(E) l'est aussi :

soit (f,) une suite de Cauchy, on pose g, = fy|s(0,1) restriction de f,, & la sphere unité.

La suite (g,,) converge (B(A) est un espace de Banach), soit ¢ sa limite. On définit alors
0 siz=0

f sur E par f(z) Izl (Hi_”) S0

vers f(x). f est linéaire et continue. Vu que ||f,(z) — foip(x)]] < € pour z € S(0,1)

alors, quand p — +oo, ||fu(z) — f(2)] < e.

La série donnant L converge (le théoréme 5.41 page 245 s’applique aussi en dimension

quelconque a condition que l'espace en question soit complet).

alors (f,(z)) converge pour tout = de E

Solution 3.5.5

(1)

Solution 3.5.6 On remarque tout d’abord que wu,, =

1
ab + bl

e Si a = 1 montrons que ( ) n’est pas convergente. En effet, si la série
(p,q)eN?

1 1
> ey converge alors la somme ne dépendant pas de p, la série ) (Z T3 bq)

diverge donc on peut affirmer que la suite double >° ne converge pas. Si

(p,q)EN? aP + be

1
la série Y T diverge alors la suite double diverge a fortiori.
1

Sia<1al tilise I'inégalité >
e Sia alors on utilise 1negaleap+bq Ty

et la encore, la suite n’est pas

convergente.
Ce que l'on a fait pour a peut étre répété a I'identique avec b. On ne s’intéresse plus
maintenant qu’au cas oia > 1 et b > 1.
11 suffit de majorer le terme général par une série double convergente. Comme 22 +y? >

T < 5(1_1”/21)_‘1/2 et comme
a

chaque série >" a?/? et > b~9/? est convergente, il en est de méme pour la suite étudiée.
e~ Wb — e=we=b ot chaque série intervenant dans le produit est convergente donc
la série double est convergente (pour tout couple (a,b)). On peut méme en donner la

22y, alors, en prenant = a?/? et y = b%/? on obtient

somme qui est A= ca)(1—c)

Ptyq

~ —d 1
L+ p) I+ ) poepet T

convergence de (u,,) entraine o > 2, de méme pour [3.
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e (i) = (ii) est immédiat car (14+p®) < (1+p)* (étudier la fonction f(t) = (1+¢)*—1—1%)
et (1+¢°) < (1+ q)? pour tout (p,q) de N? donc
< P+q P+q
S (@tp)+a)? T 141+
ce qui permet de conclure.

. P+q ;.
o (ii) = (itd) Si > est convergente alors, pour tout ¢ dans N, la série
(p,q)EN? (1 + p)a(l + Q)ﬁ
> Ptyq est convergente et en particulier pour ¢ = 0. On a donc Z P
r (L+p)(1+4q)° (14p)e

p ~Y
(I+p)} po!
que celui développé en préambule). De méme, on a [ > 2.
e (iii) = (i) On utilise ici la comparaison série-intégrale (théoréme 5.38 page 243).

ul est convergente, d’'ou o > 2 car
)

(en fait c’est le méme argument

. T +q . ,
Soit f(x) = . Sig>1etz > 1 alors f est décroissante (f'(z) =
@) = T St / (f(a)
1 —agz* !+ (1 —a)z” 1 /p T +q
< 0 pour z > 1) donc < dz. On a
(1+22)2(1 + ¢%) p ) fp) < 1+¢? )  1+a°

alors

1 +o0 T +q a 1
Zf(p)<f(1>+1+qﬁ/l 1+xadx_0<qﬁ1)

p>0

1 +oo
car f(1) = ﬁ et /1 196_:_; dr = A+ Bq. Vu que les séries correspondantes a

p = 0 et ¢ = 0 convergent on a la conclusion : la série double est bien convergente et
on a prouvé toutes les équivalences.

Solution 3.5.7
too 1 ted 1 PR —1
(1) Ona((n)—1=> — / e 1 donc la série > ¢n) =1 est bien absolu-
1

p= 2]9 xn n— n=2 n

ment convergente et la série double > —— est convergente (cf théoréme 5.47
(pam)e(\{0,1)2 P"
page 247).

Si on appelle S la somme de cette suite double, on a

en utilisant le développement de ln(l — z) pour |z| < 1.

a (1 1 1
Calculons S, = > (— +In (1 — —)), la somme des logarithmes se simplifie (1 — — =
p p p

p=2

-1 7.1
P ) et on obtient S, = Y — —Ing qui tend vers 7 — 1 d’out la conclusion :
p p=2 p

S=1—-1.
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(2) La série proposée converge car elle est alternée, comme a la question précédente on va

& (=1)"(¢(n) - 1)

s'intéresser a la somme )

n=2 n
1 e d 1 o (—1)” -1
((n)—1=> —< / == donc la série > (=1)"(¢(n) est bien abso-
p=2 pn 1 ks n — 1 n=2 n
—1)n
lument convergente et la série double > (=1) est convergente (cf théoreme

(pm)e\{o,12 MP"
5.47 page 247).
Si on appelle S la somme de cette suite double, on a

o DD = 1)

gy
e
(o (1)

en utilisant le développement de In(1 + z) pour |z| < 1.

a (1 1 1
Calculons S, = > <— —In (1 + —)), la somme des logarithmes se simplifie (1 + — =
p=2 \P p p

7.1
——) et on obtient S, = -1+ >, — —In(¢g+ 1) +1n2 qui tend vers y — 1 +1n2. d'on
p:lp

I
(]

+ 3
g b

|
S + 3
g L
@IH

p+1

la conclusion :
S=1—v+1n2.

(1)
Et comme ) = —1—1In2 alors
n=2 n

X (—1)¢(n
Z( )"¢(n)

Solution 3.5.8 Montrons que la série Y |z|"FP+@" et convergente pour |z| < 1. On a

(n,p)ENZ?
ZZ |2 [prertamn Z | 2|
neN peN N neN 1- |Z|C+@n
‘Z|bn |Z‘bn

et cette derniere série converge car

ul est le terme général d’une série
1_|Z|c+an\ 1—|Z|2q g

géométrique de raison < 1 (cf théoreme 5.47 page 247).
On peut alors faire les calculs formellement, 'interversion des sommes sur n et sur p ne posant
pas de probleme.

Solution 3.5.9 Comme |22a*"| < 1, on peut écrire

+oo 1 +o0o +o00 400

0 X i - e S = Sy e
p=0

n=0 p=0
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:L,2pa(2p+1)n
or la série > (=1)P———— est convergente.
(n,p)EN2 v
L —— 1 |al" .
En effet Z |z|*|a[*"" est convergente, de somme —-————-. Or, en majorant le terme
n!l— |x2a?"|
. 1 |a[" . . el .
général par ————— on obtient une série convergente de somme ——— . Le théoreme

n! 1l — |z2a?| 1 — |az|?
5.47 page 247 s’applique donc et on peut intervertir les sommations dans 1’égalité (1) d’ou

+oo +oo 400
1 a” _ 2p p a2 — 2p p a?Ptl
DT = 2 2 () Zl‘ -
n=0 p=0 n=0
ql
Solution 3.5.10 Calculons Z —
Zp+qg+2)
q! 1

cette série converge car Pour calculer la somme,

P+q+2)! (+q+2)(.)q+1) ¢
on fait intervenir une série aux différences :

1 1 1 1
@+ )p+qg+2) p+1l@+0(.)p+a+rl) @+2)(.)p+q+2)

! 1
ouz ¢

b(prq+2)! (p+ )2

. plq!
On peut alors conclure directement > &——r— = —.
(p,q)EN2 (p +q+ 2)' 6

3

Solution 3.5.11

(1) En fait R[X] est I'espace £', la démonstration est alors la méme.
+o0 400 +o0 n
(2) Si P = Z a, X" et Q = Z b, X™ alors on définit P.QQ = > ¢, X" ol ¢, = Y apby_p.
=0 n=0 p=0
On sait que la série > |cn| converge donc P.QQ € R[X]. 1l est alors facile de vérifier que
R[X] est une algebre normée. Comme ¢* est complet, il en est de méme de ]R[X |-

(3) Soit (Py)ken une suite de Cauchy d’éléments de E, on peut écrire P, = Z A X" ol
=0
@y 1 est nulle & partir d'un certain rang. Les suites (a, x)ren sont de Cauchy donc elles

convergent. De la méme maniére que I’on montre que ¢! est complet, on peut montrer
_ o
que Py converge dans R[X]| vers P = )" a, X" ol a,, = lm ayy.
n—=0 k—+o00

Conclusion : toute suite de Cauchy d’éléments de E converge dans R[X].

Solution 4.1.1 Tout d’abord, la suite (g,) converge simplement vers g = ] _{ 72 montrons
qu’il y a convergence uniforme :
n )= |Jn— € T) < n X
jon = 91(2) = 1 = 10 gy gy @ < 1= Pl s ey @)

car |f, — fl(z) < ||f — full (ot || f|| désigne la norme infinie sur I, norme de la convergence
uniforme). Or

(1+2y) < (1+2°)(1+y*) pour (z,y) € R?
(étudier par exemple le trinome en x) donc |g, — g(x) < ||fu — [l €t |lgn — g1l < ||fn — f|| ce
qui assure la convergence uniforme de la suite (g,).
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Généralisation : la raison pour laquelle I'exemple ci-dessus marche tient a 'uniforme continuité
de ¢ sur R. Il suffit en fait d’avoir I'uniforme continuité de ¢ sur un intervalle J contenant les
images des fonctions f,,.

Solution 4.1.2 Comme |F,(t) — F(t)| <t alors

1
n+1

/ (Fult) — Py ] <

1
et donc lim F.(t)dt = 3"
Remarque : on pouvait aussi conclure immédiatement avec le théoreme de Lebesgue de conver-

1
gence dominée (en utilisant la majoration F, () < 1—+t)’ cf. théoréeme 6.22 page 266.

Solution 4.1.3

(1) Convergence simple vers f(x) =x si x > 0,-1/2si x = 0 et -1 si x < 0. convergence
uniforme sur R\|] — a, a[ pour a > 0.

na—l

e(n?+1)
sinon, convergence uniforme sur [b, +oo[ ou b > 0.

(3) Convergence simple vers 0, convergence uniforme sur tout compact de R.

(4) Convergence simple vers sin x, convergence uniforme sur tout compact de R.

()

(6)

(2) Convergence simple vers 0, || f,,|| = : convergence uniforme sur R ssi a < 3,

Convergence simple vers 0, convergence uniforme sur [a, 7/2[, a > 0.
x > 0 pas de convergence simple, x < 0 : convergence simple vers f(z) =0siz <0, 1
si z = 0 ; convergence uniforme sur | — 0o, al o a > 0.
(7) a = 0 : convergence simple vers f(z) = 1 si 2 = 0, 0 ailleurs ; & > 0 : convergence
uniforme vers 0.
(8) On a convergence uniforme sur R vers e™”.
X? T
On utilise 'inégalité X — 5 <In(1+ X) < X pour |X| < 1 et on 'applique & X = —
n
sur U'intervalle [0,7]. On a donc

22
— — < nlin(1 <
x o nln(l+x/n) <z

et, en prenant les exponentielles, on a I’encadrement suivant :

—x —w(q  —a2/(2n) e”* ou
O<e™—falr) <e™(1—e ) < {1 /0
Soit € < 1,
esiz>—Ilncalors0<e ™ — f(x) <e
esiz < —Incalors 0 <e™ — frlz) <1— 67(1n5)2/(2n)1 donc il existe N | Vn > N,
0

1 — e—(lne)Q/(Zn) <e.
Conclusion : on a bien convergence uniforme.

Solution 4.1.4 Par récurrence sur n.

n=0: 0K
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2V
240z

On prend comme hypothese de récurrence 0 < /& — P,(x) <

On a alors :

Vi —Pi(z) = % [2vx — z — 2P,(z) + P2(2)]

= £ [2VE ~ Pa(a)) — (& — P())]
_ VT P _QP”(‘W) 2 — 7 — Po(2)]
Or 2 > 2\/x > /x + P,(x) donc \/x — P,41(x) > 0 et donc
\/_
Vi Pl < 7Y 2o VE- R0
NG
2—|—n\/_[1 Vel
et com\;n_e (1 —x)(2+ (n+1)y/x) <2+ ny/x (trivial en développant) donc /z — P, y1(x) <
24+ (n+ 1)z

On utilise alors l’inégalite

2
— pour conclure a la convergence uniforme.

2V
PETN

Pour Q,,, il suffira de prendre les polynomes Qn(1) = B, (2?).

Remarque : cette démonstration sert souvent de préambule a la démonstration du théoreme de

Stone-Weierstrass qui généralise les théoremes de Weierstrass (cf. théoréme 5.63 et 5.64 page

256).

Solution 4.1.5 f est continue sur [a, b] segment donc f est uniformément continue d’ou
€
Ve>0, In >0, [z —2'|<n=|f(x) — f(2)| < 3

On prend m entier >

a
et on partage [a, b] en m parties égales ; soit = € [z, x;11] :

fulx) = f(2) = ful2) = ful@isr) + fa(Tinn) — f(@ig1) + f(2ign) — f(2)

< | fal@ivr) — f(xigr)| + | f(xip1) — f(z)] car f, est croissante

(ELE

S22
en choisissant n > N assez grand).
On procede de méme, en remplacant x;,; par x;, on montre que f,(z) — f(z) > —e.
Conclusion : on a Ve > 0, 3N € N, Vz € [a,b], | f.(x) — f(z)| < e ie. f, converge uniformément
vers f.

Solution 4.1.6 On écrit P, sous la forme
P.(z) =apn+ a1nx + azgpr(z — 1)+ -+ apz(x —1)(---)(x —p+1).

e La suite (P,(0)) converge donc (ag,,) a une limite notée ay,

e (P,(1)) converge donc, comme @, = P,(1) — ag, la suite (a;,) a une limite notée ay,
e (P,(2)) converge donc, comme 2as,, = P,(2) — ap, — 2a1 4, la suite (az,) a une limite
notée as,

[
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’ ( ) ’ (p — 2)! ’ 1! ’

la suite (a,,) a une limite notée a,,.

Donc, par récurrence, on a obtenu

Ve e C : lirf P(z)=ao+axz+- -+ ax(z—1)--)(z—p+1) € C,[X]
Remarque : on pouvait aussi exprimer directement les coefficients ay,, en fonction des valeurs
des P,(j) et conclure.

Or, sur C,[X] (e.v. de dimension finie) les 2 normes Ny(P) = sup |a;| et Na(P) =
i€[0,p]
sup |P(z)] (A > 0) sont équivalentes donc (P,) convergence uniforme sur tout segment
z€[—A,+A]
[—A, +A].

Solution 4.1.7

(1) Grace a 'inégalité des accroissements finis, Vn € N, | f,(z+h) — f.(x)| < Mh (la suite
(fn) est équicontinue).
Montrons que f limite simple des f, est continue : par passage a la limite simple dans
I'inégalité ci-dessus, on a immédiatement |f(z + h) — f(z)| < Mh ce qui justifie la

continuité de f.
—a

€
Choisissons maintenant h tel que h = et Mh < 3’ posons x; = a +ih (h est aussi

choisi pour que |z —2'| < h = |f(x) — f(2)] < §) Alors, pour x € [z, Ti41] ¢

[f (@) = fan(@)] < |f () = (i) + |f (@) = fon (i) + [ fin(2:) = fon ()]

€
Il suffit maintenant de prendre m tel que sup |f(z;) — fi(2;)] < 3
1€]0,n]
(2) La propriété n’est plus vraie sur un intervalle non borné, prendre par exemple f,(z) =

+1

sin x sur R qui converge simplement vers sin x sur R, dont les dérivées sont bornées

T
par 2 et qui ne converge pas uniformément (prendre x,, = nw + 5)

2 2
. T T 1 T
Solution 4.1.8 Comme Co8 5 = 1 - Sant1 T O (22n+1) alors w,, ~ ~ i1 et donc Y u,

converge simplement sur R.
En fait, tout repose sur la propriété (évidente par récurrence)
T T sin 2z
COST.COS— - CO8S — = —————.
2 2n 2ntlsin o

On a alors, s,(x) désignant la somme partielle,

in 2 in 2
sn(x) = In (cosx. cos g “ -+ Cos ;7) =In (51n2 x) —In (2” sin 2%) — In (sn;xx)

(pour n assez grand et x > 0). Cette formule est aussi valable pour z < 0 car la fonction s, ()
est paire. La convergence est uniforme sur Uintervalle | — /2, /2.
En effet, en utilisant 1’égalité, pour = > 0

sin 2x

Sp — In =Ilnz—1In (2”81H£>

T 2n
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on remarque que la fonction t +— est continue sur [—7/2,7/2] (en 0, utiliser un

o t?sint
développement limité), elle est donc bornée d’out

t
0<— —1< Mt
sint
ce qui donne, pour z > 0,
sin x

Inz —1In (2" o ):ln(1+8n)

tn

sint,,

ou g, = —-1>0,t,= 2% En utilisant I'inégalité In(1 +¢) < on a

sin x

Inz —1In (2" o ) =In(l+¢,)

2
<6n<M<£)

2n
M
< —.
22n

Cette derniere inégalité permet de conclure a la convergence uniforme.

Solution 4.1.9

1
(1) e Siz<0:— + 0 donc la série définissant F' diverge, F' n’est pas définie.
nm

1
e Siz >0, — \, 0, le théoreme des séries alternées (théoreme 5.33 page 239) permet
n:v

de conclure a la convergence, F' est définie.
Conclusion : F' est définie sur |0, 4+o0].
(2) En écrivant la somme partielle on a

n=1 e n=1 ne k=1 (Qk)z

1

et, pour x > 1, comme la série ) — converge, on peut prendre la limite quand N —
n

400 pour trouver

= 1 1 RO

F(z) = [ }—
— [(2p—1)  (2p)* Zﬁmx
—g(x) —91-7g(a)

(3) 1— e T = 1 —e @ DI2 o (3 —1)In2 et comme F(1) =In2 : lim+(3: —1)g(x) = 1.
= z—1

On peut aussi écrire n > 2 et x > 1 :

t/MJdt 1 /m dt
— < — < —.
n tz n® n—1 tz
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2
dt
en additionnant ces inégalités de n = 2 a N et I'inégalité / m < 1 < 1 puis en passant
1

a la limite quand N — +o00 on obtient

oo dt oo d¢
/ <9(~’v)<1+/
1

e L

ce qui donne

1 1
TS g(x) <1+ — (cf. remarque 5.3.7 (ii) page 243).
x —_—
(4) Le théoreme des séries alternées permet d’écrire : 1 — % < F(z) <1dou:
lim F(x)= 1 =1
Jim Fz) = lim g(z)

Remarque : la fonction g(x) est appelée fonction zéta de Riemann (noté ((x)) et la formule
du 2. on peut prolonger cette fonction au cas ou x €]0,1[. En fait, on montre que 'on peut
prolonger cette fonction au plan complexe en entier privé du point 1. La conjecture de Riemann

1
(1859) dit que les zéros de la fonction zéta sont tous situés sur la droite Re(z) = 5 et, si elle

est prouvée, jouera un role important en théorie des nombres.

Solution 4.1.10 u,(z) est 2m-périodique et u,(m — z) = —u,(z), donc on restreint I’étude a
I =[-n/2,+7/2].
e Siz = %7 alors F(x) =0,

o six # £7 alors F(z) = %.

Pas de convergence uniforme sur I mais convergence uniforme sur [—a, +a] pour a €]0, 7/2].

z+1

Solution 4.1.11 Il y a convergence ssi

< |a| et la convergence est uniforme sur le

domaine de convergence car il y a convergence normale.
Domaine de convergence : |a| = 1: demi-plan, |a| > 1: extérieur d’un cercle, |a| < 1 : intérieur
d'un cercle.

Solution 4.1.12
(1) Pour x € [0,1] on a : 0 < u,(z) < F(n) — F(n+ 1) donc en additionnant ces inégalités

0< ) un(z) < F(0) — F(N +1) < F(0),

+o00o
et par conséquent Y u,(x) converge sur [0, 1].
n=0
On utilise ensuite la relation u,(z + 1) = F(n) — F(n+ 1) + uy41(z) et en sommant

D un(z+1)=F(0) = F(N + 1)+ Y un(z) — ui(z)

et a la limite quand N — +o0 : g(z + 1) = g(x) + F(x) (car ui(z) = F(0) — F(x)).
+o0o

Ceci permet de montrer que Y u,(z) converge sur [1,2] et par récurrence sur [k, k + 1]
n=0

i.e. sur R;. On fait de méme sur R_ avec g(z — 1) = g(z) — F(z — 1).
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(2) On reprend la relation u,(x + 1) = F(n) — F(n+ 1) + u,11(z) et en sommant

N+P N+P
Y ur+1)=F(N+1)—F(N+P+1)+ Y upp(z)
n=N+1 n=N+1

soit, lorsque P — 400, Ry(z+1) = Ry41(z) + F(N + 1) car PlirJrrl FIN+P+1)=0

(on note Ry(x) le reste d’ordre N de la série Y u,(x)).
Sur [0,1] : 0 < Ry(x) < Ry(1) = F(N + 1) — 0 (car R est croissante). Donc, on a
convergence uniforme sur [0, 1], [1,2],... et sur tout segment de R.

(3) Si F est continue alors ¢ est continue car on a convergence uniforme sur tout compact.

(4) a=0car p(z+1)—p(x)=g(r+1) —g(z) — F(z)+ F(zr —1) = F(z — 1).

Solution 4.1.13

(1) On a les résultats suivants : Jrf:oun(x) Cssiz>0; Jrfjo vp(z) Cssiz > 0.
] . 2 . n=0 oo 2 n=0 1 oo
(2) Six < ol ];::Oe_k T > o= zlirél+ T;Oe_” T = 400 ; comme |v,(x)| < RO nzofun(x)
convergence uniforme sur R donc zli%l+ o v () = ::Zoj)limzﬂm vp(z) = 0.

Solution 4.1.14 En fait, on demande de redémontrer, dans un cas particulier, le théoreme de
double limite appliqué aux séries de fonctions lorsqu’il y a convergence normale (cf théoréme
5.48 et remarque 5.4.3 page 249).

Par passage a la limite, on a |c;| < ai donc la série ) ¢; converge absolument.

oo
On choisit ensuite p pour que JFX: ag < % et dans ce cas,
k=p+1
+00 +oo e
Z (Cn,k — Ck) <2 Z ap < 25
k=p+1 k=p+1

p p
p étant choisi, vu que Y ¢, — > ¢k, on peut trouver N tel que
k=0 k=0

p

> (ens =)

k=0

n>N= <

3
3

On arrive a la conclusion en additionnant les 2 inégalités trouvées (on a utilisé ce résultat dans
I'exemple d’application de la page 250).

Solution 4.2.1
2n + 1

(1) lim :oa((

(dérivée par rap-

o2n +1 " 22— (2n+1)?
n—+oo (2n + 1)2 4 22 T

2n 4+ 1)% + 2?2 (2n + 1) + x2)?
+o0o
port an) donc |u,(z)|, pour z fixé, décroit a partir d’un certain rang, > w,(z) converge

n=0
sur R grace au théoreme des séries alternées (cf théoréme 5.33 page 239).

En effet pour chaque x il existe n, tel que (u,(x)) décroit pour n > n, donc > u,(x)
n>ng
converge grace au T.S.A.
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cos xt 1 2 cos xt
— donc t —

2 < —
2) cht cht e
(3) On utilise la relation obtenue en sommant une suite géométrique

est intégrable sur [0, +-o00].

e~ @3t oo oot

1 t e tcosat —
coswt e 'cosw Z(—l)ke_(2k+l)t008$t-‘r—(—1)n+1

9 - 2t —2¢
2 cht 1+e — 1+e
et on intégre de 0 a 400 pour avoir le résultat.
+o0
(4) On remarque que (—1)’“/ e~ D cosat dt = ug(t) (obtenue par intégration par
0

+00
parties ou en prenant la partie réelle de / e~ (Zk+1)t gzt dt) et que
0

1
on+3’

+oo
Ro()] < / e~ gy
0

et donc lirf R, (x) = 0 ce qui fournit la réponse.
n—-roo

Solution 4.3.1 (1) E est manifestement linéaire, il suffit donc de prouver cette égalité pour
(); monomes.
Donnons une expression de E(f") :
e si n est impair alors

- T wru-
kef(Q
e Si n est pair alors
Z K'P(f" = k").

Or P(f"=k")=P(f=k)+ P(f = —k) pour k # 0 donc la formule citée pour n
impair est aussi valable.
Si Qi(X) = X", on ade méme (par récurrence sur m) :

E(HQZ(fz)) = Z k?l---kg{np(fl:kla---afm:km>:HE(fini
i=1 KM kmef

Q)™ () =1

puis, par récurrence sur m, on a Var(f; + fo+ -+ fin) = Var (f1) + Var (fs) + -+ +

Var (f).
(2) On écrit que

Var (f) = (k—E(f)’P(f=k+ Y. (k—E(f)’P(f=k)

|k—E(f)|Za |k—E(f)|<a

(3) a) P(fi+---+ fn = k) est égale au nombre de sous-ensemble a k éléments dans [1, n]
correspondant aux indices i tels que f; = 1 multiplié par t*(1 — ¢)"~* qui vaut

II =1 ] Pti=0).

1€[1,k] i€lk+1,n]
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b) On vérifie que Var (f;) = t(1 —t) et donc Var (fy +-- -+ f,) = nt(1 —t). On utilise
ensuite l'inégalité de Bienaymé-Chebychev associé a I'inégalité ¢(1 — ¢) < 7 pour
t € 10,1].

c¢) Traduisons la continuité uniforme de f :

Ve>0,3a>0,|%—t|<a¢|f(t)—f(%)| <€/2

noo ok
done |B,(1(0) = 0] < S = 10 ()0~ 0 4] < [Src, + Tiga| <
% + g on prend n > HQLJ (indépendant de t. B,(f) est donc une suite de

polynomes convergeant uniformément vers f.




