DERIVATION ET INTEGRATION

1. DERIVATION DES FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

1.1. Dérivée en un point, fonctions de classe C*.

EXERCICE 1.1.1.

Soient f et g des fonctions continues de classe C! par morceaux sur I = [a,b], f & valeurs dans
E un e.v.n., et g a valeurs dans R. On suppose que l'on a : Vt € I, ||f'(t)]| < ¢'(t) et que
1F(b) = fla)ll = g(b) — g(a).

(1) Prouver que Vt € I, ||f(t) — f(a)|l

= g(t) — g(a).
(2) En déduire que Vt € I, || f'(t)|| = ¢'(2).

EXERCICE 1.1.2.

Soit f une fonction de classe C! de I = [a,b] dans E un e.v.n. de dimension finie. On suppose
qu'il existe k réel tel que : Vi € I, ||f/(¢)| < k|| f(t)]].
On veut prouver que, s'il existe u € I tel que f(u) = 0 alors f est nulle.

En étudiant la fonction F(z) = ek"’”/ | f(®)|| dt prouver que f(t) =0 pour t > u.

Conclure.

EXERCICE 1.1.3.

(1) Soit g une fonction numérique positive définie sur un voisinage de 0, dérivable en 0,

vérifiant ¢(0) = 1. Déterminer liné lg(y)]".
y—)

1
(2) Soit f € C([0,1], R}), montrer que I(y) = / [f(2)]Y dz est dérivable en 0.
0

y—0
généralise une propriété de la moyenne).

1 1y
(3) En utilisant le 1., montrer que lim (/o [f(:p)]ydx) = exp <f01 In(f(z)) dx) (ceci

2. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

2.1. Fonctions intégrables a valeurs positives.

EXERCICE 2.1.1.

Etudier Uintégrabilité de f : z —

sur |0, +00[ selon les valeurs de «.
+oo e—l/z

Lorsque f est intégrable, on pose I(a) = — dx : chercher la limite de I(a) quand
0 x

a— 400, a— 1.
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EXERCICE 2.1.2.

lim

i, e

EXERCICE 2.1.3.

vn 2\" oo
Montrer que lim (1 — —) dt = / et dt.
0 0

n—-+oo n

EXERCICE 2.1.4.

Etudier la convergence des suites (a,) et (b,) définies par :

1
ag=a, bp=>b (0<a<Db); a1 =Vapby, b1 = 5(% + by,).

Foo dt

Soit F(x,y) = x>0, y>0).
(wy)=| NCETOICETD) ( y>0)

a+b . : 1 x
Montrer que F(a,b) = F(v/ab, ) (faire le changement de variable u = Q(t - 7)) En

déduire une méthode de calcul de F'(a,b).

EXERCICE 2.1.5.

A T’aide de séries, étudier I'intégrabilité sur I = [0, 00| des fonctions :

1 «
6sin®z), (2) z+— *

1) z — xexp(—zx — 3N —.
(1) 2 = wexp( 1+ 23sin’z (3) Hl—l—xﬁsin%

EXERCICE 2.1.6.

oo —x
(1) Calculer / £ 7% 4 (cf. exercice 2.2.6). En déduire
0

x
oo 1 1
/ ex{ ——] de =~
0 l—e® =z
1

1
(ot y = lim (1+§+---+E—lnn)).

n—-+00

(2) (i) Montrer que Vz € [0,n], e > (1 - £>n >1—u.

! N "1 t\"
(73) Soit I, :/ — {1 - (1 - —) } dt et J, :/ — (1 - —) dt. Montrer que
o ¢ n 1t n

1 1 1 e—l/t
lim I, = / —(1—efdtet lim J,= / dt.
ot o t

n—-4o0o

1 1
(1ii) Prouver que I,, — J,, = (1 + gt —) —Inn, en déduire que
n

1 1 — -t _ =1/t
¥ :/ ¢ ¢ dt.
0 t
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EXERCICE 2.1.7. E

Soit F une fonction continue de [1, +oo[ & valeurs complexes, de classe C! sur |1, +oo] telle que
F’ soit intégrable sur ]0, +o0l, Ver1ﬁant lim F(x)=0.

r——+00
(1) Montrer que A(x) = / F(t)dt — Z F(n) a une limite quand z tend vers +o0.
1
(2) Pour p > 0, a € R, donner la nature de la série > u,(a) ou

(Inn)P _ (Inn)P
nitie  exp[(1+ia)Inn]

up(a) =

2.2. Fonctions intégrables a valeurs réelles ou complexes.

EXERCICE 2.2.1.

Etudier I'intégrabilité sur I des fonctions f :

In(1 + az?) In|l— x|
1) ————=,1=)0,1 (2) ——=———,1=]—00,0
1) = 0.0 @) = T o)
Inz sin x
(3) T T =I0, o0l () S, T = 2, +00]
EXERCICE 2.2.2.
Caloul J(rigo d +o0 1 +o0 31
x rlnz nw
1 — 2 ———d 2
[ 0 fhmeeesgh) 6 foimd
400 6.%'4 q . /‘+OO dz /—l—oo( A . )d
4 x — — Args
( )/o 14 ¢ (5) oo (822 =4z +5)Va2+1 g

! Inz +eo sin x
(7) /0 RN ) dz  (8) /0 S dt (z €]0, 7))

EXERCICE 2.2.3.

Soit f € C(R,R) telle que lim f(z) =1, f intégrable sur [0, +oo[. Montrer que

+oo
lim (fla+x)— f(b+x))dx
existe et la calculer. .
Application : calculer /

e’ dx
o (L4 ae*)(1+be)

EXERCICE 2.2.4.

Intln(1—¢
(1) Montrer que la fonction f : ¢ +— % est intégrable sur |0, 1[. On pose alors
"Intln(1 —¢
I= / It =1 )
0 t
In“¢
(2) Montrer que I = 2/0 1n_ . dt.
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L ra [, 1t . tIn*t
(3) En déduire que I = = > [ t?In“tdt+ = [ t"h(t)dt ou h(t) = :
2 =0J0 2 0 1 —t
+oo 1
(4) Montrer alors que I = > —.
n=1"N

EXERCICE 2.2.5.

In“¢
On reprend 'exercice 2.2.4 et on s’intéresse a [ = —/ dt.
0

2 1—-1¢
+oo
Montrer directement que I = )

n=1

—, en déduire comment calculer une valeur approchée de 1
n

a 107P pres.

EXERCICE 2.2.6.

On suppose que : f € C(Ry,R), (a,b) € R? 0<a <b.
eb
f( )

ga

(1) Pour tout € > 0, on pose I(g) = du. Déterminer lim /(¢) en fonction de f(0).

e—0

(2) On suppose que lim / f du existe et on pose

X —-+o00
ax)
= lim / /( ) dz.
X—4o00

Etablir une relation entre I (¢) et J(e) ; en déduire que

lim / flaz) )
(e,X)—(0,+00)

existe et donner sa valeur.
(3) Applications :

—cosb
(7) Montrer que C'(a,b) = lim / COSAT — CORPT 4 existe et caleuler sa valeur.
(8,X)—=(0,400) J, T

X
Arct — Arctanb
(7i) Faire de méme avec A(a,b) = lim / ranar reanse
(6,X)—(0,4+c0) J .

‘oo j—axr _ —bx
(27i) Calculer E(a,b) = / € "%  duet retrouver la valeur de E (a,b) en calculant
0 x

dz.

T

E
d’abord —(a, b) (on justifiera soigneusement ce calcul).

Oa

EXERCICE 2.2.7. E

. . f(x)
Soit f € C*°(|0, +o0o[,R" ) telle que lim

On suppose que f n’est pas intégrable sur [0, +oo].

Montrer que
a/ f(t)dt ~ Zapf(p) en + oo.
0 S

= 0 et (a,) une suite réelle de limite a # 0.
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2.3. Le théoréeme de Lebesgue de convergence dominée.

EXERCICE 2.3.1.

1 n
t
Trouver lim I, ou I, = / t* (1 — —) dt (z > —1).
0

n—-+4oo n

+00 t2n
EXERCICE 2.3.2. On rappelle que cost = » (—1)" o)
n=0 n).
oo - n!
Montrer que /o e " cosyrdr = %(—1)”m.
EXERCICE 2.3.3.
Soit z € C tel que Re(z) €] — 1, 1[, montrer que
/+oo sh(zt) g — f 2z .
0 sht (2n+1)2 — 22

n=0

EXERCICE 2.3.4.

Soit o € C tel que Re(a) > 0, montrer 1'égalité

+oo >
I(a):/o 1dt:F(oz—|—1)C(1+a)

et —

oul'(z) = /O+OO t" e et ((y) = jLZOO i

2.4. Intégrales dépendant d’un parametre.

EXERCICE 2.4.1.

1
Trouver le minimum de f(x) = / t? — 2| dt.
0

EXERCICE 2.4.2.

Pour z > 1, on définit F(x,y) = / tYel dt.
1

F 1
(1) Montrer que lim Flay+1)

= 400 (on pourra commencer par montrer que lorsque
z—too  F(x,y)

xr — 400, F(x,y) est équivalent a tvel dt).
Nz
En déduire, par une intégration par parties que F'(z,y) ~ z¥e” (x — +00).

(2) Application : montrer que, pour tout y de R, la somme S,(y) =1InY2+ -+ 1n?n est
équivalente a nInY n quand n tend vers +oo (utiliser la comparaison série-intégrale).




6 DERIVATION ET INTEGRATION

EXERCICE 2.4.3.
+oo x—t
On pose f(z) = /

e
. t

dt ; chercher le développement limité a l'ordre 2, suivant les puis-

1
sances de — au voisinage de 400.
x

EXERCICE 2.4.4.

1
(1) Montrer que F(z) = / In(1+ %) dt est définie sur R.
0

(2) Montrer que F' est monotone décroissante. En cherchant une majoration et une mi-
noration de F'(x) (ou en transformant cette intégrale), montrer que lirf F(z) =0et
T— 100
lim F(x)= +oo.

r— —00

(3) Montrer que F' est continue sur R (se ramener au cas ou = > 0).

EXERCICE 2.4.5.

400
Montrer que la fonction f(x) = / e~P T At est définie et continue sur R.

0o
—+00

Montrer que f est dérivable et que f'(z) = / ite U FiE qt

A laide d’une intégration par parties, prouver que f vérifie I’équation différentielle : 2y’ +xy =
0.

En déduire la valeur de f connaissant f(0) = /7.

EXERCICE 2.4.6.

(1) Si (m,n) € N*? avec 2n > m et m impair, montrer que

/+°° a" e T
o Ltz gy sin(m)
2n

(on obtient ce résultat en décomposant la fraction rationnelle).
L oo galdy T . ) my
(2) En déduire que, pour a €]0, 1], = — (utiliser une suite u, = — de
0 I+ sin o 2n,,

rationnels tendant vers «).

3. INTEGRALES DOUBLES

3.1. Intégrales doubles sur un produit d’intervalles.

EXERCICE 3.1.1. Fonction d’Euler :
“+o0

(1) Etudier pour z > 0 l'existence de I'(z) = / t" et dt.

0
(2) Chercher une relation entre I'(x) et I'(x 4 1).
(3) On suppose ici que z > 1 et y > 1.
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a) Montrer que I'(x)['(y) = lim C(a) ou

a——+00

C(a) = 4// e*(u2+v2)u217102y,1 du dv
(u,v)€[0,a]?
pour a > 1.

b) On pose R(a) = 4/ pHEty)—ler d7"></ s**~1 fsin*~! § dP, montrer que
0 0

R(a) < C(a) < R(aV2).

¢) En déduire que
P(@)I(y) =Tz +y)B(z,y)

1
ou B(z,y) = / (1 —t)*'t¥~1 dt, étendre ce résultat au cas on z > 0 et y > 0.
0

(4) Pour n € N, donner une expression élémentaire de I'(n + 1).
(5) Montrer, en utilisant le résultat de l'exercice 2.4.6, que, pour = €]0, 1], on a :

[(2)[(1 —2) = —

sinmx’

EXERCICE 3.1.2. -

Soit f(x ,
1) = iy )
intégrale sur ce produit d’intervalles.
too Inz
dzx.
O 14t

EXERCICE 3.1.3. -

Soit f(x,y) = ﬁ

+o0 +oo
(1) Montrer que f(.,y) est intégrable sur [0, +00[, calculer / ( f(z,y) dx) dy.
0 0

montrer que f est intégrable sur ]0,+o0o[? et calculer son

En déduire la valeur de

définie sur [0, +oo[?.

(2) Est-ce que la fonction f est intégrable sur [0, +o00[? ?
(3) Calculer/ f(z,y)drdy. Qu’'en penser 7

[0,a]?

3.2. Intégrales doubles sur une partie élémentaire.

EXERCICE 3.2.1.

Soient a et b 2 réels > 0 tels que a < b, calculer [ = // (y* — 2*)™(2* + y*)dz dy ou
D
D={(z,y) eR |a<zy<bet 0<y®—2* <1}

EXERCICE 3.2.2.

Soit R = [a,b]x[c,d] = URZ ou les R; sont des pavés d’intérieur disjoint. On suppose que
i=1

chaque R; a un coté de longueur entiere.

A Taide d’une fonction dont 'intégrale sur R est nulle, montrer que R possede au moins un

coté de longueur entiere.
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4. COURBES D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

4.1. Courbes paramétrées.

EXERCICE 4.1.1.

) o cosu Sinu
Soit I' la courbe définie par x =

—, 2z =thu,u e R.
chu’ chu’ ’
(1) Montrer que I' est tracée sur une sphere S.

(2) Montrer que I' coupe les méridiennes de S (pour la direction Oz) sous un angle constant.

4.2. Etude locale d’un arc orienté I' de classe C.

EXERCICE 4.2.1.

Soit (C') la courbe définie par = = 3t,y = 3t%, 2 = 23

Montrer que, pour tout point My(zo, o, 20) par lequel passent 3 plans osculateurs a (C') en
Py, P et Ps, les 4 points Py, P», P3 et M, sont coplanaires.

On rappelle que les plans osculateurs sont les sous-espaces fondamentaux de dimension

2 et que, si les vecteurs M’'(t) et M"(t) sont libres alors leur équation peut s’écrire
_— —
det(MM(t), M'(t), M"(t) = 0.

EXERCICE 4.2.2.

Trouver I’ensemble des points €2 tels que 2 des plans osculateurs a la courbe (I') :z =ty =
2, z = 13 passant par €, coupent le plan z = h suivant 2 droites orthogonales.

4.3. Théoréme du relévement.

EXERCICE 4.3.1. E L’objectif de cet exercice est de prouver le théoreme du relevement
dans le cas continu.

On se donne donc une fonction continue f : I +— U ou [ est un intervalle de R et U désigne
I’ensemble des nombres complexes de module 1.

(1) On se place tout d’abord dans le cas ou I est un segment.

Montrer qu’il existe une application ¢ € C*(I,C) telle que || f — €*||c0 <

N —

%)
(2) Soit g = 67, montrer qu’il existe ¢ € C(I,C) telle que g = .

Conclure dans ce cas.
(3) Généraliser le résultat précédent au cas ou I est un intervalle quelconque.

EXERCICE 4.3.2.

Montrer qu’il n’existe pas d’application f continue de C* dans C telle que Vz € C*, f(2)? ==z
(considérer 'application g :t+— f(e™)).
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4.4. Etude métrique d’un arc orienté.

EXERCICE 4.4.1.

Soit (C) I'arc géométrique : x = acos 3

3 u, 2 = acos2u.

u, y = asin
(1) Former ’équation de la surface (S) engendrée par la rotation de (C) autour de l'axe
Oz. On écrira que 'ensemble des points obtenus doit satisfaire les conditions suivantes
Il existe u € [0, 2n[ tel que
(1) z = acos2u,
(i) 2° + y? = a®(cos® u + sin® u).

—

dM

(2) Calculer I’abscisse curviligne d'un point de la courbe et exprimer le vecteur T = e
s

—ﬁ
dT dT
Tar] et la courbure v = Eﬁ

%
Trouver le vecteur normal N =

1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1

(1) Raisonner par ’absurde en utilisant 'inégalité triangulaire.
(2) Montrer que si x > y alors || f(x) — f(y)|| = g(x) — g(y) et passer a la limite.

Indication 1.1.2 Applique l'inégalité des accroissements finis a g(t) = k f: | f(v)|| dv pour en
déduire que la fonction F' est décroissante sur [u,b] puis que f est nulle sur [u,b]. Faire de
méme sur [a, u).

Indication 1.1.3

(1) Prendre le logarithme.
(2) Montrer que |f(2)! — 1 = yIn f(2)] < % supyep[(In f(z))%e ™).
(3) Immédiat.

1

Indication 2.1.1 f est intégrable ssi a > 1, poser ensuite ¢ = . En minorant I(a) par

f;oo t*2e7tdt et par fol t*2e~t dt, montrer que I(a) — 400 quand o — oo et o — 1.
1 < 1 1
Vi1ta2vVa?—22 = V1422Vae?—22 T Va2—z2’
’ n
Indication 2.1.3 Ecrire que fo\/ﬁ < — %) dt < [ (14:1@ < 0+°O (Hd%)n et poser t = y/nsiné
dans la premiere intégrale, t = \/ntanf dans la deuxiéme.

Indication 2.1.2 Utiliser 'encadrement

Indication 2.1.4 Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. wu(t) est une bijection strictement
croissante de |0, +oc[ sur ] — 0o, +o00[ et apres calculs on prouve que F(a,b) = F(Vab, %t2).
Utiliser alors I'encadrement ;- = F(by, by) < Fan, by) < F(an, an) = .

Indication 2.1.5

(1) L’intégrale et la série Y u,, (ot u,, = [

nr—m/2
I'intégrale u,, en 3 (sur les intervalles [nm — w/2, nm — ], [nT — ay, nT + ] et [nm +

oy, n + m/2]) et faire un bon choix pour «,, pour conclure a I'intégrabilité.

nr+m/2 _ 6 a2 ~
/2 pe—a°sin’z dz) sont de méme nature, couper

(2) L’intégrale et la série > u, (ou u, = fn(:H)ﬂ f(t)dt) sont de méme nature, majorer

alors u,, par ﬁ pour conclure a l'intégrabilité.
(3) On pose f(z) = Hﬁﬁ’ en 0, la condition d’intégrabilité est o > —1, en +o0, avec

1 N . atl-p
U, = fé:Jr ) f(t)dt que I'on ramene sur [0, 7], si @ > 0 montrer que u, ~ %

(méme chose si a < 0).
B

Conclure alors que f est intégrable sur [r, 400 ssi 5§ —a > 1.
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Indication 2.1.6

(1) Utiliser 'exercice 2.2. 6 on trouve erOO e et

dz = Inn.

Ecrire fo e Prdr == pUIS montrer que g(r) = - i - — l est bornée sur R et conclure.
(2) (4) Montrer que /1 — 2 < 1— 2 avec une étude de fonctlon (par exemple), pour 'autre
inégalité, utiliser In(1 — :c) —x pour z € [0, 1].

(77) Utiliser le théoreme de convergence domlnee pour calculer lim,, . I, et lim,, . o J,
et faire le changement de variable u = +

(24i) Montrer que I, — J, +1Inn = 01 1(% du en posant u = £ puis v = 1 —u. Passer
a la limite quand n — +o0.
Indication 2.1.7
(1) Berire A(n) = 320, a, — ou a, = fp dt — F(p), pour conclure a ’absolue
convergence de la série Z A, montrer que \ap\ pfl |F'(t)| dt. En déduire que A(z) a
une limite en +o00. )
Inz)P

(2) Appliquer ce résultat a F(r) = —55 (F vérifie bien les hypotheses). Conclure que la
série Y un(a) diverge ssi f:r (l?fz)a dx existe.
Indication 2.2.1 (1) f intégrable ssia > —1, (2) f intégrable, (3) f intégrable, (4) f intégrable.
Indication 2.2.2 (1) 72, (2) 0, —%,In2, (3) =5, (4) 27, (5) £ 2+ &, (6) In (2 + v2),
(7) 2m, (8) x
Indication 2.2.3 Ecrire que f;oo(f(a +z)— f(b+x))dr = f::i f(t)dt et en déduire que
lim,— oo [,"°(f(a+2) = f(b+2))dz = 1(b— a).
Ecrire que W = ﬁ (Hte,c — Hﬁ) pour a # b. La limite vaut alors % sib#a
et é sinon.
Indication 2.2.4
(1) En 0 : f(t) ~Int et f se prolonge par continuité en 1.

1
(2) ]—— lln 2L dt apres LP.P.
(3) Ecrlre que 1= = > ot + £
(4)

. - ot intégrer terme a terme.

4) Montrer que h(t) est continue sur [0,1], majorer le reste et calculer fol tPIn® tdt & l'aide
de 2 I.P.P.

Indication 2.2.5 Utiliser le théoreme d’intégration terme a terme, majorer ensuite le reste avec
le théoreme de comparaison série-intégrale.

Indication 2.2.6
(1) Ecrire que I(¢) — £(0) Int= fsb f(”)u du et utiliser la continuité en 0.

ga

(2) Montrer que fEX M do = fsb 1@ g be %) qz, en déduire que J(¢) = I()

puis conclure que lim( x)_( x) fs f(“x)sz dz = f(0)In %

CosS T

(3) (i) Montrer que limx_ 4o [ dz existe puis C(a,b) = In 2.

g Arctan z—7/2
(ii) Montrer que 2retanz=r/2

est intégrable sur [1, +-00[ et conclure que A(a,b) = —F In —.
a
(1ii) E(a,b) = In %, appliquer le théoréme de dérivation sous le signe | pour prouver

que ZE(a,b) = —1 et conclure.

Indication 2.2.7

Poser F(x) = [ f(t)dt et montrer que F(k + 1) F(k)= f(k)+ ka E+1—1t)f(t)dt (1).
Trouver A tel que, pour k > ’ k+1 (k+1-— dt’ e k+1 f(t)dt et conclure que
ka(k: +1—1t)f'(t)dt = o(F(k+1) — F(k)). En déduire que f(k) ~ F(k+ 1) — F(k) (2) puis
que aif(k) ~a(F(k+1)—F(k)) (3) et utiliser le théoreme d’équivalence des sommes partielles
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des séries divergentes d’ou ZZ;& arf(k) = aF(n) + o(F(n)) (4).
Enfin, montrer que [; f'(t)dt = o (f; f(¢)dt) et conclure.

Indication 2.3.1 Montrer que (1 — %)n < e ! et appliquer le théoréme de convergence dominée,

on trouve lim,_, ;o I, = fol tTe~t dt.

Indication 2.3.2 Poser f,(z) = (—1)”6_“”(2“—:)! et appliquer le théoreme d’intégration terme a
terme d’une série de fonctions.

Indication 2.3.3 Montrer que f(t) = S}Slﬁztt) est intégrable sur [0, +o00[ puis écrire que pour ¢ > 0,
F(t) = 32020 fu(t) ot f,(t) = 2sh(2t)e~ 2"+t et appliquer le théoréme de convergence dominée
A Sn(t) = 20l falt).

Indication 2.3.4 Utiliser I’é e
de Lebesgue d’intégration terme a terme d’une série de fonction.

e~ et utiliser le théoreme

:——xet510<x<1

Indication 2.4.1 Montrer que si x > 1, f(z) = ,six <0, f(z)
[0, 1]. Faire alors une étude

f(x) = 3(4xy/x — 3z + 1) puis que le minimum de f se trouve dan

de fonctlon pour conclure que inf f(x) = 1.

1
Indication 2.4.2
(1) Ecrire F(z,y) = flﬁ et dt+ [ tvet dt et quesiy >0, flﬁ tvet dt = o(z¥/?(e” — eV?)),
de méme pour y < 0. Utiliser enfin la relation F(z,y+1) = 2¥™e® —e— (y+1)F(z,y).
(2) St y = 0 alors [, : nYudu < Ik < U nY du, en déduire l'encadrement
M et At < S,(y) — In? 2 < fllnnH tYe’ dt et conclure. Idem si y < 0.

In2
Indication 2.4.3
Faire un changement de variable et une I.P.P. pour en déduire que f(z) = z% — z% +o0 (z%)

Indication 2.4.4

(1) Immédiat si z > > 0 et pour z <0, In(1+1¢*) ~¢gzInt. Remarquer que F(—z) = F(z)+

(2) v <2’ =t* > 1", 51x>0montrerqueF( ) < +1,swc<0 utiliser F'(—z) = F(x)+

(3) Sur |0, +oo[ utiliser le théoreme de continuité sous le signe intégral, sur | — oo, 0] tlhser
F(z) + 2 = F(—=z). Enfin, en 0, utiliser la décroissance de F'.

Indication 2.4.5 Appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral, intégrer et et
dériver €. On trouve f(x) = \/Ee—x2/4.

Indication 2.4. 6

(1) Berire £ = LSt B oh ay = e, qy = (2k+1)7r , k € [0,2n — 1] rassembler

1+x 2n k=0 T—Tp
P ™l 1 n—1 2xcosmak 2cos(m—1)ay .
les parties conjuguées en déduire {7z = —35. 2 1 PR e —— . On obtient
Foo gm—ldg _ 171; +X gm—lda
alors [ T = slimx o [ s
+X
+X 2 2 1
Montrer que [ “OZZ”O‘;MOZO;(CTI )% qp = —2sinmay Arctan “ ok et conclure
-X
en passant a la limite.
(2) Faire le changement de variable v = x?" pour en déduire que F (52) = gmx avec
2n
400 po—1 . N . PR
Fla) = |, ’”?xdx. Montrer alors que F(«) est continue a l'aide du théoreme de

continuité sous le signe intégral et conclure.
Indication 3.1.1

(1) Résultat du cours.

(2) Résultat du cours.

(3) a) Poser t = u? dans l'expression de I'(x) et utiliser le théoreme de Fubini.
b) Immédiat car on integre une fonction positive.
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c¢) Passer en polaires dans I'expression de R(a), prendre la limite quand a — +oc.
Cas o > 0 et y > 0 : montrer que B(z,y +1) = £B(zx + 1,y) et Bz +1,y) =
x+yB(x y) et appliquer la relation que I'on vient de prouver a x+1 > let y+1 > 1.

n)!
(4) F(TL + 2) = (2222@(-

(5) Montrer que I'(z)['(1 — x) fo — t)*717®dt et faire les changements de variables

u:%etv:u—l

Indication 3.1.2 Montrer que f flr,y)dr < 3 T VY qui est intégrable sur |0, +oo[, puis que

1+y2
| f 10, +oof2 f(z,y)dedy = \/ En utilisant Fubini, montrer que
_ +oo g2 +00 Inz ) +00 Inzx _ s
ff}0,+oo[2 (1+x2y)(1+y2) dedy =3 |, ~ Tz de -2 f o1 do dou fi e dr = T2

Indication 3.1.3
(1) Montrer que fOJrOO (r,y)dz = m puis que fOJrOO < OJFOO f(z,y) dx) dy =
(2) Montrer que f <f+oo f(z,y) dy) dz = —3.
(3) Faire le changement de variable ¢ : (z,y) — (y, :L‘), I'intégrale est nulle.

Indication 3.2.1 Faire le changement de variable v = zy, v = 3> — 2? et montrer que
Iapplication ¢ : (x,y) € D — (2y,y? —2?) € [a, b] x]0, 1] est bijective. On trouve J = §In &1,
Indication 3.2.2 Prendre f(x,y) = ¢*™(@+¥),
Indication 4.1.1 (1) Ona 2% +y? + 22 =1,
cos U —sinu
. . —H . ﬁ
(2) passer en cylindriques : OM = U+thuV—|— k ot U = [sinu|etV = cosu

0 0

et montrer que I' coupe les méridiennes de S selon un angle de 7/4.

Indication 4.2.1 Soit (II) est le plan ux + vy + wz + h = 0, montrer que si (II) passe par
trois points distincts P;(t;) alors Péquation 2wt + 3vt? + 3ut + h = 0 admet ¢, to, t3 comme
racines, en déduire ’équation de (II) 2092 — 201y + 32z — 603 = 0 (les o; sont les fonctions
symétriques élémentaires des ¢;). Montrer alors sans calcul que le plan osculateur a pour
équation 2t2x — 2ty + z — 2t3 = 0 puis que xy = 01, Yo = 09, 2 = 203.

Indication 4.2.2 Ecrire Péquation du plan (P) passant par Qo(zo, Yo, 20) normal au vecteur
(u,v,w) et prendre son intersection avec le plan z = h, en déduire que (P) est osculateur a (I")
ssiw = g—i et u® + 3uv(uzg + vyo) + v329 = 0. Supposer que v # 0 et poser A = 2 en déduire
que zp[22 + 37020 + 3yo + 1] = 0 (v = 0 donne le méme résultat). La réciproque ne pose pas de
probleme.

Indication 4.3.1

(1) Avec le théoreme de Weierstrass, montrer qu’il existe un polynome P a coefficients
complexes qui vérifie || f — Plls < 3 et utiliser le théoréme du relevement.

B . Im(g(t))
(2) Poser 9(t) = In|g(t)| + i Arctan Re(g(1)) *

(3) Prendre (1,,) une suite croissante de segments de réunion I et définir par récurrence une
suite (6,,) telle que f = e sur I,,.

Indication 4.3.2 Ecrire g(t) = ¢® et obtenir une impossibilité avec ¢(27) = f(1) = e~i™ =
—1,9(0)=f(1) =1
Indication 4.4.1
3.,

(1) On obtient * + y* — 2z ——Qavec—a<z<a.

(2) ds = 5asinucosudu et en cylindriques : T =

_ 6
V= 25a sin 2u

—

Ur—u)— 3%, N=-V(r—u)et

olw
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1

(1) Supposons que pour t €]a, b[, on ait || f(t) — f(a)|| < g(t) — g(a) alors, grace a l'inégalité
triangulaire, on sait que

1£(0) = f(a)|l < [If(b) = FOI +Nf(t) — fa)
< (g(0) —g(t)) + (9(t) — g(a)) = g(b) — g(a)

ce qui est impossible.
Conclusion : Vt € I, ||f(t) — f(a)|| = g(t) — g(a).

(2) De la méme maniere, on montre que si x > y alors ||f(z) — f(y)|| = g(x) — g(y), on
divise alors par x — y et on prend la limite quand y tend vers x et on obtient 1’égalité
| f'(z)]| = ¢'(x) grace a la continuité de la norme (en a, il faudra prendre la limite quand
x tend vers y = a).

Solution 1.1.2 On utilise I'inégalité des accroissements finis (théoréme 6.3 page 258) avec

glt) = b / 1F )]l do.

On a alors |f(z) = f(u)|| = || f(x)|| < g(x) pour z > u. La fonction F est décroissante sur [u, b]
(F'(x) = e7*[|| f(x)|| — g(x)]), positive et F(u) =0 donc F = 0, ce qui permet d’affirmer que
f est nulle sur [u, b].

On fait le méme genre de raisonnement avec G(x) = k@ / || f(t)]| dt d’on f est nulle sur [a, u].

Conclusion : f est bien nulle sur [a, b].

Solution 1.1.3

(1) Sur un voisinage de 0 g est strictement positive. On peut prendre le logarithme soit

1
Ing(y)'" = ~Infl +yg'(0) + o(y)]
= g'(0) +o(1)
donc lir% g(y)V/v = €9,
y*)

(2) On a f(z)¥ = e¥™f(@) et, en utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange on obtient

2

|f(z)! =1 —yln f(x)]| < % sup [(In f(z))2etm @
t€[0,y]

En choisissant y dans [0, 1] et compte tenu du fait que f est bornée sur [0, 1] on peut

écrire que
M [t
< — / —dt — 0
Yy Jo 2

1
donc I est dérivable en 0 de dérivée / In f(z) dx.
0

—/Ollnf(x)dx

’I(y)—I(O)
y

1
(3) On a I'(0) = /0 In(f(x))dx grace au 2. et on applique le 1.
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1
Solution 2.1.1 En 400 : f(z) ~ — donc f est intégrable ssi a > 1.
xa
En 0 lim f(z) =0 (pas de probleme).
x—0

1 400 400
On pose ensuite t = — : [(«a) = / t* 2t dt > / t* 2t dt = J,.
x 0 2

+oo
Or J, > 20‘2/ e *dt — 400 quand a — +oo donc lim I(a) = +oo0.
2

a——+00
1

1
Quand o — 1, I(«) > / tZetdt > ——— — +o0.
0 e(a—1)

Solution 2.1.2 On écrit 'encadrement
1 1 1

< <
V14+a2va? —a2 V14 a2va2 — 22 Va2 — a2

et on integre ces inégalités. La limite vaut alors .

Solution 2.1.3 On a :

v 2\" v ndt oo gt
/ (1——> dtg/ et2dt</7t2</ —
0 n 0 0 (1 + ;)n 0 (1 —+ ;)"

On pose t = y/nsin 6 dans la premiere intégrale, t = \/ntan# dans la deuxieme d’ot :

/2 vn 2 /2 w/2
\/ﬁ/ cos®™ 1 9 dh < / e dt < \/ﬁ/ cos™ 20 df < \/ﬁ/ cos2"30.do
0 0 0 0

N ) w/2
et donc / e dt ~ \/ﬁ/ cos® 1 9dh = I,.
0 0
NZS

+oo
On trouve méme / e dt = 5 grace a Wallis.
0

Remarque : on peut retrouver ce résultat beaucoup plus simplement en utilisant le théoreme
de Lebesgue de convergence dominée (cf ezemple (i) page 267)

Solution 2.1.4 On a a, < b, donc (a,) /", (b,) \.. (an) et (b,) convergent et

n — On

= lim (b, —a,) =0

bn+1 - a'n—l—l < _(an + bn) — ap =
2 n—-+4oo

2

(la limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique).
u(t) est une bijection strictement croissante de ]0, +-o00[ sur | — 0o, +00[. On écrit alors que :

oo dt
VCETDICESD

oo 4t du
o VEFAE P + )
:/+oo du
o\ ay)(w + (252

Tty

:F(\/x_y, 9 )

F(z,y) =2
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Donc Vn € N : F(a,b) = F(ay,b,). Comme

bl = F(bnabn> < F(ana bn) < F(anaan) = 1
n an
oo dt T . . .
alors F(a,b) = F(c,c) = ——— = —ouc= lim a, (ceci est une méthode de calcul
o PP c n—-+o0

d’une intégrale elliptique).

Solution 2.1.5

+o0 nw—+m/2 6
(1) L’intégrale et la série ) u, (ol u, = / xe T ¥ T dx) sont de méme nature. En
n=0 nr—m/2
coupant l'intégrale u, en 3, on écrit

"y = /n T ) da + / T ) da 4 / " ey da

T—7/2 nT—an nmT+oan

N — 20 sin2 . N TN _(nm— 6 gin2
oil f(z) = ze™® ™% On peut majorer u, par v,-+w, ol v, = m(nr+—=)e ("7=/2)"sin"an

(en majorant les intégrales sur [nm — 7/2,nm — a,] et [nm + a,,nw + 7/2]) et w, =
2a,(nm + ;) (en majorant 'exponentielle par 1 dans l'intégrale qui reste) En prenant

o, = — les séries v, et w, convergent donc la fonction est intégrable sur I.
nz
(n+1)m ™ dt T
2) On étudie la série u :/ t)dt. Or u </ - = il
(2) = < e s

a donc convergence.

dt ¢ . 2t
— —  en remarquant que sint > —
1+ 4An37t2 4 d T
NS

n32/x 913/2 )
Un dessin des courbes représentatives permet de comprendre les découpages :

/pi/2
(On peut aussi majorer U'intégrale par 2 /
0

sur [0,7/2]. Cette derniere intégrale vaut Arctan(n37?) <

FIGURE 1. Premiere courbe FIGURE 2. Deuxiéme courbe

l.Cl{

(3) On pose f(z) = —————.
1+ 28 sin” x
e En 0, la condition d’intégrabilité s’écrit : o > —1.

(n+1)m e ™ (t + nﬂ-)o‘

e En +o0, posons u, = —dt = / - dt pour n >
P /m 1+ tFsin?t o 1+ (t+nm)lsin’t P

1.
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Si a > 0, en utilisant les inégalités n*7® < (t + nm)* < (n 4+ 1)*7® on obtient

™ [e7ps1 ™ 104 «
/ T .2dt<un</ (n+>7.r2dt-
0 1+ (n+1)*m>sin”t o 1-+nomesin“t

T dt
Puis, comme / — = on en déduit I’encadrement
o 14+ a?sin“t a2+ 1
naﬂ.aJrl (n_|_ 1)017Ta+1
SUp § —F——F—
V(n+1)87f 41 vnhrh 4+ 1
qrot1=5/2
d’ou u, ~ e Car les deux quantités qui encadrent u,, sont équivalentes. On
nB2—

obtient la méme chose si a < 0.
La série > u,, converge ssi é—a > 1. f est donc intégrable sur [7, +00] ssi é—(x > 1.

Conclusion : f est intégrable ssi o > —1 et < 2« ce qu’on peut illustrer par le dessin
suivant (ou la partie grisée correspond a I’ensemble des couples («, 3) pour lesquels on
a intégrabilité de f) :

Solution 2.1.6
+oo —x —nx
e’ —e
(1) On procede comme a 'exercice 2.2.6 et on trouve / ——— dz =Inn.
0 x

Remarque : on peut aussi utiliser Fubini et écrire

+oo —x —nx “+o0o n
/ e -°¢ dz = / (/ e " du) dz
0 x 0 1
n “+o0 n 1
:/ (/ e‘““”dx)du:/ —du
1 0 1 u

=lnn

(justifié par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue).
+o00 —
1 n=l]
On utilise maintenant le fait que / e Pdr = - pour écrire : > — —Inn =
0 b p=1P
1 1

+o0
- _ _—nx d \ — )
/0 (e e ™) g(z) dz ot g(x) o

A laide d’'un développement limité en 0, on prouve que g a une limite en 0, on montre
aussi que g a une limite en +00, donc g est bornée sur R par M. On peut écrire alors

+oo +o0 M
/ e "g(x)dx| < M/ e "dr=—
0 0 n




DERIVATION ET INTEGRATION 5

+o0

donc lirf e " g(x)dxr = 0 ce qui permet de prouver le résultat demandé.

(2) (i) On utilise I'inégalité de la moyenne

1
Yarayan < —(ar+as + -+ a)

(cf. question (iiz) page 107) avec a3 = ag = -+ = a1 = Ll et a, = 1 — x ce qui
x
donne /1 — 2 < 1 — — d’ou l'inégalité demandée en élevant a la puissance n (ou
n
pouvait s’en tirer aussi avec une étude de fonction).
Pour lautre inégalité, on utilise le fait que In(1 — z) < —z pour = € [0, 1] d’o
x
nln(l — —-) < —z
1=-)

et on prend l'exponentielle de part et d’autre.

1 t\"] 1
(77) On a donc 0 < i {1 - (1 - —) } <3 [1 — (1 —1t)] =1 donc le théoreme de conver-
n

gence dominée (théoréme 6.22 page 266) s’applique pour calculer hrf I,.

1 t et
De méme p (1 - —> < —~ pour t € [1,n]. Le méme théoreme s’applique d’out
n

feo L dt
lirf Jn = / e 7 et pour avoir 1’égalité demandée, on fait le changement de

—

w|>—t

variable u =

(77i) On a

t
en posant u = —
n

/11—v”d 1+1+ 1
g ’U: — o o —
0 1—w 2 n

1 1
cequidonne]n—Jn:(1+§—|—---—|——)—1nn.
n

On obtient la derniere relation en passant a la limite quand n — +o0.

Solution 2.1.7
n P P
(1) Ona A(n) = Y a,—F(1) ota, = / F(t)dt—F(p). Ora, = / (p—1—t)F'(t) dt par
k=2 p—1 p—1

p
intégration par parties. On obtient donc |a,| < / |F'(t)] dt. Cette derniere inégalité
-1
associée a l'intégrabilité de ¢ — F'(t) sur [1,+oo[ assure I'absolue convergence de la
série > ay,.

On a donc l'existence d'une limite pour la suite (A4,). Or, pour n = E(z),

/ t) dt /\F )| dt <

|A(z) = A(n)| =
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ou M, = sup |F(t)| qui par hypothese tend vers 0 en +o0.

te[n,n+1]
On peut alors conclure que A(z) a une limite en +o00.
. ) . ~ (Inz)?
(2) On applique ce résultat a F(z) = i
Inz)P~? Inz)P~*
Fl(z) = %[p — (1 +ia)Inz] don |F'(z)] < %[p +VI+allnz] = G(a).
. (Inz)? ) .
G est continue en 1 et en +o0 on a G(r) ~ V1 + a?~——— donc t — F'(t) est intégrable
x
sur [1, 400
Inz)?
Ensuite lirf F(z) =0 car |F(z)| = (In.z) .
T—+00 €T

Conclusion : en utilisant le résultat du 1. on peut dire que la série Y u,(a) diverge ssi

+oo 1 p
/ (In ) dx existe.
1

leria

En effet, en posant © = In x, on obtient

X 1 p lnX
nx »
( - ) dzx = uPe " du
p xite 1

In X pria In X '
— _%[1 + 0(1)] +K/ up*E'(p)f2€fzau du + Cp
N a y 1 ~—
;go ~ ~~ ~  constantes d’intégration

qui a une limite

(en faisant plusieurs intégrations par parties pour obtenir u?~£(®)=2),

Solution 2.2.1
(1) II faut bien str a > —1 (sinon la fonction n’est pas continue sur /) et dans ce cas la
fonction est continue sur [0, 1] donc intégrable.

1
112 In|1—z| < +/|z| pour = assez grand. En

0, f se prolonge par continuité (par f(0) = 0).

(2) Au voisinage de —oo, on a |f(z)| <

1
(3) En 0, |f(z)] < |Inz| et Inx est intégrable, en +oo, |f(z)| < % < i

intégrable. On a méme (en faisant le changement de variable u = 1/x)

/+oo Inzx _0
o 1422 7

1 1 N : 1
5| < 5— et 5— admet comme primitive la fonction ——— (poser
zlnz| zlnz 2xhn“z nx

t =Inz) qui a une limite nulle en +o0.

qui est

sin x

(4) En o0 :

Solution 2.2.2 Réponses :

(1) T on peut intégrer sur C ou poser x = €', alors

+o00 e—t +oo et 1 +o00 cht 1 +oo
I= dt = dt = - dt = — [Arctan(v2sht)| .
/oo 2ch 2t /oo 2ch 2t 2/00 ch2t " T oa e an(V2sho)|

1
(2) 0, —3 In2 (faire des intégrations par parties).
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(3) —== (méme technique).
1 T 3
4) 2 —In2+ — In (= 2
(4) 27 (5)15n + 10 (6)n(2+\/_)
(7) On pose = = sin®t et on fait une I.P.P. pour trouver 27 (8)

Solution 2.2.3 Par changement de variable, on a

400 400 b+u

/+oo(f(a+x)—f(b—|—x))dx: f(t)dt — flt)dt = f(t)dt.

a+tu b+u a+tu

b+u +00
Or lim f(t)dt =1l(b—a) donc lim (fla+z)— f(b+x))dz existe et vaut I[(b—a).

Uu——0Q0 atu Uu——00 u

.. e’ 1 1 1
On écrit que A+ ac) (I +ber)  b—a <1+aex 1+be“) pour a # b.
Pour que la fonction intégrée soit définie et intégrable sur R, il faut supposer a > 0 et b > 0.
En posant a = e et b = ¢” on se ramene exactement & la question précédente, I'intégrale dans
b—a Inb—Ina

b—a  b—a

ce cas vaut

Feo du 1
Si a = b alors, par le changement de variable u = e*, on se ramene a / (17 = —
0

+au)?  a

Solution 2.2.4

(1) e En0: f(t) ~Intettr Int est intégrable sur ]0,1] (de primitive zlnz — x),
e Enl: f(t) ~(t—1)In(1 —¢) et donc f se prolonge par continuité en 1
ce qui assure l'intégrabilité de f.

1—t
En effet, on pose

1 (! In%t , . :
(2) I = 5 / dt apres intégration par parties.
0

dt 1
du=1Int— u:aln%
dt
=In(l—-¢t) dv=———
v = In( ) dv T3
1 1 1 1.2
1 1 In“¢
d’oﬁ]z/ vdu = |=In*tIn(1 —t) +—/ 2l
-0
1 n tnl
n écrit ensuite que = tP 4 et on integre terme a terme.
3 O 7 . . 1 t P 1 t . N \
— = —
(4) h(t) est continue sur [0,1] donc
1 1
h(t
/ mh(t) dt| < / k(1] dt < swp [hO)]
0 0

+1

1 “+00 1 —+00 1 1 2
5 N _ 2 _ 2 _ :
dou I = 3 pEO /O tPIn“tdt = ngl o3 car /o tIin“tdt = TE (faire deux

intégrations par parties en dérivant a chaque fois le logarithme).
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Solution 2.2.5 On écrit cette fois ci

n’t R rn’t
t pu— p—
IO =50a=y 2.5
p=0
t €]0,1[. O le calcul de lintégrale I /ltPIHQtdt Lo
our s . 11 recominence 1€ calcu € l'imtegrale = = (§] our
P & g o 2 (p+1)? P

conclure on utilise le théoreme d’intégration terme a terme (théoréme 6.23 page 267) qui nous
assure en méme temps de I'intégrabilité de f.

On a alors
/*mdt< </+°°dt+ 1
— <1, < —
n+1 tg n+1 tg (n+ 1)3

(en utilisant la comparaison série-intégrale (cf. théoreme 5.38 page 243).
Pour avoir une valeur approchée & 107 prés, on prendra (n + 1)% > 2.107 soit n > 2'/3107/3. Si

1 1 1
= d =9etd <I< — d'ou I = 1,202
p =3, on prendra n = 9 et dans ce cas : 59 + ——= 162 S < Sg + —= 162 + 10° ou 02057.

Solution 2.2.6

eb o
(1) On a: I(g) — f(0) lng = w du. Or pour tout « il existe 7 tel que b <
b b
n=|f(u) — f(0)] < a. On aalors |I(e) — f(0) lna| < ozlna donc lir%l(s) = f(0)In2.

Remarque : on pouvait aussi poser u = ex et utiliser le théoreme de continuité sous le
signe intégral.

ga

) On a
/ flaz) — f(bx) / . /X f(b
x
bX
= / Q f( ) dx par changements de variable

€a T eb Z

eb bX
@, I
€a z aX z

et comme la derniere intégrale tend vers 0 lorsque X — +o00, on a

400 — f(b be
J(e):/5 de: - @dxz[(e)
et donc .
— f(b b
2 XliE,Il57X / M dz = f(O) In a
X
(3) () Xl_i}rerloo 1 EPT 4o existe done C(a,b) =In g.

En effet, par une intégration par parties, on a

. X )
X cosx sin x Xging
dx = + 5 dx
1 T r | .

sin X sin x
— 0 quand X — +o0 et que z —

et comme

est intégrable sur [1, +oo[ on

peut conclure a l'existence de la limite.
. Arctanz — /2
(i)

x
En effet, on sait que Arctanx — w/2 = Arctan 1/x pour x > 0 (théoréeme 2.4 page 36)

est intégrable sur [1, +o0].
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Arctanz — /2 1

donc ~ —.
xr +oo X b
On peut conclure alors que A(a,b) = ) In—.
a
b
(7ii) e "z est intégrable sur [1, +oo[ donc E(a,b) = In —.
a
) e—aT _ efb:): ) ) 8f
La fonction f(a,z) = ———— est continue pour (a,z) €]0,+o00[* et a—(a,x) =
x a

—e7% est C'! sur le méme ensemble. Soit o > 0 alors, pour a > v on a

e—a —bx

—e e—ow e—bx

< - et }_efax’ <€fa:v

X

donc on peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe / (théoreme 6.52 page

270) d’ou
) 1
%(a,b) =--= E(a,b) = —lna+C
et par symétrie C' = Inb.
] ) ) ) . +o0o e—aT _ e—ba} b
Conclusion : on retrouve bien le résultat annoncé soit —— dz=In-.
0 x a
Solution 2.2.7 On pose F(x / f(t)dt et donc / f(t) ( (k+1)— F(k)) et, avec
la formule de Taylor-intégral,
k+1
(1) F(k+1)—F(k):f(k)+/ (k+1—1t)f(¢t)dt.
k
o fe) :
Comme 115{1 e = 0 on peut trouver A tel que, pour t > A, |f'(t)| < ef(t) et donc, pour
T——+00 T

k41 k+1 k+1
k> A, / (k+1—=2t)f'(t)dt g/ |f/(®)|dt <e f(t)de
k k k

Conclusion : au voisinage de 400 :

/M(k 1B () dE = o(F(k+1) — F(R))

et d’apres (1) :

(2) f(k) ~ F(k+1)— F(k).
Comme a,, — a # 0 on sait que
(3) apf(k) ~ a(F(k+1) — F(k)).

La série de terme général a(F(k + 1) — F(k)) est de signe constant et divergente, donc, en
vertu du théoreme d’équivalence des sommes partielles des séries divergentes (théoréme 5.36
page 242), on a

a/onf(t a(F(k+1)—F(k)) ~ 7akf(k‘)
(4) " (k) = aF(n) + o(F(n)
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Enfin, on compare les intégrales divergentes : si f' = o(f) alors / f'(t)dt =o (/ f(t) dt)
0

0
(méme démonstration que pour Césaro) i.e. f(x) = o(F(x)) et grace a (4), on a

S acf (k) ~ a/on F(t) dt.

t n
Solution 2.3.1 On sait que lim (1 — —) =e~'. Comme In(1+2) < zalorsnln(1—1) < —t

n—-+4oo n

t n
donc (1 — —) < e~'. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée (théoréme
n

t n
6.22 page 266) a la suite de fonctions f,(t) = t* (1 — —) qui est majorée par t“e~"
n

1
Conclusion : lim I, = / tTet dt.
0

n—-+o0o

n “+00

Solution 2.3.2 Soit f,(z) = (—=1)"e™® (5 T fn est intégrable sur [0, +o00[ et fo(z)de =
n)! 0
|
(—1)”% = u,. Or > u, est une série absolument convergente donc on peut appliquer le
n)!

théoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions d’ou

|

n=0

+oo
— Z(_

sh(zt)

Solution 2.3.3 On vérifie que f(t) = "
s
longeable par continuité en 0 et, si z = x + iy, sh(zt) = sh(zt) cos(yt) + i ch(zt) sin(yt), donc

est intégrable sur [0, +oo[. En effet f est pro-

sh(zt) < 2Ch($t> ~ 2ela=Dt qvec q < 1.
sht sht
1 too
Pour t > 0 on a f(t) = 2¢™ Sh(Zt)l T 37 fu(t) ot fu(t) = 2sh(zt)e” @Dt On pose

+o00
Sn(t) = Z fn(t), Sy converge simplement vers f et |Sy(t)| < 2|sh(zt)] 3 e~V = | £(1)].
n=0

On peut apphquer le théoreme de convergence dominée :

400 +oo
tH)ydt = i Sy (t)dt.
o Jde=dim o S(l)
+oo 22
Or, apres un petit calcul, on a fa(t)dt = ——— donc
0 n?—z

/+oo sh(zt) 2 2z
dt =
0 sht — (2n+1)* — 2%

i{ng
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Solution 2.3.4 On utilise 1’égalité valable pour ¢ > 0 :

te teet <% <=
_ _ qa,_—t —nt __ o, —nt
il s E LD DD W s
n=0 n=1 =fn(t)

Les fonctions f,, sont continues sur R, intégrables sur |0, +oo[ et de plus, en posant a; = Re(a),

“+o0o +oo o 1
|l [ e = e+

qui est le terme général d’une série convergente donc on peut utiliser le théoreme de Lebesgue
d’intégration terme a terme d’une série de fonction et conclure a ’égalité.

Solution 2.4.1 On distingue les cas suivants :
1
1
e Siz>1, f(z) :/ (x—tZ)dt:x—g.
0, .
e Six<0, f(x):/ (tQ—x)dt:§—x.
0

e Si0<uz<l,

1

f(x):/oﬁ(x—tQ)dth/ (t* —x)dt

Nz
1

Il est a noter ici que MAPLE donne un résultat erroné pour le calcul de f vu qu’il donne
f(z) =1/3 (=1 + 3z) signum(—1+ z)...
1
On remarque que, si x > 1 alors f(z) > f(1) = 3 si z < 0 alors f(z) > f(0) = 3 donc le
0

minimum de f va se trouver pour x € [0,1]. f est dérivable sur |0, 1] et f'(z) = 2/z — 1 d’ou
le tableau de variations de f

z | 0 1/4 1
f'(@) - +
flo) [1/3 N\, 1/4 /7 2/3

1
et donc inf f(x) = 7
On remarque que f est de classe Ct, de classe C? par morceaux.

Solution 2.4.2

VT x
(1) On écrit que F(x,y) = / tYet dt +/ tYe'dt. y > 0, or
1 vz

N
/ tvet dt < x¥/?(eV® — €) = o(z¥/%(e" — eV?))
1

et on fait la méme chose pour y < 0, donc F(z,y) ~ / tve! dt = G(z,y).
Nz
. Gy+1) . Flzy+1)
> G(x, 1) > G(x, 1 — = =1 — = )
ve = Gloytl) > VGl = I ey = M TRy T
Puis F(z,y +1) = 2v"e* —e — (y+ 1)F(z,y). En divisant par F(x,y + 1), on obtient
le résultat.
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k k41
InYudu < In k < / InY u du. En posant ¢t = Inu et en additionnant
k

(2) y=0ona: /
k—1
ces inégalités, on trouve :

Inn Inn+1
/ tYe' dt < S,(y) —In¥2 < / tYet dt
1

n2 In3

et donc S, (y) ~ nInYn. On procede de méme pour y < 0.

Solution 2.4.3 En faisant le changement de variable t = x + u on a
toeudy 1 1 oo emudu
o= [TE L, e
v THu T =x o (x4

(intégration par parties). Or
/+oo e "“du 1 /+oo u
—— < = e "du
o (z4u) "2t

1 1 1
donc on peut écrire f(z) = — — — + o0 ( )

T2 2 2

Solution 2.4.4

(1) F est bien définie pour x > 0 (car la fonction intégrée est continue) et pour z < 0 on a
In(1+t*) r;:clnt qui est intégrable sur |0, 1].

Remarque : on a la relation :
F(—x)=F(z)+x (car In(1+¢t7") =In(1 +t*) —zlnt).

(2) On remarque que = < 2’ = t* > t* = F(z) > F(z).
e x>0: In(l+1¢*) <t* donc F(z) < "

e Si —z — +o0 alors F(—x) = F(x) + x — +00.

(3) F est bien continue sur |0, +o00[ grace au théoreme de continuité sous le signe intégral
(théoréme 6.24 page 267). F est continue sur | — oo, 0] grace a la relation F(x) 4+ z =
F(—z). Enfin, en 0, comme F' est décroissante, si > 0 on a F(—xz) > F(0) > F(x) et
donc x > F(—x) — F(0) >0 et z > F(0) — F(x) > 0 d’ou F est continue en 0.

T ce qui donne lirJqu F(z)=0.

Solution 2.4.5 Comme ‘ite*ﬁ*m <ePonte? e L'(R) et (¢, z)—

ite T (¢ 1) — e T sont continues sur R on peut appliquer le théoréme de dérivation
sous le signe intégral (théoréme 6.26 page 268) donc f est dérivable.

< |t|€7t2, ‘eftQJritz

. x
Pour intégrer par parties, on pose dv = e 't dt et u = ie™ et 'on obtient fl(x) = —if(x).

On résout alors I'équation différentielle pour trouver f(x) = f(0)e *"/4 = \/me~*"/*.

Solution 2.4.6

:L.m—l

(1) On va décomposer la fraction rationnelle — = ———— en éléments simples :

Q 14z
2k + 1)m

Le dénominateur s’annule pour = x;, = €' ol oy, = avec 0 <k <2n—1
n
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On a alors la décomposition

_ 2n—1
xrm 1 a
14z T —xy
T k=0 k
m—1 m
o Pl I on _
ou ap = etonaay=—5—7=—5_-carxy’ =
Q' () 2nx;, 2n
On obtient finalement la décomposition dans C :
_ 2n—1
a1 1 Ty
1+ a2 2n c= x —

soit encore en rassemblant les parties conjuguées et en remarquant que x; = To, 1k

— n—1
™! 1 22 cos may, — 2 cos(m — 1)ay,

=
1+x anzo

car (z — T)x)" + x — xp) TP = 2 cos(may,) — 2 cos((m — 1)ay)

Comme m est impair on a :

/+oo :L‘m_l dxz 1 /+oo ZL’m_l da 1 )
_— = = ——— = — lim
o L4z 2 ) o 1+2xm  2X—too

o0

Pour 0 < k < n — 1, on écrit que

/

12 —2xcosay + 1

+X :L,m—l dzr

x l+a’

2z cosmay, — 2cos(m — 1)y, 2 cos may, — 2 cos may, Cos ay,

12 —2xcosay + 1

12 — 2xcosay + 1
2 sin may, sin oy,

 (x — cosag)? + (sin o)

D’ou

X? —-2Xcosay +1

X 22 cos may, — 2 cos(m — 1)oy
dz = cosmay, In

x x?2 —2xcosay + 1

= —2sinmay, |Arctan

X24+2Xcosay, + 1

T — COS

sin ay,

+X

—-X

Or0<k<n—1doncona0<ap<mdousinag >0, et a la limite on a :

X 22 cos may, — 2 cos(m — 1)ay

lim 5 dz = —27 sin may,
X—+oo J_x x? —2xcosoy + 1
et donc
_ n—1 n—1
teogm—ldy & . T Z im(2k+1) = T
172” = 2— S oy, = 2—\3" (& 2n = mr-
0 +x n k=0 n k=0 2n sin 2—
n

13

Remarque : tous ces calculs peuvent étre évités si on utilise le théoreme des résidus de

Cauchy (hors programme).

oo gm-ldy 1
En faisant le changement de variable v = 22" on a : / — = /
0 0

+oo .a—1 d
Donc, en posant F'(a) = / T Y ona:
0 ]. +x
m 7r
Py = T
n’  sin ¢

1+z20  2p

+°°le

dv
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Pour obtenir le résultat final, il suffit de montrer que F'(«) est continue car I’ensemble

{ﬁ, m impair, m < 2n} est dense dans [0,1] : Or, on a

2n
/+oo l,afl dxz /1 ‘,L,afl dxz /+oo l,afl dr
= +
et pour a € [a,b] C|0,1[ on peut appliquer les théoremes de continuité sous le signe
intégral a chacune des deux intégrales (théoréme 6.24 page 267).

1 xafl dz a—1
e Pour / on domine par %! qui est intégrable.
0 x 1+

400 l,afl da a—1
e Pour / on domine par 2°=2 qui est bien intégrable sur [1, 4+o0]
1 1+ 1+

Des lors en approchant « par une suite de rationnels et en utilisant la continuité de
F on peut conclure que pour « €]0, 1]

/-l-oo 21 dy _ T
0 1+2  sin(ar)

Solution 3.1.1

(1) Convergence en 0 et en +00 donc T' est définie sur |0, +oo[ (cf. page 270).
(2) On a I'(z + 1) = 2I'(z) en faisant une intégration par parties

u=t" du = xt* 1 dt
dv=etdt v=—et

d’ou

+o0 +oo
D(z+1)= / udv = [—t7e7"] ™ + / zt* et dt
0 0

On en déduit, par une récurrence immédiate, I'(n + 1) = nl.
(3) a) En posant t = u? dans I'expression de I'(x) on obtient

+o0
[(z) = 2/ e du.
0

On a donc

+oo +oo
(x)l(y) =4 (/ u2 e du) (/ v eV dv)
0 0
= lim 4 (/ w2 e du) (/ p2—lev? dv)
a—400 0 0

= lim C(a)

a——+00

en utilisant le théoreme de Fubini.
b) Un dessin aide beaucoup a la démonstration :
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av/2

a av'2

En effet, on integre une fonction positive donc, en appliquant le théoréme 5.8 page
98, on peut dire que

// 4€f(u2+v2)u2x711}2y71 du dw
R(a)
< // fe~ (W +v) 201, 2y=1 . dy
C(a)

< // Je~ (W0, 201, 29=1 ) dy
R(av2)

ou R(a) désigne le quart de disque centré en (0,0) de rayon a et C(a), le carré de
coté a.
c) En passant en polaires dans 'expression de R(a), on a

a w/2
4/ P2ty =1o=r? qp / cos® 1 hsin®1Hdo
0 0

< C(a)
av'2 5 w/2
< 4/ r2Et) == qp / cos? 1 hsin®1Hdo
0 0

et, grace au théoreme d’encadrement (théoréme 3.17 page 61) on peut conclure a

D()T(y) = lim C(a) = Tw +y)B(r,y)

en posant ¢t = r2 dans la premiere intégrale, u = sin? # dans la deuxieme.
Généralisons le résultat au casouxz > 0et y > 0:

1 1 1
B(x+1,y):/ (1—t)“”ty_1dt:/ (1—t)””_1ty_1dt—/ (1 —¢t)" My de
0 JO L, J0

J/

-~

B(‘xr,y) B(z,y+1)

puis on intégre B(z,y+ 1) par parties, ce qui donne B(z,y+1) = yB(x—i— 1,y) d’ou
x

(R) Bz +1,y) = B(z,y)

T+y
pour x >0 et y > 0.
Ensuite, six >0ety >0alorsx+1>1et y+1 > 1 donc, en appliquant ce qu’on
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vient de prouver on a

Fe+1)I(y+1)=T(z+y+2)xBx+1,y+1)

ey D@ ()
z Y
=(z+y+1)(xe+y)'(x+y)Xx B(x,
(w4y+ D +y)lzty)x =g - Bley)
en utilisant la relation (R) deux fois. Apres simplification on obtient la formule
généralisée.

11 1
(4) Comme B(a, 5) = 7 alors F<§) = /7 et on utilise le 2. On obtient finalement I'(n+3) =

(2n)\/7

22np)
(5) Avec le résultat du 2. on a

Fa)I'(l—2z)=T1)B(z,1—x) = /01(1 — )" e dt.

1
On fait alors les changements de variables u = n et v=u—1dou B(z,1 —x) =

+o0 U:):fl dv
/ et grace au résultat de l'exercice 2.4.6, on peut conclure
0

14w
T
I'z)I'l —z) = .
(2)T( 2 sin mx
b 400
1 d
Solution 3.1.2 On a / f(z,y)de < / S VY qui est intégrable sur
a T+y? )y 2?+1/y 214y

10, +o0l.
Soit IxI" = [a,b]x][c,d] C]0, +00[? on a

/M/f(x,y)dxdyz/cd (/abf(:c,y)dx) dyg/cdgl\jgydy'

+00 t2 2
1

™

Conclusion : f est intégrable sur |0, +-o00[? et // f(z,y)dedy = 7T/ dt = .
10,002 0 + 4 2v/2

De méme, f(z,.) est intégrable sur |0, +oo] et en faisant le calcul dans ce sens, on arrive a

+oo +oo .2 2
Y 1 =4y x
// 5 2davdy:/ n / >~ 5 dy | dz
104002 (1 +22y)(1 4+ 4?) o l+u o 1+y I+ z%y

+o0 2 —+o00

T T Inx

= — dox — 2 dz.
2/0 1+t /0 1+t "

En comparant avec le premier résultat, on en déduit 1’égalité

T ng T [T 2 T
4d:c:—— ﬁdx:——.
o l+ux 4 )y 1+=x 82

Solution 3.1.3

1
(1) f(-,y) est continue sur [0,+oo[ et f(.,y) ~ — en +oo donc f(.,y) est intégrable
x
sur [0,4o0o[. En décomposant la fraction rationnelle par rapport a x on obtient
+oo

1 oo oo 1
immédiatement flz,y)dr = ———— puis / ( flz,y dx) dy = —=.
0 (@) 2(y + 1) 0 0 (=.v) 2
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+o0 +oo
(2) On remarque que f(y,x) = —f(z,y) et par “symétrie” / ( flz,y) dy> der =
0 0
1
5
On peut conclure que f n’est pas intégrable sur [0, +oo[?.
(3) On fait le changement de variable ¢ : (z,y) — (y,x) et on applique la formule de

changement de variable

/ f(x,y>da:dy:/ f(y,x)|J¢|dydx:—/ f(z,y) dyde
[0,a]? [0,a]? [0,a]?

donc / f(z,y)drdy = 0. Ceci s’explique bien par le fait que f n’est pas intégrable
[0,a)2

sur [0, +oo[?.

Solution 3.2.1 Les parametres qui interviennent dans cet exercice nous amenent a faire le

changement de variable suivant u = xy, v = y? — 2°.

Soit ¢ : (x,y) € D — (zy,y? — 2%) € [a,b]x[0,1], montrons que ¢ est bijective : z = —
2

u
donc v = y? — — . L’équation Y2 —0Y —u
Y

2 = 0 admet deux racines réelles dont 1'une Yj
est strictement > 0, on prend alors y = /Y, et x et parfaitement déterminé. Si on pose
Y (u,v) € [a,b]X[c,d] — (x,y) € D alors ¢ = p~ 1.

D(u,v

D(z,y)

caractérisation des difféomorphismes nous permet d’affirmer que ¢ est aussi de classe C*.
1 1. b+1

Finalement [ = — fb <f1 v d’u) du = —lni.
2 Ja \J0 2 a+1

= 2(2? + y?) > 0 donc on peut affirmer que v est de classe C! et la

Le jacobien

Solution 3.2.2 Il suffit de prendre f(z,y) = e*™@+¥) . En effet, si R; = [p, ¢ x[cs, d;] o1 p et

q sont des entiers alors / / f = 0 et, par additivité, / / f = 0. Or cette intégrale vaut
Ri R

1

— (62”” — 62”“) (e%”d — e%m) et elle est nulle ssi b — a ou d — ¢ est un entier.
(2i7)?

Solution 4.1.1

(1) Evident ! On a 22 + 32 4 22 = 1.
cos U

. ) — 1 — — 1 —» (| = )
(2) On passe en cylindriques : OM = —U +thuV + ——Fk ou U = |[sinu | et
chu ch®u 0
—sinu
ﬁ
V =1 cosu
0
— - =
La méridienne de S passant par M(u) a une tangente dirigée par W = —shuU + k.
— —
dM 1 ||dM
Or — W = — || = ||IT/|| donc I' coupe les méridiennes de S selon un angle de 7/4.
du V2 || du
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Solution 4.2.1 Soit (II) le plan uz + vy + wz + h = 0 (on procede comme pour les cubiques
dans le plan) :
la recherche de (II) N (C') se ramene a la résolution de I'équation :

(1)) 2wt + 3vt? + 3ut + h =0

Si (IT) passe par trois points distincts P;(¢;) alors I’équation (1) admet ¢1, t5, t3 comme racines
3 3

ce qui donne o1 = ——U, 0y = ke et o3 = ——. En choisissant w = 3 (les coefficients de
2w 2w 2w

I’équation cartésienne d’'un plan sont déterminés a une constante multiplicative preés) on obtient
I'équation de (IT)
20'233' — 20’13/ + 3z — 60’3 =0.
Le plan osculateur coupe la courbe en trois points confondus, il est donc obtenu a partir de (IT)
en prenant t; =ty = t3 =t (par passage a la limite) d’ou son équation :
2%z — 2ty + 2 — 2% = 0.
Les coordonnées du point M, vérifient donc
2o — 2y +2— 262 =0 pouri=1,2,3.

Si on pose Q(t) = 2t%x¢ — 2ty + z — 3t3, on sait que @ admet les racines t;, i = 1,2,3 donc
Q(t) = —Q(t — tl)(t — tg)(t — t3) d’ou Lo =01, Yo = 02, 2 = 20'3.

On vérifie alors que M, appartient bien au plan (II).

Conclusion : les quatre points Py, P,, P53 et My sont coplanaires.

Solution 4.2.2 Tout plan (P) passant par (o, yo, 20) admet une équation de la forme :
u(r — xo) +v(y — yo) +w(z — 29) =0

ou (u,v,w) # (0,0,0) est un vecteur normal a (P). Son intersection avec le plan z = h est la
droite qui se projette sur le plan 2Oy selon la droite d’équation u(x—x¢)+v(y—yo)+w(h—2p) =

ﬁ
0 et un vecteur normal a cette droite est le vecteur N = z que 'on suppose non nul pour

la circonstance.
L’équation du plan osculateur a (I') est donnée par

3tz —t* — 3ty + 2 =0.
2

(P) est osculateur a (I') ssi w = ;j— et u? + 3uv(urg + vyy) + v329 = 0.
u

u
On obtient 3 plans (en général). Pour v # 0, en posant A = — la condition cherchée s’écrit
v

Mo = —1 ot les \; sont les racines de A\* + 3x9\% + 3yo\ + 29 = 0.
On a alors AMiA\a\3 = —A3 = 2 soit zg = As.
On exprime que 2 est racine de A3+3xo\?+3yoA+20 = 0 ce qui donne zg[22 +370z0+3yo+1] = 0.

1
Si zg = 0 alors on a A% + 320\ + 3yoA + 20 = MM + 320 + 3yp) = 0 soit yy = —3

L’ensemble des points () est donc contenu dans I'ensemble d’équation {z? +3zz+3y+1 =0}
(équation d'un paraboloide hyperbolique). Le cas v = 0 nous ameéne a prendre u # 0, on
retrouve alors le méme résultat.

Réciproque : si M(z,y,z) appartient au paraboloide d’équation 2z? + 3zz + 3y + 1 = 0, cela
signifie que 'équation A\* 4+ 329\ + 3yo A + 29 = 0 admet 2, comme racine et, en distinguant les
cas 29 # 0 et 29 = 0, cela signifie que cette équation a deux racines dont le produit vaut -1 ce
qui est la condition cherchée.
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Solution 4.3.1

(1) D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe 2 applications polynomiales qui approchent
Re(f) et Im(f) d’aussi prés que 'on veut donc il existe un polynome P a coefficients

complexes qui vérifie ||f — Pl < 5 P ne s’annule pas et est de classe C*° donc on

peut lui appliquer le théoreme du relevement du cours, il existe ¢ € C*(I, C) telle que
P =e”. ]
(2) Comme |f| = 1, on a ||1 — g < 5 la partie réelle de g est > 0 et on pose (t) =

: Im(g(t))
In|g(t)| + ¢ Arctan Re(g(1))
On a ainsi f = €' avec § = —i(¢ — 1) fonction continue a valeurs réelles.
Si 7 est une autre fonction qui vérifie f = €™ alors 7(t) = 0(t) + 2n(t)7 olt n(t) est une
fonction a valeurs entieres définie sur I donc n est constante (raisonner par 'absurde et
utiliser le T.V.IL.).
(3) Soit (I,,) une suite croissante de segments de réunion /. Soit y la fonction définie sur I
telle que f = €. Si ty € Iy, on définit par récurrence la suite (6,,) par 0, (ty) = 0y(to).
Par unicité on a 0,,,1(t) = 0,,(t) pour tout t € I,,. On définit alors 6 sur I par 0(t) = 60,,(t)

qui est continue.

0

sitel,.
Solution 4.3.2 |g(t)| = 1 donc il existe # continue telle que g(t) = ¢?® et on a e2?® = ¢
t
soit 20(t) = t + 2kw. Si on choisit la détermination de § qui s’annule en 0 alors §(t) = 5 et

g(t) = €¥®/2 mais t — g(t) est supposée étre continue sur R (par composée d’applications
continues) or g(27) = f(1) = e ™ = —1 et g(0) = f(1) = 1 ce qui est impossible.

Solution 4.4.1
3
(1) On élimine u entre 22+ y% = a*(cos® u+sin®u) et z = acos2u d’otr : 22 +y%— 122 =7
avec —a < z < a (portion d’hyperboloide a une nappe).
%
k

— 4
U(W—u)—g

o] W

(2) u €]0,7/2[,ds = basinucosudu et en cylindriques : T =

Vv fy———
—Vir—u)ety= 25a sin 2u




