DERIVATION ET INTEGRATION

1. DERIVATION DES FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

1.1. Dérivée en un point, fonctions de classe C'.

EXERCICE 1.1.1.

Soit f :]—a,al— F espace vectoriel normé de dimension finie continue en 0 et telle qu'’il existe

k>0, k+#1 tel que
() (k)

z—0 x

= L.

Montrer que f est dérivable en 0.

EXERCICE 1.1.2.
Si f @ [a,b] — F espace vectoriel normé, on suppose que f admet une dérivée a droite en a.
Montrer, en utilisant la convexité de la norme, que || f|| admet une dérivée a droite en a.

1.2. Fonctions de classe C*.

EXERCICE 1.2.1.

Soit f : R — C continue et (a,b) € R? a < b ; on pose :

g(x) = / ft —x)et dt.

Montrer que g est de classe C! sur R.

EXERCICE 1.2.2.

Soit E l'ensemble des fonctions réelles de classe C' sur [0,1]. A toute fonction f de E, on
associe la fonction g = L(f) par :

vz € [0, 1], g(x):/oz@%)nf(t)dt neN.

Montrer que L est un endomorphisme de E. Quels sont ses éléments propres ?

t

EXERCICE 1.2.3.
1
e
p >0 =
our x > 0, on pose f(x) /o .

(1) Montrer que f est décroissante, continue, dérivable.
(2) Déterminer hrf f(x) et lim+ f(x) ; donner dans les 2 cas un équivalent de f (on
Tr——+00 x—0

et — 1

1
montrera que lim (f(z) 4+ Inz) existe et vaut / dt).
0

z—0t
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2. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

2.1. Fonctions intégrables a valeurs positives.

EXERCICE 2.1.1.

+oo
r — |T n 1
Démontrer que / % dx est bien définie et, en fonction de v = lir}ra (Z T In n),
1 Z =10 \ k=1

calculer cette intégrale .
v est ce qu'on appelle la constante d’Euler et vaut a peu pres 0,577.

EXERCICE 2.1.2.

too dx
Soit n € N*, on pose u,, = _
e / (L4 a2 /n?)™
T
Montrer que u,, est bien définie et que lim wu, = £
n—-+oo 2

EXERCICE 2.1.3.
+oo
Calculer, pour n e Net t > 0, I, = / e "t du.
0

Montrer que, pour a > 0, on a :

+oo
/ et dz < e~ @ pl(2t)" L,

EXERCICE 2.1.4.

Soit f : R, — R, une fonction continue par morceaux, bornée, telle que

T +oo 1
Ve e Ry, f(z) < %/ e f(t) dt + %/ @0 f(¢) dt + ge_”ﬂ, a>0.
0 x

Montrer que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oo.

EXERCICE 2.1.5.
Soit f € C(]0,400[, |0, +00]) de carré intégrable sur ]0, +o0|.
(1) Pour x > 0 fixé, montrer que t — f(t) est intégrable sur |0, z].
On pose g(z) = / f(t)dt.
0
(2) Soit 0 < a < b, on définit

(L0 ) e (L) o

Montrer que 22 — 2az — 3 < 0.
> g(z)\’
En déduire existence de I = / (—) dzx.
0

+oo
Trouver k réel tel que I < k FA(t) dt.
0
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EXERCICE 2.1.6.

Etudier pour tout (o, 3) € R? la nature de la série 3" u,, ol

+o00 eft B
Uy = <n/ t—adt) pour n > 1.

EXERCICE 2.1.7.

Montrer que

li -1 — =1.
Jim (@ —-1))

EXERCICE 2.1.8.

Soit F' une fonction positive, décroissante de [0, +oo[ dans R et intégrable sur R,. Montrer
que :

+00 +o0
lim " hF(nh) = / F(t)dt

h—0t
n

(poser g(h) = Jrfzo hF(nh)).

n=1

EXERCICE 2.1.9.
. P " n
Etudier la suite a,, = S((n)) ou P(n) = / F(t)dt et S(n) = > F(p).
n 0
(1) Dans le cas ou F' a une limite non nulle en +o00.
(2) Dans le cas ou F' décroit vers 0 en +oo (on étudiera séparément les cas selon que F'(t)

est ou non intégrable sur [0, +-00]).

EXERCICE 2.1.10.

Soit f la fonction définie par f(0) = 0 et pour = # 0 par :

x 7td
flay=a [ € |t|t.

(1) Montrer que f est de classe C! sur R.
(2) Etudier ses variations, les branches infinies et la concavité du graphe (on admet que

+oo
/ e dr = ﬁ)
0 2

EXERCICE 2.1.11.
On définit f : Ry \N — R par f(z) = e *In(x —n) sur |n,n + 1.

+o0o

Montrer, a I'aide d’une série, que / f(t) dt est définie.
0
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EXERCICE 2.1.12.

+o0 t3€—nt
On pose I,, = / dt, n € N*.
P 0 Vv1+tt

Etudier lim I, et trouver un équivalent de I,, quand n tend vers +oo.
n——+0o00

EXERCICE 2.1.13.

Etudier Uintégrabilité sur [1, 400 de ¢ —

—et

e
\/152 1

On pose

Démontrer que, lorsque € > 0 tend vers 0, ( ) est equ1valent a—Ine.

2.2. Fonctions intégrables a valeurs complexes.

EXERCICE 2.2.1.

Soit f € CY(R,R) nulle sur un voisinage de +o0o, montrer que

+o00 +00 1/2 +oo 1/2
0 f(t)dt<2</0 tf(t)dt) (/0 L (t)dt) |

Par quelles hypotheses remplacer ” f nulle sur un voisinage de +00” pour que cette inégalité
soit toujours valable 7

EXERCICE 2.2.2.

i cosnt
1) Détermi les réels A tel 1 ite I,,(\) = dt soit définie.
) Déterminer les réels A tels que la suite I,,()\) /0 T~ o coat 5 2 OF soit définie

2) Etudier les propriétés des applications A\ — I,()N).

3) Calculer Iy(\) et I1(A).

4) Chercher une relation entre I,,_1(\), I,(A\) et L,11 ().
5) En déduire 'expression de I,,(\).

(
(
(
(
(

EXERCICE 2.2.3.

Etudier I'intégrabilité sur |0, +oo[ ou [0, +o00[ des fonctions :

. 1 2
p vasm/aT) o T

In(1+ )
sin x
4. sin(x?
o sin(z?)
EXERCICE 2.2.4.
Calcul de :

w/2 /2
(1) I :/ In(sint) dt et J = / In(cost) dt.
0 0

oo/ Arctant)”
(2) I = / (%) dt (poser u = Arctant et utiliser le 1.).
0
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+o0
/0 \/ 1+t

/0 a—cost

+X
/ x (calculer 7 XliIJrrloo / x)dz ou g(x) =

/ V(a2 xdx1+x2)

W)r_[w(ﬁ+nwx+4

(8) I(e) = /1 OO . cosczm'

1—x\/_+x2)

EXERCICE 2.2.5.

Soit f une application de [0, +oo[ dans R, uniformément continue intégrable sur [0, +o0l.
(1) Montrer que lirf f(z) = 0 (par I'absurde).
+oo

(2) En déduire que f3(t) dt existe.
0

EXERCICE 2.2.6.
(1) Soit f : 2+

:L,n

\/(a—x)(b—lv)

pose I,(a,b) / d:c.
\/ (a —z)(b— )
(2) Montrer que :

avec a < b, montrer que f est intégrable sur |a,b[. On

/2] ,
n:

hlet = ; 2020 (n, — 2p)!(p!)? (+ 80— o)

EXERCICE 2.2.7.

Soit f : [1,+oo[— C de carré intégrable.

£
t

Montrer que est intégrable sur [1, +ool.

EXERCICE 2.2.8.

1
Soit f € C(R,R), 2T-périodique ; on pose a = f/ f(t)dt

t
(1) Si F(t) = / (f(u) — a) du alors montrer que F' est 27-périodique.
0

Tof) - Tof) — 1
(2) En déduire que / / )t LAt est convergente et que / f )t Tat=0 (f)
1 X

(3) On suppose f paire ; soit G(t) = / F(u)du : montrer que G est 2T -périodique et que

0
n t n?
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EXERCICE 2.2.9. E

Soit f : [0, +oo[— R continue par morceaux telle que f? soit intégrable sur [0, +oo].
1 xr
On pose, pour x > 0, g(z) = —/ f(t)de.
VT Jo

(1) Montrer que lir% g(x) =0.
0.

(2) Montrer que lirf g(x)

EXERCICE 2.2.10.

+o0 n

t
Pour x € R et n € N, on pose F,(x) = /
0

1+12
Donner un équivalent de F,,(x) au voisinage de 0 et de +oc.

e *t dt.

EXERCICE 2.2.11.

A Taide de séries, étudier intégrabilité sur [0, +-co[ ou |0, +oo[ des fonctions :
1 o o—a?lsinal 5 sinmx

1. .
V| sinz|(1 + e®) Inz

EXERCICE 2.2.12. E

Etudier I'existence de I'intégrale

ToO gintdt

—dt,
0 i+ t%cost

a > 0.

2.3. Le théoréeme de Lebesgue de convergence dominée.

EXERCICE 2.3.1.

Soit f une fonction définie sur [1, €] a valeurs dans C, continue .

Etudier la limite de
1+1/n
Uy = n/ f@&™)de
1

“ flx
(faire un changement de variable pour montrer que lirf Uy = / M dz).
n——+00 1 €T

EXERCICE 2.3.2.

Déterminer les limites suivantes :
+o0
(1) lim Arctan(nz)e™™ dx,

n—-+00

(2) tim_ O+O° (1 + e\_/;) (1— th(z")) dz.
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EXERCICE 2.3.3.

Montrer que, pour tout a € R et pour tout x > 0,

+o00 ¢ n+a
I'(z) = lim ot (1 - —) .
0

n—-+00

EXERCICE 2.3.4.

1
Chercher lim I, ou [, = n2/ (1 —x)"sin(rz) dz.
0

n—-+o0o

EXERCICE 2.3.5.

Soit ¢ une fonction bornée de classe C définie sur R.
o0 3t t
(1) On pose I, = /_Oo % dt, montrer que I,, est bien définie.

(2) Etudier la limite de I,,.

2.4. Intégrales dépendant d’un parametre.

EXERCICE 2.4.1.

Toodt
On suppose a > 0, |b| < a et on pose I(a,b) = /
0

a+beost’

(1) Donner la valeur de I(a,b).

(2) Montrer que les fonctions I(.,b) et I(a,.) sont de classe C°.
(3) Montrer que l'on peut écrire :

i dt m  Py(a,b) Tocos"tdt  m Qu(a,b)
N )

a+bcost) 1 nl(a® — b2)nt1/2

a+bcost)mtl  pl (a2 — b2)nt1/2’

(4) Trouver une relation simple entre P, et Q.

EXERCICE 2.4.2.

Soit f(z) = / In(1 — 2z cos § + %) db.
0

(1) Etudier la définition de f.
(2) Exprimer f(—z), f(z?) et f(1/x) en fonction de f(z).
En déduire f.

EXERCICE 2.4.3.

(1) Déterminer I’ensemble de définition de

w/2 dt
f(:c):/o V1—xzcos?t

(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.
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(3) Donner enfin un équivalent de f(z) en 1~ (poser u = tant et se ramener a une intégrale
de 0 & 1 pour trouver : f(x) ~ = In(1 — z)). On utilisera le résultat qui peut étre

du 11(1 )
——~——In(l—x
V1—x+u? 2

1
fourni par un logiciel de calcul formel et qui dit que /
0

EXERCICE 2.4.4.

Pour a > 0 et r > 1, étudier la continuité et la dérivabilité de F' définie sur |0, +oo[ par

@ dt
F(x):/ T+t
0

t g
Trouver I'équivalent de F' en 0 a l'aide de I(r) = / R — pour 7 > 1 (résultat
0

1+ur rsin;

obtenu par exemple avec un logiciel de calcul formel).

EXERCICE 2.4.5.
/2
Soit @ > 0 et fo(z) = / exp(—x“sint) dt pour z > 0.
0

Etudier application f, 10, +00[— R (continuité, limites en 0 et en +00).
Chercher 1’équivalent de f, en +oo.

EXERCICE 2.4.6.

Montrer que l'intégrale
/2
I(x) = / In(cos? t + % sin®¢) dt.
0

est bien définie et la calculer.

EXERCICE 2.4.7.
+oo _tr 1

e
Ensemble de définition, continuité et dérivabilité de la fonction F'(x) = /

dt.
0 tV/t

EXERCICE 2.4.8.

Ensemble de définition, continuité et dérivabilité de
+oo

F(z) = VIt tze " dt.

0

EXERCICE 2.4.9.

Etudier I'ensemble de définition et la continuité des fonctions :

Tgin(x Tt sin(x
f(x):/o %dt et g(x):/o %dt

tosint 7
sachant que / — dt = 3 : montrer qu’elles ont méme limite en 0.
0
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EXERCICE 2.4.10.

Soit ¢ une fonction de [0, +o0o[ dans C, de classe C*, intégrable sur [0, +oo.

+o0
(1) Si liril A\p = 400, trouver lirf entip(t) dt.
n—-T0oo n—-oo 0
+oo
(2) Trouver lim ©(t) sin?(nt) dt.

n—-+o00 0

EXERCICE 2.4.11.
+° Arctan(at)

(1) Soit F :tERH/O )

continuité et la dérivabilité de F' ; calculer F’(t) et en déduire l'expression de F.

oo/ Arctanz
(2) Application au calcul de I = / <7) dz.
0 x

dr : étudier I'ensemble de définition de F', la

EXERCICE 2.4.12.

+o0 e—t—i—z
On considere la fonction f :z +— /
x

t

dt.

(1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition.

, . ‘ ntl wg (K —=1)! 1
(2) Montrer qu’au voisinage de +o00 : f(x) = kz::l(—l) - +0 pec ik

EXERCICE 2.4.13.

L costx
Soit = dt
oit f(x) /o %

Etudier Pensemble de définition, la continuité, la dérivabilité de f.

EXERCICE 2.4.14.

In(1 — ¢?) In ¢
(1) Montrer que la fonction f :t— u

t2

11 1_21 2
1:/ Il = )t g,
0

est intégrable sur |0, 1[. On pose

t2

(2) A Paide du développement en série entitre de In(1 — #2) en 0, montrer que

—+00 9
I = —
; n(2n —1)2

(calculs a justifier soigneusement).
+oo 1 2 2
(3) Sachant que » — = %, montrer que [ = % —4In2.
n=1T
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EXERCICE 2.4.15.
Soit

F x>0~ F(z

- dt
):/0 it B8y

Quelles sont les limites de F en 0 et en +o00 ?

EXERCICE 2.4.16.

On considere 'application

+oo T
F::pr—>/ sin <—2> Intdt.
0 t

Montrer que F' est uniformément continue sur R.

EXERCICE 2.4.17.

Soit f € C(R,4,R) intégrable sur R.
(1) Montrer que, pour z > 0, t — e *' f(t) est intégrable sur R,. On pose

o) = [ e

(2) Montrer que lim zp(z) = f(0).

T——400

EXERCICE 2.4.18.
~+o00 2
On pose I(z) = / exp <—t2 - %) dt.
0

(1) Chercher le domaine de définition de I, étudier sa continuité et sa dérivabilité.

+oo
(2) Exprimer I’(x) en fonction de I(x) et en déduire la valeur de I(x) (/ e de = g)
0

EXERCICE 2.4.19.

Montrer que pour tout z € Ry :
+oo i +oo  —at
sin ¢ e
/ i = / dt.
o T+t o 141t

1
(Vérifier que ces deux fonctions sont solutions de y” + y = - sur R )

EXERCICE 2.4.20.

Calculer, apres avoir montré qu’elles sont définies, les intégrales :

+00 et +00 et
flx) = /0 7 cos(zt)dt, g¢g(z)= /0 i sin(xt) dt.
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EXERCICE 2.4.21.

too dx
On pose f(a) = / —.
pose f(a) o x¥(1+x)
(1) Etudier le domaine de définition de f et la continuité de f.
(2) Donner un équivalent de f en 0.
(3) Montrer que la courbe représentative de f présente un axe de symétrie.
(4) Déterminer la borne inférieure de f sur son domaine de définition.

EXERCICE 2.4.22.
1
Soit F(x) = / e 't* dt.
0

(1) Etudier I'ensemble de définition, la monotonie de F et trouver une relation entre F(z+1)
et F(x).
(2) Trouver un équivalent de F' au voisinage de -1.
(3) Evaluer : hm F(z) ; trouver un équivalent de F'(x) en +o0.
oo (—1)" 1

4) Mont F(z) =
(4) Montrer que F'(x) TLXZ)O B

pour z > —1.

EXERCICE 2.4.23.
Etude de flx

/ Vi —t)( t—|~x) '
(1) Ensemble de définition, de dérivabilité.
(2) Etude aux bornes (on utilisera le résultat suivant—que l'on demande d’admettre-)

/0 Vit +x)
(3) Trouver une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f.
(4) Donner enfin un développement asymptotique de f au voisinage de +oc.

~ —Inz en 0).

3. INTEGRALES DOUBLES

3.1. Intégrales doubles sur un produit d’intervalles.

EXERCICE 3.1.1. -

dzd
) Soit I = / / el >~ Montrer que [ est bien définie et la calculer.
04002 (1 +2)(1 + 27?)

+oo lnxdx
2 -1

(2) En déduire J = /
0

EXERCICE 3.1.2.

On pose f(x,y) = e *sinz.
(1) f est-elle intégrable sur [0, +oo[* ?
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(2) Soit A, = [0, nx]x[0, +00[, montrer que I,, = / f(z,y) dx dy est définie. En déduire
Ap

400 t
la valeur de I = / sint dt.
0 t
EXERCICE 3.1.3. E
Pour z € C on pose f.(t) = e "
(1) Si Re(z) > 0 montrer que f est intégrable sur [0, +o00[ et prouver que I(z)? = 41 ou
z
+oo
I(z) = f.(t)dt
0 .
(2) Siz € {R* montrer que f.(t) dt existe. Que penser du prolongement de la fonction

0
z—I(z) a D={z€C| Re(z) > 0} que l'on peut ainsi effectuer 7
400 400
(3) Calculer alors les intégrales de Fresnel : § = / sinz®dx et C = / cos z* d.
0 0

EXERCICE 3.1.4. E

Calculer I(« / / exp — (2% + 22y cosa +y )) dz dy olt a est un réel quelconque (utiliser

les lignes de niveau 1e les courbes d’équation E, : 2% + 2xycosa + y?> = a avec a > 0 et
ramener le calcul de l'intégrale double a une intégrale simple).

3.2. Intégrales doubles sur une partie élémentaire.

EXERCICE 3.2.1.

Aire du compact défini par

2y <4, ay=1, x>0

EXERCICE 3.2.2.

Déterminer l'aire du domaine A = A; U Ay ou

2 2 2 2
A x—+z—2—1 Det Ay : — 4+ 1<

EXERCICE 3.2.3.

d d
Calculer I = // Y 64 D est Pintéricur de la parabole 3% = 2x.
(1422 +y2)?2

EXERCICE 3.2.4.

Calculer les intégrales triples:

1) [1:///(:C+y)dxdydz o D= {(z,y,2) e R}, 2> +9y* < 1,0 < z < 2* + 9}
D
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/// y+z x_|_y+z)dxddeOUD {(x7y7z>€Riax+y+Z<1} (OH

< 2).

<y+z)(x+y+z> )
(3) I3 = ///B cos(ax + By + vz)dzdydz, B = B(O,1) et (o, 8,7) € R*\ {(0,0,0)}.

remarque qu’au voisinage de (0,0,0):

4. COURBES D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

4.1. Courbes paramétrées.

EXERCICE 4.1.1.

Etudier les courbes en paramétriques :

x = sint cos 2t r=1t2/(1+13) r=2/(t*-1) r=t3/(t*+1)
1 ) 9 4

y = costsin 2t y=(t*—=2t)/(1+1) y=(t+1)%/t? y=({t+1)/(t*+1)
. x = cos 3t 6 r=¢e/(1+1) Sle= 2 +1)/(t-1) r=1/cos®t

y = sin 2t y = t’x y=2t/(t>—1) y=1/sint

x =a(t —2cht) r=t*Int r=t*+1/(t+1) =12 —t)
9 10 ) 11 ; 12 o

y =2a/cht y=tln“t y=t+1/(t*—1) y=et 2 —t+1)

Exercices non corrigés.

4.2. Etude locale d’un arc orienté I' de classe CF.

EXERCICE 4.2.1.

b
Condition sur (a,b) € R? pour que I'arc paramétré ¢ — M (¢) (v = 2t—|— —, Yy =t*+2- ) possede
un point de rebroussement.
Quel est I’'ensemble des points ainsi obtenus 7

EXERCICE 4.2.2.
1 2 1

1 1
Tracer 'arc M(t) donné par z(t) = -+ ——+ ,y(t +—
Q para(t) =+t vl =ty
par rapport aux asymptotes, les points doubles.

Montrer que la tangente au point d’inflexion est la droite x — 2y + 1 = 0.

; préciser la position

4.3. Etude métrique d’un arc orienté.

EXERCICE 4.3.1.

Soit I' I'arc de R? donné dans un repére par la paramétrisation :
teR— M(t) = O+ ati + bt*] + ct’k

ol abc # 0.

Montrer que les plans osculateurs a I' en 3 points M (¢;) (i € {1,2,3}) rencontrent le plan
P = Aff{M(t1), M(tz), M(t3)} selon 3 droites concourantes.

On rappelle que les plans osculateurs sont les sous-espaces fondamentaux de dimension



14 DERIVATION ET INTEGRATION

2 et que, si les vecteurs M’'(t) et M"(t) sont libres alors leur équation peut s’écrire

det (MM (1), M'(t), M’ (t) = 0.

EXERCICE 4.3.2.

Dans R? rapporté a un R.O.N. (O, i 7 E), montrer que les plans (P;)cr d’équations
P,(M) =xcost+ysint+ zcht —asht =0

sont des plans osculateurs a un arc I' que 'on précisera (on fera intervenir le vecteur 7i(t) =
cos ti+sintj+ch tk orthogonal a P;). Voir I'exercice 4.3.1 pour la définition du plan osculateur.

EXERCICE 4.3.3.

Déterminer ’abscisse curviligne et la tangente unitaire en un point de la courbe (C') définie par :

3 1 _CL\/Q

v="T+5 r=—0 T @t/
1. 4 2. 3"~ chmé 3. ch(t/a)
y:z___ z =athmb y=t—ath(t/a)
4 3z z = ath(t/a)
1+ ch? “sinu(l 4 ch® "shu(l + ch?
n :p(t):/ cos u( ;—c u) du. y(t):/ sin u( —20—(: u) du. z(t):/ shu( 42—(: u) du
0 ch”u 0 ch®u 0 ch®u

Indication 1.1.1 Se ramener au cas ou L = 0 puis, pour x voisin de 0, écrire que || f(k"z) —
FE )| < (1= k)k"[zle.
Indication 1.1.2 Montrer que || f(a + h)|| = || f(a) + hfj(a)] + o(h), et que h — ||f(a+ h)| =
| f(a) + hf)(a)] est convexe. Utiliser enfin une propriété des fonctions convexes.
Indication 1.2.1 Faire un changement de variable.

Indication 1.2.2 Soit dériver sous le signe [ ou utiliser la formule de Taylor. Il n’y a pas
d’élément propre.
Indication 1.2.3

(1) f\, évident, poser u =t + x pour en déduire la dérivabilité de f.

On obtient f'(z) = —f(z ) x+1 L
(2) - +1 < i < %t et en déduire que f(z) ~ 1 71 Montrer ensuite
que f(z)+Inz = fo : ;tl dt + In(x + 1), et majorer fol (‘i;tl — ) dt par Mz 1n #tL

Indication 2.1.1 On trouve fln x;[x] de=Inn— > % —1—x
k=2

Indication 2.1.2 Poser x = ntant et utiliser Wallis.

Indication 2.1.3 Faire un changement de variable, on trouve I, = n!t"™! puis poser f(x) =
f;oo e 2"v"dv — nle™ et montrer que f(z) < 0 pour x > 0.

Indication 2.1.4 Poser g(z) = sup,>, f(t), et montrer que g admet une limite en +o0 notée
l. Puis écrire a [ e @D f(t) dt < g(0) fox/z ae~ @ dt 4 g(x/2) ffﬂ ae~ @Y dt pour obtenir
f(z) < %g(O)e‘a(“”/Q) + 2g(z/2) + e */* = h(z). Et prendre la limite quand z — 4o0.

Indication 2.1.5

(1) Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [e, x].
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g(a)®> _ g(b)?
b

" + 2 fab W dx puis, a nouveau, utiliser I'inégalité de

(2) Montrer que 2* =
Cauchy-Schwarz.

Poser a, = \/f:oo f(x)2dx et utiliser I'inégalité 22 — 2az — 3 < 0 pour encadrer z.

Prouver ensuite que lir% @ = 0. Enfin, prendre la limite quand a — 0 pour trouver
T—
<4 f x)?dz.
Indicatlon 2.1.6 Montrer que les termes de la série Y u,, sont bien définis, puis, en intégrant

. -8 1
par parties, montrer que wu, ~ nZTZ) pour en déduire que :3 > 0 : convergence, 3 < 0 :
divergence, 3 = 0 : divergence.

1 o0
Indication 2.1.7 (comparer la série S(z) = Y°7° — & lintégrale F(z) = [ 4L (x> 1)).
ne

Indication 2.1.8 Utiliser les inégalités hF((n + 1)h) < [7F" F(t) dt < hF(nh).
Indication 2.1.9
(1) Silimy, ;o F(t) =, utiliser Césaro avec uy, = kkH F(t)dt.

(2) Si F(t) n’est pas intégrable sur [0, +o00[, montrer que liril a, = 1.

Si F(t) est intégrable alors montrer que lim,,, o @, = ( 0+OO F(t)dt)/( ;;'8 F(p)).
Indication 2.1.10

(1) En 0 pas de probleme de définition. Le calcul de f’ est immédiat puis on utilise le
théoreme du prolongement dérivable.
(2) f'(z) est du signe de z. Quand z — —oo : B.P., quand x — 400 : asymptote d’équation
Yy = z\/T.
Indication 2.1.11 f est localement intégrable sur |n,n + 1] et, en posant u, = f:“ f(z)dx

on montre que Y u, converge donc f est intégrable sur |0, +ool.

Indication 2.1.12 On montre que [, ~ % (on fait la différence et on la majore par

St Temt dt.
Indication 2.1.13 La fonction ¢ — % est intégrable ssi € > 0, puis on montre que (g) est
+00 p—ct 1/e ¢—1/u
. € dt — 0 e -

équivalent a J(e) = du. On utilise enfin l'intégration des relation de

comparaison.

Indication 2.2.1 1l existe a > 0 tel que f s’annule pour z > a, on fait une L.P.P. sur [0, a] et
on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
1l suffit d’avoir ¢ f2(t), ¢ f'*(t) intégrables sur [0, +o0o[ et lim ¢f%(¢) = 0 pour pouvoir conclure.

t—+oo
Indication 2.2.2
(1) I,(\) est définie sur R\ {—1,+1}.
(2) In(5) = A2L,(N).
(3) On trouve Iy(A) = 155 et I1(A) = %55 pour |A] < 1.
(4) Pour | 7& 1 M1 (X) = (14 X)L, (N) + Ao (A) = 0.
(5) In(\) = 25 si [A < 1, ey SAl > 1

Indication 2.2.3 (1) intégrable sur |0, +oo[, (2) non intégrable, (3) intégrable sur ]0, +-00| ssi
1 < a < 2, (4) non intégrable (utiliser le (3)).

Indication 2.2.4

(1) On prouve que I = J (chgt de var u = 7/2 — t) et on calcule I + J. On trouve
I'=—-7In2.

(2) On pose u = Arctant et on trouve I = 7wln 2 apres 2 intégrations par parties.
+oo du _

0 (14+u)3/2 2

(4) On dlstlngue les cas |a| > 1 et |a| < 1 puis [ =

(3) Avec u =1 on trouve [ =

a _ m
laf v/a?

:
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5 fj))(( f(z)dr = % fj;(( g(z)dzr — J5 ou poser x = ¢".

(5)
(6) On pose = acosu puis t = sinu d'ott I(a) = Sz,
(7)

7) On pose z = tanf et u = \[smﬁ dou I = 2\”[

(8) On pose x = %, U= tan% D I(a) = 2= sur 10,7 et I(m) = 1.
Indication 2.2.5

(1) Par I'absurde : si f /4 0 alors Ve > 0, Vn € N, 3z, > n, |f(z,)| > ¢ puis utiliser

I'uniforme continuité de f.

(2) xo: Vo = x0 : |f(x)] <1 et conclure.

. . e 4z el 2 \ _ a+b b—a
Indication 2.2.6 L 1ntegrab111t(?2c§e J ne pose pas de probleme, on pose r = “7 + 5%t alors
IQp—l—l(_]-) 1) = 0, Igp( 1 1) (217?) .
Indication 2.2.7 Utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [1, X].
Indication 2.2.8

(1) On montre que F(t+27T) — F(t) = 0.

(2) On intégre par parties et on utilise le fait que F' est bornée.

(3) F est impaire donc G est 27-périodique et on conclut car G est bornée.

Indication 2.2.9
(1) On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(2) Soit & > 0, grace a l'intégrabilité de f2, 3A > 0 | Vz > A, [} f2(t)dt < £%. On majore
alors g en coupant l'intégrale en 2 et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Indication 2.2.10 On a F,(z) + F,2(x) =
signe intégral.
En 0 : pour n =1 on pose u = «t, donc Fy(z) ~ —Inz, et par récurrence, F,, ~

- +1 on applique le théoreme de continuité sous le

En +o0, F,(z) ~ z,ﬁ% grace a une simple majoration.
Indication 2.2.11

(1) En km, f est 1ntegrable En +o00 on pose [, = (kH) f(z)dz alors I;, ~ Ae™*™/2. on
majore f 0]

(2) Poser u,, = fn(:H)ﬂ —e*[sinzl 4y et majorer u,, par g

| dz

(3) La fonction n’est pas intégrable en +oo car [, |f(x) >3] ﬂn(kH Cette derniere

somme est la somme partielle d'une série divergente.

Indication 2.2.12 Tout d’abord on doit avoir 0 < a < 1.
a =1: on étudie la série de terme général uy = |, ,ff_ﬂ)w f(t)dt et on lui applique le théoreme
des séries alternées. _
0<a<1:onécrit f(t)= L\;‘;(l + £21)=1/2 ¢ on développe la puissance -1/2 jusqu’au terme
d’ordre n tel que n(1 — «) > 1/2. On fait alors une I.P.P. pour prouver que chaque intégrale

Ii(7) = f: /9 f’f;ff”;ﬁ dt a une limite en +o0.

Indication 2.3.1 Poser z = t" et remarquer que (1 + %)" < e, utiliser enfin le théoreme de
convergence dominée.

Indication 2.3.2 Pour les 2 limites, penser a majorer les fonctions par une fonction définie sur
10,1} et sur |1, 4o0].
Indication 2.3.3 Majorer & partir d’un certain rang la suite de fonctions par t — t*~le=4/2,

Indication 2.3.4 Faire un changement de variable et utiliser des majorations classiques.

+00 nu(p(u/n)—¢(0)

Indication 2.3.5 On majore |¢|, on pose ensuite u = nt d’out I,, = [ ) du et on

—00 (14u?)?
utilise le théoreme de convergence dominée.

Indication 2.4.1
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(1) I(a,b) = ==
(2) I(a,b) est C™ grace au 1 et on peut dériver sous le signe intégral sur son domaine de
définition.
(3) On procede par récurrence :
e vrai pour n = 0,1, 2.
e On suppose les propriétés vraies a l'ordre n et on dérive la premiere relation par
rapport & a ce qui donne la relation P41 (a,b) = (2n+1)aP,(a,b) — (a? —b*) %22 (a, b)
de méme on obtient Q,+1(a,b) = —(2n + 1)bQ,(a,b) — (a? — b?)222(a, b).
(4) On trouve par récurrence que Qn(a,b) = (—1)"P,(b,a) (mais attention en manipulant
les dérivées partielles).

Indication 2.4.2 f est définie et continue sur R\ {—1,+41}, définie sur R. On a les relations
f(=x) = f(x), f(1/z) = f(z) = 2rIn 2|, 2f(z) = f(z) + f(=2) = f(2?).
Si fo] <1+ alors f(x) = 5 £ (%)
Si || > 1 alors f(z) = f(1/x) + 27 In|z| = 2x In|z|.
Enfin, si 2| = £1, f(1) = f(—1) = 0.
Indication 2.4.3
(1) On a Dy =] — o0, 1].
(2) Prendre [a,b] C| — oo, 1], F(z,t) = m et en déduire que f est C' sur [a, b].
(3) Faire le changement de variable u = tant et écrire f(x fo u) du. Encadrer enfin

la différence fo m fo gz(u) du pour trouver f( )~ —2 ln(l — ).
Indication 2.4.4 F est C' sur ]0, o0
er=1:Flr)=In*f ~ —Inz;
e r>1: poser t = ux'/" d'ott F(z) ~ I(r)z'/7! ~ wal/’"*l.

s

Indication 2.4.5 f, est continue sur [0, +00[.

. lin% falz) = fu(0) = z
e En +oo0, utiliser 'inégalité ¢ <sint > 2¢ dott lim f,(z) = 0.

r—-+00

Poser g,(z) = foﬂ/z exp(—z®sint) costdt et montrer que g, ~ =~ ¢ et obtenir la majoration
+o0

0< fule) - gale) < Ta~o,

Indication 2.4.6 Poser f(t,z) = In(cos? t+a%sin?t) et distinguer les cas x # 0, z = 0. Montrer
alors que I(x) est dérivable sur |0, +oo[ en utilisant le théoreme de dérivabilité sous le signe
intégral d’ott I'(z) = 25 puis I(z) = 7In (12).

Remarque : on peut utiliser une équation fonctionnelle satisfaite par 1.

Indication 2.4.7 On trouve F(z) = Ay/~z ot A= [, oo du.

Indication 2.4.8 Dr = [0,+0o0[, F est continue sur [0,b] pour tout b > 0, on montre la
dérivabilité de F' sur R,.

Indication 2.4.9 Calculer f(x) puis montrer que h(z) = f(z) — g(x) est continue.
Indication 2.4.10
(1) Intégrer par parties [ e

Palip(t) dt pour montrer que cette intégrale est un O(i) Mon-

trer aussi que f(joo eArtp(t)dt — 0 quand @ — +oo. Choisir enfin a puis n pour
conclure lim,, o0 [, e?top(t) dt = 0.
(2) On montre que lim, ;o fOJrOO ©(t) sin®(nt) dt = fOJrOO o(t) dt.
Indication 2.4.11
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Arctan xt
z(1+2?)

théoreme de continuité sous le 51gne intégral. Puis & (x,t) = L

ot 22 (11222 montre que
F est dérivable et que F'(t) = 1+t (t > 0). On obtient finalement F'(t) = 5 In(1 +¢).

(2) O+OO (w) dz = 2F(1) = wIn2 (apres intégration par parties).

Indication 2.4.12
(1) f est continue et dérivable sur R* (f'(z) = f(x) — 1).

T

(2) Poser u = t—x et éerire f(z) = 1 0+Ooe_“ (1 — U (D) 4 (- 1)”“%) du.

(1) Remarquer que F est impaire, puis que Dp = R. Poser f(x,t) = et appliquer le

of

Indication 2.4.13 Poser g(t,z) = \‘;Oh—ﬁ dt et utiliser le théoreme de continuité sous le signe

intégral. Puis %2 (t,r) = i;Lﬁ et utiliser le théoreme de dérivabilité sous le signe intégral.
Indication 2.4.14

(1) En 1, f se prolonge par continuité, en 0, f(¢) est intégrable.

(2) f(t) = S u,(t) ot u,(t) = —@ Int? et montrer la convergence uniforme de la
série.
(3) Utiliser H(T{I)Q = -4 (2n41)2 et regrouper les termes.
Indication 2.4.15 L’intégrabilité sur [0, x| ne pose pas de probleme
e Limite en 0 : utiliser I’encadrement \/1+ fo \/12 = < fo xQ =
e Limite en 400 : poser t = ux et appliquer le theoreme de convergence dominée,
lim F(z)=0.
T—+00

Indication 2.4.16 F est impaire et F'(0) = 0 puis choisir X < 1 tel que )fOX lntdt) < §, utiliser
|sinu — sinw| < |u — v| et montrer que si |x — y| < n ou n est tel que |z — y|
mt*“"ltnt‘ dt < £ alors |F(z) — F(y)| <e.
Indication 2.4.17
(1) Immédiat.

(2) Ecrire z¢(z) ) + f e " (f(t) — f(0))dt, puis majorer

S we f(t) dt

Indication 2.4.18 [ est définie sur R puis appliquer les théoremes de continuité sur R et de
dérivabilité sur R* (prendre 0 < a < # < A). On trouve alors I'(x) = —2I(x), on obtient

finalement I(z) = i 2=l

Indication 2.4.19 limyx_, fX snt 4t existe bien (faire une LP.P.) et f(z) = cosxz.s(x) —

T+t
sina.c(z) avec s(z) = [0t et c(r) = [ <Ldt pour # > 0. On obtient alors f”(z) =

r X
—cosz.s(z) +sinz.c(x) + 22 sanx | cos?a

xX
g(x) = 0+°O f:;; dt est deﬁme et continue pour x € R, pour x > a > 0, appliquer le théoreme

[0 ze= £(0) dt’ et

de dérivation sous le signe intégral deux fois pour obtenir ¢”(x) = O+°O 1ft2 —rt .

La fonction § = f — g est solution de § + ¢” = 0 et prendre la limite en +oc.

Indication 2.4.20 Majorer le cosinus et le sinus par 1 puis poser h(z) = f(x)+ig(z) et utiliser
le théoreme de dérivation sous le signe intégral, on trouve : h(x) = —2(x + i)h/(z) que l'on
peut résoudre ce qui donne h(z) = )\%W En exprimant f et g a l'aide de fonctions

)= VP (1) — g o) TN

algébriques, on obtient f(z
Indication 2.4.21

(1) f est définie et continue pour « €]0, 1| (prendre [a,b] C]0, 1] et utiliser les majorations
2 < a® < six€)0,1] et 2% < 2%’ six € [1, +00]).

= sgn (z
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(2) flo) ~ 2.
(3) f(a) = f(1 —a) (par changement de Variable)
(4) Avec le méme changement de variable on a f(« fo (L + =) = 1 puis f(a) >

Indication 2.4.22
(1) Dp =] — 1,+oc[, F\et F(x +1) = (z+ 1)F(z) — +.
(2) F est continue a droite en 0 (utiliser le théoreme de continuité sous le signe intégral)

d’oﬁsix+1—>O,F(gy)N%:#1_
1

(3) Par encadrement, on trouve F'(x) ~ .

(4) Ecrire F(x fo t*dt = fo ( U ( > dt et utiliser la convergence normale.
n=1

Indication 2.4.23

(1) f est définie pour = > 0 et majorer F'(z,t) = \/W par |F(z,t)] < m(t+a TTayTe
pour x > a > 0. Montrer alors que f est dérivable et que f'(z) = 71 fl \/t(l—t(tﬂ)g/g

(2) Etude en 0 : soit g(x fo aEE) , montrer que 0 < f(z) —g(z) < 2 d’ou 'équivalent
enOde f: —Inz.
Etude en +oo : on pose ici h(z) = fol \/t(‘i%t), montrer que 0 < h(z) — f(z) < ;2=

puis f(z) ~ Z=.
(3) On a, comme au 1., f"(z

_ 3l dt
(@) =1 fO (t+2)2/t(1—t)(t+2)
Al +a )f”( ) - 42r +1)f'(z) + flz) =
(4) Ecrire —A— —= T \/— S (- )”2(22,172!!2 (£)" pour @ > 1 et utiliser le théoréme d’intégration
terme a terme d’une série de fonctions, on se ramene a des intégrales de Wallis d’ou

2
flx) =7 e (—-1)n [2(22733;2] — pour z > 1.
Indication 3.1.1
7.‘.2

(1) Intégrer par rapport a y puis par rapport a x, on trouve [ = -

puis, a l'aide d’une I.P.P. on trouve

(2) On integre par rapport a x puis par rapport a y, on trouve J = s

T
Indication 3.1.2
(1) f n’est pas intégrable (intégrer |f| par rapport a y sur [0, 1]).
(2) I, est définie (on integre aussi par rapport a y). On fait alors le calcul de I, en in-
tervertissant les intégrations, on prouve l'existence de I et la valeur de I s’obtient par
passage a la limite.

Indication 3.1.3

(1) Utiliser la méme méthode que pour 'intégrale de Gauss.
(2) Poser I(z,z) = fox e~#* dt, couper l'intégrale en 2 et faire une intégration par parties
dans la seconde intégrale. Prouver ensuite la continuité sur D.
(3) Calculer I(—4)? puis déterminer le signe de S.
Indication 3.1.4 Se ramener au cas ou «a € [0,7]| puis déterminer 'aire du quart d’ellipse
délimité par F,, z =0, y = 0. Pour « €]0, 7| on trouve I( ) = 52—, 1(0) = 5 et I(m) = +o0.

2sina’?

Indication 3.2.1 Passer en polaires, on trouve A = 2= — In(2 + /3).

= t
Indication 3.2.2 Supposer que 0 < b < a et faire le changement de variables : {x au C‘OS
y = busint
I'aire recherchée s’écrit A = ab f_t:r/; inf(1,v2(t)) dt puis partager le domaine en 2, finalement

A = 4ab Arctan g
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T
Indication 3.2.3 Passer en polaires, on trouve [ = —.

V2

Indication 3.2.4 [, = 2, I, = 35, avec p = \/a? + (2 + 2, Iy = % (sinp — pcos p).
Indication 4.1.1 Se falre le tracé sur ordinateur...

Indication 4.2.1 La C.N.S. est a = b et ’ensemble cherché est la parabole d’équation y = %

Indication 4.2.2 t » 1: y—a+5=2(t—1)+o(t—1),t —» —1: y—22—2 =3(t+1)+o(t+1),
la tangente au point d’inflexion admet pour équation x — 2y + 1 = 0.

Indication 4.3.1 L’équation du plan osculateur en M(t) est II(t) 3bct?X — 3actY + abZ —
abct® = 0 écrire ensuite que P ux+vy+wz-+h = 0 coupe I et utiliser les fonctions symétriques
¢lémentaires des racines (o;). L'intersection des II(t;) est le point A(%2-, %22 co3) et A € P
d’équation bcosxr — caoy + abz — abcos = 0.

. . —ﬁ H .7 H — % V4 .

Indication 4.3.2 Poser OM = f(t) et utiliser f'(t) L 7i(t) et f”(t) L 7(t), dériver pour

— — —
obtenir le systeme f (t).7(t) = asht, f(t).7'(t) =acht f(t).7"(t) =
Indication 4. 3 3
— = o =
(1) ds = 12 2 dz ot A(z) = V2(924 +4), T = A( ) [(92 —4)i+ A(z) + 122%],

(2) ds = a=5T A0 ; T = e [—mthmfid + 5+ k],

ch mo

asht et le résoudre.

- s
(3) ds=dt dou T =c¢ sh®(t/a) |, ouc= m
1
(4) ds = 1+Ch tdt, T = = (cos ti 4 sintj + shtk) = — (i + sh tk) o @ est le vecteur qui

fait un angle t avec 1 dans le plan Vect(z, j).
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1. SOLUTIONS :

— f(k
Solution 1.1.1 On remarque que l'on peut se ramener au cas ou lir% v) = flk) = 0 en
T—> X
L
remplacant f(z) par f(x) — TR
— f(k
e k< 1. Soit € > 0, on choisit n > 0 tel que |z| < n entraine (z) = J(ka) <(1—k)e
x

On a alors
1f () = f(Ro)l| < (1 = k)|l
| (k) — F ()| < (1~ k)l
| F(k) — FOR )| < (1 — Rk oo
et, on additionnant toutes ces inégalités, on a

n+1
@) = f(E" )] < (1= K)|zle Yk = |zle(l = k™) < Jale
p=0

et, en passant a la limite sur n, f étant continue, on arrive a

|f(x) = f(O)] < |ale
ce qui signifie que f est bien dérivable en 0, de dérivée nulle.

1 _
e Si £ > 1, on remplace k par T on a 1irr(1) f(@) = flw/k)
Tr— €T

= 0 et on est ramené au cas

précédent.

Solution 1.1.2 On a f(a+ h) = f(a) + hf)(a) + he(h) d'ou, grace a 'inégalité triangulaire,
1/ (a+ Rl = 11f(a) + hfi(a)ll| < hle(h)].

ce que l'on peut encore écrire ||f(a + h)|| = || f(a) + hfi(a)| + o(h).

La fonction g qui a h associe || f(a) + hfj(a)| est une fonction convexe (c’est 1la qu’intervient
la convexité de la norme, conséquence immédiate de I'inégalité triangulaire) et on sait qu'une
fonction convexe est dérivable a droite en chacun de ses points de continuité i.e. 'intérieur de
son ensemble de définition ainsi que la borne inférieure de cet ensemble lorsqu’elle continue en
ce point (cf question (i) page 73). On a donc g(h) = ¢g(0) + hg,(0) + o(h) ce qui nous permet
d’écrire :

1f(a+h)ll = [If(a) + hfi(a)ll + o(h) = || f(a)]| +hga(0) + o(h)

——
=g(0)

ce qui signifie que = +— || f(z)|| est dérivable a droite en a.

b—x
Solution 1.2.1 On pose u =t — z dans l'intégrale et donc g(x) = €@ f(u)e™ du, produit

de 2 fonctions de classe C!.
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T —t n—1
Solution 1.2.2 En développant et en dérivant, on vérifie que ¢'(z) = / % f(t)dt (g
0 n — :

est la primitive n + 11m¢ de f qui s’annule en 0 ainsi que ses dérivées d’ordre < n cf formule de
Taylor théoréme 4.31 page 84).
Eléments propres : L(f) = Af 2 cas :

e Si A =0 alors g = 0 et, en dérivant n fois, f = 0 impossible,

1
e Si A\ # 0 alors f(z) = Xg(x) ce qui est équivalent a f(0) = --- = f™(0) = 0 et

M) (1) = f(x). Grace a I'unicité des solutions des équations différentielles linéaires,
on en déduit que f = 0.

Conclusion : L n’a pas d’élément propre.

Solution 1.2.3

t
(1) f ™\, évident (c’est la conséquence directe de la décroissance de la fonction x — tj— ).
x
On pose u =t + x d'ou
x+1 u
=e * —d
f(z)=e /x - du
donc f est dérivable et f'(z) = —f(x) c 1
B r+1 =z
¢ ot ot
(2) On a l'encadrement suivant < < — dout
r+1 t4+z =z
1 t 1t
-1 -1
/ Cat= < fa) < —=[ S
o T+1 r+1 T 0 T
e—1
d ~ :
onc f(x)+oo v
Ensuite, Comme/ =In(x+1)—Inzona:
0o T+t
Let —1
Inx = dt +1 1
f(z)+Inzx /0 p— +In(x + 1),
or
L/ot t_1 Lot q 1 1
/ S dt:/ . dtg]\/[/ Lot = Mrln TS
o \ T+t t 0 t v+t o T+t x
. , e —1 A
quand x — 0 (ou on a posé M = sup ) donc f(x) ~—Inx et on a méme une

te[0,1] ot

information plus précise car on sait que

f(x):—lnx—i—/l -1
0

dt + o(1).

Solution 2.1.1 Comme 0 < x — [z] < 1 la fonction est intégrable ;

n n—1 ki1 n
z — 7] [z] 1
/1 . r=1Inn E /k 2 dr=In 52 z y

k=1
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+oo 2n2

Solution 2.1.2 u, = folz)dx : fo(z) ~
0

——= C;enposant v = ntant :
an

w/2 )
Uy = n/ cos?™ 2t dt
0

[
(Wallis & nouveau) on obtient u,, = nI(2n*—2) et I(n) ~ o (résultat classique obtenu dans
n

le méme exercice que précédemment) d’ou u,, ~ 5

+00
N .4 2 ™
Remarque : le théoreme de convergence dominée nous montre que u,, — / e dr= %

Solution 2.1.3 Par un simple changement de variable, on se ramene a une intégrale eulérienne
et I,, = nlt"™ (cf page 271).
“+o0o "
Posons maintenant f(x) = e 2" dv — nle™™, f(z) = nle ?*[e” — —'] > 0 donc f est
n!

x
strictement croissante et comme lim f(x) =0on a f(x) <0 pour = > 0.

T——400

En posant u = 2tv dans l'intégrale, on obtient le résultat annoncé.

Solution 2.1.4 Posons g(x) = sup f(t), g est décroissante minorée et admet ainsi une limite en
t>x
+o00 que 'on note [. On écrit

x x/2 x
a/ e~ @D £ (1) dt < g(0) / ae” @D dt + g(x/2) / ae” @0 dt.
0 0 x/2

x/2 x
Comme / ae” @) dt = e®[e792/2 _ 1] < e7 U@/ / ae” @V dt =1 — e @2 < 1 et que
0 x/2

+oo
a/ e®@=Y £(¢) dt < g(z/2) on obtient :

1 2 1
F() < 5900 4 Zg(a/2) + 3¢ = h(a)
Vu que le membre de droite dans 'inégalité précédente est une fonction décroissante, on a la
méme inégalité en remplagant f(x) par g(z) (en effet, pour t > x, f(t) < h(t) < h(z) et donc

9(x) < h(z)) )
On prend alors la limite quand £ — +o00 : 0 <[ < gl donc [ =0 c.q.f.d.

Solution 2.1.5
(1) On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(/j f() dt)2 < /j fAt)dt.(x —e) < /Oz F2(t) dta
/ f(t)* dt.

On peut aussi dire que f < max(l f2 et donc que f est intégrable.

donc f est intégrable sur |0,z
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(2) Onasto [ 9@, _ 9@ 907 /”g(fv)f(x)

- = dx en intégrant par parties.
x? a b x

a
Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :

O<A%&%§de<(Leﬂ@%@yﬂ(Af%22®9U2:&&

L’inégalité demandée s’en déduit immédiatement.

+00
Soit a, = \// f(z)*dx. Linégalité 22 — 2az — B < 0 peut aussi s'écrire 2% <
a

20z + B < gz + fie. 22 —2a,2 — 3 <0 et ceci pour tout b. z se trouve donc coincé
entre les deux racines de I'équation 2% — 2a,x — 3 = 0. L’intégrale I est donc bien

Y g(@))?
définie car / (—) dx est bornée et on a

x
+o00 2
9(x)
(1) / 5 dr < (ot aq + B)%.
2 T
En revenant a la premiere inégalité, on peut dire que 9(z) < / f(t)*dt donc
z 0
2
tim 28 _
z—0 x oo
Enfin, en prenant la limite quand @ — 0 dans 'inégalité (1), on a I < 4/ f(z)?*de.
0
Remarque : 4 est la meilleure constante, prendre la suite de fonctions f,(x) =
1
Virz o)
. e’ 1 . .
Solution 2.1.6 o =0\ g donc cette fonction est intégrable sur [1,400] et les termes de la

série > u, sont bien définis ; comme

(par intégration par parties) et que

+oo -t +oo —t
e 1 e
dt < — —dt
/n toHrl n \/n te

1 1 e Bn

(en majorant — par — pour ¢t > n) alors u,, ~ ———— d’ou la discussion :
t n nfle—1)

e 3> 0 : convergence,
e 3 <0 : divergence,
e 3 =0 : divergence.

Solution 2.1.7 On utilise le théoréme 5.38 et la remarque 5.3.7 (i) pages 243 alors :

oo dt
Flz) :/1 L S =nfa)=1+n() <1+ F)

avec F(z) = p— d'ou 1 < (z —1)S(x) < z ce qui donne le résultat en passant a la limite
x —

quand z — 1.
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Solution 2.1.8 Grace a la décroissance de F', on a

(n+1)h
hE((n + 1)h) < / F(t)dt < hF(nh)

nh
d’ou, en additionnant
N+1 N

(N+1)h
> hF(nh) < /0 F(z)de <> hF(nh)

n=0

ce qui permet au passage de dire que la série > hF'(nh) converge.
En passant a la limite, on en déduit

oy < [ Pt < o)+ hE(O

+oo
soit encore 0 < g(h) — / F(t)dt < hF(0), ce qui permet de conclure
0

+00 “+o00
lim " hF(nh) = / F(t)dt.
n=1 0

h—0t

Solution 2.1.9
(1) Si lim F(t) = [ alors / F(t)dt ~ nl (utiliser Césaro avec uy = . F(t)dt) et
0

t—-+o00 k

n
> F(p) ~nl (c’est le théoreme de Césaro) et en conclusion lim a, = 1.
p=0 n—+0oo

(2) e Si F(t) n’est pas intégrable sur [0, +oo[, comme

> < [ Fds S F(p)

alors > F(p) ~ / F(t) et donc lim a, = 1.
p=1 0

n—-+o0o

e Si F'(t) est intégrable alors la série Y F'(n) converge et

Jim_a, = (/Om F(t) dt) / (2 F(p)>.

Solution 2.1.10

1
(1) Pas de probleme de définition en 0 (la fonction intégrée est équivalente a ﬁ qui est
intégrable en 0 grace a la régle pratique (i) page 262).

T eft —x
fl(z) = dt + pour z # 0. lim f'(x) = 0 et lim f(z) = 0 donc f est C*
0 |t| \ /|ZL’| z—0 z—0

sur R grace au théoreme du prolongement dérivable (cf, par exemple, le théoréme 4.10
page 72) Enfin f'(z) est du signe de x.

—X x —t
(2) 5 £0: f(2) = 32— ). tim 29— jim / £ _dt=-c0: BP.
‘/|ZL’| x——00 T . z——00 [ /|t|
Quand r — 400 : f(z) — xy/T = —2:10/ e dt — 0 dolt I’asymptote d’équation
NG
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On obtient la courbe suivante \

n+1
Solution 2.1.11 Vn € N: f est localement intégrable sur |n, n+1[. On pose u,, = / f(z)dx
alors on a : "
1 +oo
0> u, > e_”/ Inzxdr = Zun converge
0 n=0

donc f est intégrable sur |0, +o00[.

Solution 2.1.12 On vérifie aisément que I, est définie. On a aussi

Feo 3!
OgIng/ e dt = =
0

nt’

Montrons maintenant que 1,, ~

nt

6 oo 1
I,——|= e ™ (1 — )dt’

nt /0 VIFt

+o00 t7€—nt
= / dt
o (I+V1+t5)v1+ ¢
+oo 7! 1 6
< / tTe ™ dt = — =0 (—6) donc I, ~ —.
0 n n n

—et

V2 +1

n

est intégrable ssi € > 0

Solution 2.1.13 On prouve facilement que la fonction ¢ +—
e—at

t2
( V241

On a

— 0 quand t — +00).

’[( ) /+oo e—et dt‘ /+oo e—at it < /+oo dt _ /+oo dt
g)— = S S Y
1 t 1 V1T HE2(E+ V1 +12) VIRtV S 288
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—et

+oo
e
or cette derniere intégrale étant finie, on peut dire que I(¢) est équivalent a J(e) = / " dt.
1
1
En posant u = = dans cette derniere intégrale, on trouve :
€
1/5 e—l/u
J(e) = / du.
0 u
e~ /v 1
On utilise alors I'intégration des relation de comparaison et comme ~ — en 0, on aura
u u

I(e) ~ J(e) ~ —1In(e).

Solution 2.2.1 On sait qu’il existe a > 0 tel que f s’annule pour z > a. On a alors

T pwa= [ roa=prog-2 [Cuoro.

0

on utilise ensuite 1'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la derniere intégrale appliquée aux fonc-
tions V£ (t) et Vif'(t).

On remarque en fait qu’il suffit d’avoir ¢ f2(¢), t f'?(¢) intégrables sur [0, +oo| et tliin tf2(t) =

0 pour pouvoir conclure.

Solution 2.2.2

(1) On remarque que 1 — 2\ cost + A2 = (XA — ") (A — e~ ™), les problemes d’intégrabilité se
posent uniquement en 0 et en 7. Comme cosnt ne s’annule ni en 0, ni en 7, I,,(\) est
définie sur R\ {—1,+1}.

1
(2) On remarque immédiatement que I, X) = A?I,()\), on peut donc se limiter au cas ol
|A| < 1 pour étudier I,,(\).

(3) On utilise ensuite un logiciel de calcul formel pour obtenir les expressions Iy(\) T

\ R
et [1(\) = 1L>\2 pour |A| < 1.
(4) On se sert de la relation cos(n + 1)t 4 cos(n — 1)t = 2 cost cosnt d’otr, pour A # 0

1 [™ 2\costcosnt
Lni(N) + 11 (N) = <
1)+ Tna () )\/0 1+ A2 —2\cost
et, en écrivant que 2 cost = —(1 4+ A\? — 2\ cost) + (1 + A?), on arrive a
1 [ 14+ A2
Ligi(N) + Lig(N) = —X/ cosnt dt + —; I,(\)
0

et donc on obtient la relation valable pour |A| # 1
Moy (A) — (14 X)L\ + AL, _1(A\) = 0.
(5) En résolvant la récurrence, on arrive immédiatement a
A"
L) =41 %
AM(A2—1)

si Al <1
si Al >1
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1 1 1 AZ
Remarque : si on écrit que D=0 —3) = 1- 2 (1_)\2 + 1_2)\2) et si on
développe ceci en série de Fourier (cf chapitre 7 du programme de deuxiéme année)
alors :
+oo
1 1
= 1 2\" t
D—2—2) 1-N ( *; COS”)

(cf noyau de Poisson exemple (i) page 293). On obtient alors directement ’expression

de I,(N).

Solution 2.2.3

N3 1.
1) En0: < ——— ~ —= intégrable.
(1) En ‘f(x)‘<ln(1+x) ﬁlnegra e
En +oo: f(z) ~ T intégrable.

—— non intégrable.

2) f(x):_x+1+\/x2+2x+2rv 2x

(3) En 0 : f intégrable < o < 2.
int
En +o00: a <1< f non intégrable (cf étude de I'intégrabilité de % question (7) page

132) et donc on a intégrabilité ssi 1 < a < 2.

1
(4) On pose t = 2% et on est ramené au 3 avec o = 5 donc la fonction n’est pas intégrable.

Solution 2.2.4
(1) En 0 : In(sint) ~ Int intégrable. I = J (chgt de var u = 7/2 —t) et

1 ™
I+J:—/ ln(sinu)du—zln2
2/, 2

d'ou I = —g In2 en posant v = u/2.
21

(2) En +oo : f(t) ~ (g) rr) intégrable.
En posant u = Arctant :

/2 u? /2
[:/ 5 du:—Q/ In(sinw)du = wln 2
0 0

sin” u

(apres 2 intégrations par parties).

1
3) En 0: f(t) ~ — intégrable.
(3) f(t) 7 intég

1 1
En +oo: f(t) ~ ) intégrable ; et avec u = i

“+o0o
7 :/ du P
o (L+u)pe

(4) Si |a] > 1 pas de probleme ; |a| < 1 : intégrable ;
/2

ol - T /” dt +/”/2 dt a 7
calcul : I = S e S S —
o a—cost Jy a+cost |a|\a?—1
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x? 1

1
(5) En +o0 : f(z) ~ — intégrable ; avec la relation ;
x

_+X fo) \/_ /+X o ﬁ

(on peut s’en tirer rapidement aussi en posant x = e*).
a
(6) Ena: f(x) ~ intégrable ; on pose r = acosu :

Vva—xv/2a(1 + a?)

I(a) /”/2 cosu du Argsha
a) =a =
o l+a%cos?u 1+ a2

(en posant t = sinu).

3
(7) En 00 : f(x) ~ intégrable ; on pose x = tanf et u = > sinf :

[af?

[ /J”r/2 cosffdo 1 w32 gy, 27
—x/2 /4 —3sin?0 V3 V32 V1—u? 3v3
1 t
(8) En +oo : intégrable, en 1 intégrable < « # 2km : on pose x = il tané :
cos
T—«
I(a) = 0 t [(m) = 1.
(@) = == sur 10, et I(m)

Solution 2.2.5

(1) Par I'absurde : si f /4 0 alors Ve > 0, Vn € N, 3z, > n, |f(z,)| > € et comme f est
uniformément continue,

da>0 : Ve ez, —a,x,+a] @ |f(x)— fla,)] <e/2=|f(x)] >¢/2

/ + Ft)dt

Remarque : ce résultat est important car il existe des fonctions continues intégrables
au voisinage de +o0o qui n’admettent pas de limite en +00. On peut aussi faire une
démonstration directe (sans utiliser 'absurde) en faisant un encadrement. En effet,
comme f est uniformément continue alors

Ve>0,da>0]|z—y|l<a= fly)—e< f(z) < fly) +e,

donc, en intégrant pour y € [z, x + «], on obtient

Tto z+a
[ rwa—ac<as@ < [ sway+as
lim f(z) =

/ " ryay
Jim

(2) Fzo : Ve >0 : |f(x)] <1 = f*(z) < f(z) donc f? est intégrable au voisinage de +oo.

f(x) du signe de f(x,) donc

> ae/2 ne tend pas vers 0 : contradiction.

On choisit A pour que = > A entraine < ae dou |f(z)| < 2¢ ie.

Solution 2.2.6
(1) Ena, f ~

n

a 1
\/b—(lb\/ab—l'
(2) On pose x = %“" ~

¢ 121?-1-1(_1’ 1) =0,

intégrable. De méme en b donc f est intégrable sur |a, b|.

n 1
“t alors I,(a,b) = Y- Chon(a+0)" (b — @) I(~1,1) ;
k=0
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"2 (2p)!
o Ir,(—1,1) = 2/0 sin?? 6 df = (2pp!)27T (intégrale de Wallis).

Solution 2.2.7 On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Mo Xt
[Tdt g/l |f(t)|2cht./1 7

+00 t
d’ou : (/ /O] dt) < / |f(t)]*dtx1 donc, Q est bien intégrable sur [1, +ool.
1 1

t

Solution 2.2.8
42T 2T
(1) F(t+2T)— F(t) = / f(u)du —2aT = / f(t)dt —2aT = 0 (F est continue).
t 0
F

T F(t
(2) En intégrant par parties : / J{t) —a ; < at Fla) —F(1)+/ t(Z)dt: F est continue
Z 1
oo f(t) — F
et périodique, elle est bornée = / —a dt C et / M dt = _ﬂ 4
T X

[ 002

(3) F est impaire = F(-T) = —F(T)=0= F(nT) =0 = G est 2T-périodique.
t

(T) =
Or/n?f( >t = T? / OO ——i(ﬁ;j;)H/:%dt:o(%)

car (G est bornée.

Solution 2.2.9
(1) On utilise directement 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
donc lim g( ) =0.

g = (/jf(t) dt)2 < [ roa

(2) Cest un peu plus délicat :
soit € > 0, on sait qu’il existe A > 0 tel que, pour z > A on ait :

/:fQ(t)dt< 2

(intégrabilité de f?). On écrit alors

/ |dt+—/f t)dt|.

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la deuxieme intégrale et, en notant a =
A

/ |f(t)] dt on obtient :
0

)

On choisit alors B > A tel que x >

< € et le tour est joué.

%\@
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Solution 2.2.10 F,, est bien définie pour z > 0.
On a

e n_ —xt TL'
M) Fof@) + Pusala) = [ et =
e Pour n = 0, le théoreme de continuité sous le signe intégral s’applique en majorant la
1 m
V14t
ue "

(cf. théoreme 6.24 page 267. Fy est continue et F(0) = —.
+o0
Pour n = 1 on fait le changement de variable v = xt, d’ou Fi(x) = / du. Si
0

fonction intégrée par

2
22 +u?
1 2
1 1
I'on pose G(x) = / — % _du=-In i, alors
0

2 4+ u? 2 2

14 —u +oo —u
|F(z) — G()| g/ L= du+/ C du
1

0 u u

et donc Fi(z) ~ —Inz.
1 1 , : (n—2)!
En 0, on a Fy(z) ~ —, F3(r) ~ — et par une récurrence simple, F,, ~ ~———> pour
T x -
n> 2. N
o0 2)!
e En +OO, 0 < Fn+2(.fll') < / tn+2€7xt dt = @
0 "t
n!
:L‘n—i—l :

La relation (1) nous donne alors F),(z) ~

Solution 2.2.11
(1) En k7 = f(x) ~

A
\/% intégrable, c’est le critere de Riemann, cf. régle (i) page
T—
)
V1 ek’
(k+1)m

En 400 : si on pose [, :/ x) dz alors 1, /
P ’ ke i@ kS V14 e’” Vsint

converge car I ~ Ae *7/2 (série géométrique).

262 (ot Ay, =

la série Z I

Si on pose J,, = [0, n7], il existe donc M > 0 tel que f < M et par conséquent, f
JIn

est intégrable sur [0, +o0o[. En fait f est intégrable sur U]lm, (k+ 1)

keN
(n+1)m

(2) On pose u,, = / eIzl 4z alors :

nm

(n+1)m ) /2 )
U, < / e—n 2| sin x| dr = / e—n 2| sin x| dr
n

T —7/2

w/2 w/2
—n2n2sinx —2n2rx
=2 e der <2 e dz
0 0

car sing > — sur [0, 7/2] (concavité du sinus)
m

< — 1 <1 o —2n27r> L
n2m n2m

qui est le terme général d'une série convergente.
. 2| g . ,
Conclusion : x + e~ 5@l est intégrable sur [0, +ocl.

N
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(3) Pas de probleme d’intégrabilité en 0 et en 1 car la fonction intégrée se prolonge par
continuité (respectivement par 0 et —).
En +o0:

h |sm7rx| ko |sinmz| — 2
/ |f( \dx—Z/ Inz Z/ In(k + 1) dx?;wln(k}—kl)'

Cette derniere somme est la somme partielle d'une série divergente et donc la fonction
n’est pas intégrable.

Solution 2.2.12 On remarque tout d’abord que 'on doit avoir 0 < a < 1 sinon la quantité
t + t“ cost peut devenir négative.

, int
e Btudeducasa=1: f(t) = - = 5£ sin(¢/2) admet une limite a droite

\/t(1+cost Vi

et a gauche en chaque point ol 1 + cost s’annule (i.e. aux points (2k + 1)7).
Comme f garde un signe constant sur les intervalles |k, (k + 1)7[, étudions la série de

(k+1)w
terme général uy = / f(t)dt et prouvons que l'on peut lui appliquer le théoreme
km
des séries alternées :
(b+1)m sin(t/2 2m
|uk| = el Vsin@/2)] o, [

km \/E h k

et donc lim wu; = 0.
k—+o00

™ /2sin(t/2)
o Vt+krw

> uy est bien convergente et enfin on a bien l'existence d’'une limite. En effet si nm <

k=0
/ £t de| <

z < (n+ 1) alors
sin t

On a ensuite |ug| = dt. La suite (|ug|) est décroissante vers 0, la série

(n+1)m
/ (6] dt — 0.

/2
) , on développe la puissance

Zuk—/ f(t)dt] =

e Etude du cas ol 0 < o < 1 : f(t):W(l—i_

-1/2 jusqu’au terme d’ordre n tel que n(l — a) > 1/2 (c’est ceci qui va assurer la
convergence absolue du reste). On obtient donc

B Slnt A cosk t 1
- Z kk(1—a) m—a)+1/2 |

T

cost
tl—oz

k .
cos"tsint
une L.P.P. permet de prouver que chaque intégrale [ (x) = —— dt a une

2 V()
limite en +oo (on intégre cos® tsint).
Le reste est intégrable grace a la régle (i) page 262 (critere de Riemann).

Conclusion : la limite existe pour tout « € [0, 1].

€n 1 n
Solution 2.3.1 Avecx =t"on a: u, = Mxl/” dz ou e, = (1 + —) /" e. En posant
x n

1
gn(x) = 1p¢,], on peut encore écrire u, = / fo(z)dz on fu(x) = M951/”gn(3:). On utilise
1 T
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f (=)

alors le théoreme de convergence dominée, sur [1,¢|, f,(z) < —F~e et f, ¢ [[1, €]l
T

Conclusion : lim wu, = lim de: / de.
.

n—-4oo n—-+oo 1 T

Solution 2.3.2
(1) On pose f,(x) = Arctan(nx)e=*". Cette suite converge simplement sur [0, +oo[ vers la

/2 si0<zr <1
fonction f définie par f(z) =< 7/(2¢) sixz=1 . Chaque fonction f, est majorée
0 stz >1
/2 si0<x<l

ar la fonction ¢(x) =
P o) {W@x/Q six>1

. PR . . .. ™
Conclusion : le théoreme de convergence dominée s’applique, la limite vaut —.

(2) Soit g,(z) = (1 +

—nx

e

NZ7

) (1 —th(z™)). gn converge simplement sur |0, +o00] vers g telle

1 si0<z <1
que g(z) =< 1—thl siz=1 . Les fonctions g, sont majorées par la fonction
0 six>1

1+1/v/x si0<zgl
pay= LTV s
2(1 —thz) siz>1

1/3/z, en +00 9(x) ~ 4e72%), on peut conclure que la limite vaut 1.

t n+a
t“1<1——) si0<zx<n

0 six>n

et comme cette fonction est intégrable (en 0 ¢(x) ~

Solution 2.3.3 Soit f,(t) = . Sin > 2aalorsn+a>n/2

¢ n+a
donc (1 — —) < e 2 (en utilisant I'inégalité 1 —u < e™).
n
e La suite (f,) est dominée par la fonction ¢ — t*~'e~*/2 (& partir d'un certain rang) et
cette fonction est intégrable sur |0, +oo.

e En outre lim f,(t) =t*"te ™,
n—+oo

donc le théoreme de convergence dominée s’applique et on a

+o00 ¢ n+a
I'(z) = lim ot (1 — —) .
0

n—-+oo n

n U n
Solution 2.3.4 En posant u = nz on obtient I,, = / <1 - —) nsin(mu/n) du. Si on pose
0 n
u

fo(u) = <1 — ﬁ)nnsin(wu/n) alors

n
o |f,(u)] < e “mu en utilisant les majorations <1 - g) <e et |sin(mu/n)| < Tu/n,
n

u

o lim f,(u) =me "u.

n—-4o0o

Comme u — me “u est intégrable, on a les hypotheses du théoréeme de convergence dominée

+o0
donc lim I, = 7T/ e “udu =m.
0

n—-4o0o




14 DERIVATION ET INTEGRATION

Solution 2.3.5

Sto(t || M
(1) Soit M un majorant de |p| alors t — ({:_7@2(]53)2 est majoré par (17:—|7|2t2)2 qui est
n n
intégrable, donc I, est bien définie.
+oo
t
(2) Si on pose u = nt alors I, = / Mdu et comme t — ———— est une
oo (T u?)? (141¢2)

+o0
fonction intégrable sur R et d’intégrale nulle, on obtient 7,, = / gn(u) du ol g, (u) =

nu(p(u/n) — ¢(0))
(T+u?
e (g,) est une suite de fonctions continues qui converge simplement vers la fonction
up'(0)
(1 +u?)?

— 00

g(u) =
M sup [¢/(1)] < sup |@/(1)] silt] <n

o lp(u/n) — p(O)] < () o hufu) = { " e o En
2M si|t] >n

U2

posant ¥(u) = 2M + sup |¢'(t)| alors |g,(u)| < ————
( ) te[071]| ( >| | ( )‘ (1 u2>2
R.

On peut alors utiliser le théoreme de convergence dominée :

+o0 t2 T
lim I, = ¢'(0 ———dt = =¢/(0).

¥ (u) qui est intégrable sur

Solution 2.4.1

(1) I(a,b) = +l)2 (fourni par un programme de calcul formel ou en posant u = tant/2).
a2 —

(2) I(a,b) est C™ grace au 1. (inverse d'une fonction C* qui ne s’annule pas), et on peut
dériver sous le signe intégral sur son domaine de définition (théoréme 6.26 page 268 que

I'on étend au cas des fonctions C* par récurrence car (a, b, t) —

(a,b,t) € {|b] < a}x[0,7]).
(3) On procede par récurrence :
e vrai pour n = 0,1,2 : Py(a,b) =1, Pi(a,b) = a, Py(a,b) = 2a*> + b* ; Qo(a,b) =1
Q1(a,b) = —b, Qa(a,b) = a® + 2°.
e On suppose les propriétés vraies a 'ordre n.
On dérive alors la premiere relation par rapport a a, on obtient

0P,

est C* pour
a+bcost P

/” —(n+1)dt @+ Dabi(a,d)+ (@ ~b%)—"(a,b)
o (a+bcost)nt2 — pl (a? — b2)n+3/2
. . 2 2 apn
ce qui donne la relation P,yq(a,b) = (2n + 1)aP,(a,b) — (a* — b%) 5 (a,b) et, en
a
faisant de méme avec I'autre relation, on obtient Q,,1+1(a,b) = —(2n + 1)bQ,(a,b) —
0Qy
(a* — b?) ;i (a,b) ce qui permet d’achever la récurrence.
(4) On trouve par récurrence que @, (a,b) = ( 1)"P,(b,a).
En effet la propriété est vraie pour n = 0,1,2. Ensuite la chose essentielle est de

OP, oQy,
comprendre que, si Q,(a,b) = (—=1)"P,(b,a) alors 5 (bya) = (—1)" © (a,b). Cest
a
un probleme di aux notations de Jacobi sur les dérivées partielles. La premiere dérivée
désigne la dérivée par rapport a la premiere variable (en 'occurrence b) et la deuxieme
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dérivée désigne la dérivée par rapport a la deuxieme variable (qui est toujours b) donc
cette relation est bien une conséquence directe de I'hypothese de récurrence (que 'on
dérive par rapport a la deuxieme variable). Pour conclure, il suffit d’utiliser les formules
caractérisant P et ) obtenues au 3.

Solution 2.4.2

(1)

1—2x cos 0+2% = (x—cos )>+sin® = g(x, ) donc g est continue et strictement positive
sur (R\ {—1,+1})x[0,7]. On en déduit que f est définie et continue sur R\ {—1,+1}.
On vérifie que f est définie en —1 et en +1, ainsi f est définie sur R car g(1,0) =
2 —2cos = 4sin?6/2 et Ing(1,0) ~ In @ qui est une fonction intégrable sur |0, 7.

Par de simples changements de variables, on déduit les égalités suivantes :

f(=2) = f(z), f(1/2) = f(z) —2rIn|z], 2f(2) = f(z) + f(—2) = f(2?)

(pour la derniere relation, on utilise le fait que (1 + 2z cos + z%)(1 — 2z cos @ + z?) =
1 — 2x% cos 260 + x%).

1
Supposons maintenant que |x| < 1 : alors f(z) = 5 f(x?) et par récurrence f(z) =

1

o f (z%"). En passant a la limite (f est continue), on obtient f(z) = 0.

Si|z| > 1 alors f(z) = f(1/x) +2nIn|z| = 2r In|z|.

Enfin, si |z| = 1, on se sert de la formule 2f(z) = f(2?) et donc 2f(1) = f(1) donc
(comme f est paire) f(1) = f(—1) =0.

Solution 2.4.3

(1)

(2)

On a Dy =| — 00, 1] en effet on doit avoir z < pour tout ¢ pour que le numérateur

2
soit > 0. On ne peut définir f en 1 car la fonction que I'on obtient sous 'intégrale n’est

pas intégrable.

Si [a, b] C]—o0,1[, F(z,t) = est C' sur [a, b]x[0,7/2] ((z,t) — 1—z cos? ¢

1

V1 —2xcos’t .

est de classe C! et la fonction ¢ : u > 0 — —= est elle aussi C! donc F, qui est la
U

composée de deux fonctions de classe C', est elle aussi C! cf remarque 5.2.1 (i) page 94

ou voir le théoréme 9.2 page 309).

Grace au théoréme 6.26 page 268, f est C! sur [a, b] pour tout [a,b] C] — oo, 1] donc f

est C sur | — 0o, 1 (et méme f est de classe C*).

En faisant le changement de variable v = tant on obtient :

+o0 du +o0
flo) = o VI +u)(1—z+u?) :/0 a(u) du

1 1 1 2
C o</ du / (u) du < wdu Lo e dit
omme 0 < _— L(u) du < ——— < — et que 'on nous di
o V1—u+a? og 0 \/1—xj1Lu2 2 q
du 1 1
ue — ~ ——1In(1 — z) on en déduit que (uw)du ~ —=1In(l — x) et
ave [ S~ Sl = ave [ guu)du ~ 5 Inf1 ~ 2)

T du

donc f(z) ~ —%ln(l — ) car /1+°° 9o (u) du < /1
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est C! sur [a, B]%[0,a] o 0 < a < (3 (inverse d’une fonction

Solution 2.4.4 f(x,t) = T
x a

C' qui ne s’annule pas) donc F est C* sur [«, 8] (cf théoréme 6.26 page 268). Comme ceci est
valable pour tout [a, 8] C]0, +00[ on peut conclure que F est C! sur |0, +oo.

er=1:F(x) :lna+x ~—Inzx;
ax= /T
1/r : 1/r—1 udu
er > 1: en posant t = uz'/" on obtient F(x) = x et comme
0 ]. + u”
az /" du T
lim = I(r) on en déduit : F(x) ~ I(r)z'/r=t ~ ———g1/m-1,
z—0% Jo 1+ur 7SI

Solution 2.4.5 Si xz > 0, t € [0,7/2] alors g(z,t) = exp(—z®sint) est continue (en tant que
composée d’applications continues) donc f, est continue sur [0,4o00] (on utilise toujours le
théoréme 6.24 page 267).

=

° lin% fa(z) = fa(0) = = (grace a la continuité de f).

— DN

. . . 2 .
‘inégalité ¢ < sint > —t on arrive a
T

e En +oo, en utilisant

donc lirf fa(z) = 0.

Cherchons maintenant 1’équivalent de f, en +oo.
On pose

/2
Ja(x) = / exp(—z®sint) costdt = 2~ [exp(—x“ sin t)]g/z =z *[l—e"]
0

donc g, ~ ™% et
+oo

(NN

/2 22t
/ t? exp [— < }dt
0 7r

w/2
0 < folz) — gulz) = 2/0 sin?(¢/2) exp(—z® sint) dt <

et apres calculs on trouve (avec un logiciel de calcul formel)

73 (2% 4+ 22% +2) e 73
B 1623 83
ce qui donne, apres majoration
3
0< fa(x) - ga(:E) < gx_?’a

et donc fu(z) ~ 2.

Solution 2.4.6 Soit f(t,x) = In(cos®t + 2?sin®t). Si x # 0, f(¢, ) est bien définie et continue.

Si x = 0, f(t,z) n'est pas définie pour ¢t = 5 mais, a 'aide du changement de variables
T w/2

t— 5~ t, on se ramene a l'intégrale 2 Insint dt qui existe bien.

0
Prouvons maintenant que I(x) est dérivable sur |0, +o0] :
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0 27 sin® ¢

—f(t, x) = —— et comme cette fonction est continue, on en déduit la dérivabilité
Ox cos?t + x%sin” ¢

sur |0, +oo[ de I(z) grace au théoreme de dérivabilité sous le signe intégral (cf théoréme 6.26

page 268).
'z) = /”2 22 sin’ ¢
0

cos?t + x2sin? ¢

qui donne, apres calculs, I'(z) = i T En remarquant que /(1) = 0, on en arrive a I(z) =
x

1+ . . .
mln (Tx) formule encore valable pour = 0 (par un calcul classique) d’ou I'expression sur

I(:c)zﬁln(l—;m).

Remarque : on pouvait aussi vérifier que I(x) satisfaisait a I’équation fonctionnelle :

T 1422 1 2x
I = —1 —J|—].
(1) =gh——+3 (1+x2>

et — 1 T
t\/{ t—0 \/{
F(x)=AV—x

Solution 2.4.7 D =| — 00, 0] ( pour x # 0) et en posant tx = —u on obtient

oo —u
e v —1
ou A= / du donc F' est continue et dérivable sur son domaine de définition.
0

uy/u

Solution 2.4.8 Dy = [0, +o0] car il faut prendre x > 0 pour que la racine carrée soit définie et
dans ce cas, tlim 21 Ftre =0 ;

“+00

e Continuité : la fonction (t,z) — /1 + tre™ est continue sur [0, +00[%. Pour tout b > 0

VIFize™ <1+ the qui est intégrable donc, grace au théoréeme 6.24 page 267 on
peut conclure a la continuité de F' sur [0,b] pour tout b > 0 et par conséquent F' est

continue sur R,.
o VI + twe™” te™"’ .
e Dérivabilité : on a ————— = —= continue sur |0, +o0[x[0, 400, or

ox V1+tx

te te
qui est intégrable sur R,. On peut alors utiliser le théoréme 6.26

<
V1+tx 2

page 268 donc F' est dérivable sur R, .

Solution 2.4.9 f(0) = ¢g(0) = 0 ; en posant u = xt : f(x) = g sixz >0, —g si z < 0. Puis
oo sin(xt in(at
g(x) = f(x) — h(z) ou h(x) = /0 %dt. Si x € [—a,a] avec a > 0 alors % <

a
e qui est intégrable sur R. Comme (z,t) € [—a, a]x]0, +o00] est continue, on peut appliquer
le théoreme de continuité sous le signe intégral donc h est continue sur [—a, a] pour tout a donc
h est continue sur R et en particulier en 0.
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Solution 2.4.10

(1) Soit a@ > 0, en intégrant par parties, on a :

/ "emtamyar = [ pm)] - L [ ey ar
R PPV PR W

d’ol1, en prenant les valeurs absolues, on obtient

ai)\nt tdtg—
/Oe o(t) 3

- [let@! + 11+ [ 1 0lar] — o

a

donc lim erto(t) dt = 0.

n—-+0oo 0
+oo
/ eMto(t) dt

On a aussi

+oo
</ lp(t)|dt — 0

quand a — +o0.

n

[\CR Q)

+o0o
Soit € > 0, on choisit successivement a pour avoir 'inégalité / lo(t)| dt <
a

+oo
/ eiAnt o(t)dt| <

(2) Grace a la formule sin®(nt) = (1 — cos2nt), alors, en utilisant 1’égalité suivante

+o0 1 +o0 1 (o] )
/ cos 2ntp(t) dt = = / e?™ dt) = ( / e 2o (t) dt> on obtient
0 2 \Jo 2
1
2

/ o(t) dt.
Solution 2.4.11

(1) F(0) = 0 et on remarque que F' est impaire, étudions maintenant ce qui se passe pour
t>0.
Intégrabilité

Arctan xt 2
e en +00 : ~ 7T/3 qui est intégrable grace au critere de Riemann (régle (7)
x

(1 + 2?)
page 262),
oon0: AXCARTE L olongeabl tinuitd
en 0 : (15 27) prolongeable par continuité.
Conclusion : Dy = R.
Arctan xt

x(1+ x?)
Comme | Arctan zt| < z|t| alors, pour t € [0,a] ot a > 0,

+o0o

— et en conclusion lirJlra ertp(t) dt = 0.
n—-—1+0oo 0

m

pour que

\)

lim gp(t) sin?(nt) dt =

n—-4o0o 0

Si on pose f(x,t) = alors f est continue sur |0, +oo[xR.

Arctanxt< t _ a
z(l+22) " 1+a2 1422

et donc on peut appliquer le théoreme de continuité sous le signe intégral (théoreme
6.24 page 267). F est continue sur tout intervalle [0, a] donc sur R, finalement sur R.

F' est dérivable (on n’a

<

Pour 1 af( t)
our les mémes raisons x,t) = ,
ot (14 22)(1+ 22t2) ~ 1+ a2
pas besoin ici de majorer localement la fonction a intégrer) et
dx T 1

400
F(t):/o A+ )1 123 21+t

(t>0).
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Le calcul se fait pour t # 1 puis, comme F” est continue, ’expression obtenue est encore
i
valable pour ¢ = 1. Par intégration, comme F'(0) = 0, on obtient F'(t) = B In(1+1¢).

+o0 Arct 2
(2) /0 (%) dz =2F(1) = wln2 (apres intégration par parties).

Solution 2.4.12
(1) En 400 par de probleme de convergence, f est définie sur R. Comme
+o0 e—t

1
[ est continue et dérivable sur R (f'(z) = f(z) — ;)

(2) On pose u =t —z d’ou :

f(x):/0+oo " du

r+u

1 +o00 u u™ (u/x)nJrl
— i [ —1)n= -1 n+1\"/ "/ d
x/o ‘ ( x oot (=) " +(=1) 1+u/x "

+oo
Comme / e “uF du = k! et que < 1 on a bien :
0

1+u/x
n+1
pa (k= 1)!

flz) = (-1)

k=1

l‘k + Rn+2

costx
V1 —t2

, [ est bien définie et continue sur R grace au théoreme de continuité sous le signe

Solution 2.4.13 La fonction g(¢,x) = dt est continue sur [0, 1[xR et comme |g(¢, z)| <

1
V1—t?

intégral (théoréme 6.24 page 267).

0 tsint

a—i(t,:p) = —\/Slm__j; est continue sur [0, 1[xR et
dg tsintx 1
—(t,z)| = <
O VI8 V12

donc le théoreme de dérivabilité sous le signe intégral (théoreme 6.26 page 268) s’applique donc

f est dérivable sur R et on a
1 .
tsintx
"(z) = — / dt.
== —e

Remarque : on aurait pu prouver directement la dérivabilité de f a I'aide de la formule de
Taylor-Lagrange appliquée a costzx.

Solution 2.4.14

In(1 —#*)In¢?
(1) Enl: f(t) = % ~ (t*—=1)In(1—#*) — 0 donc f se prolonge par continuité.

En 0: f(t) ~2Int intégrable, I est bien définie.
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+o0 t2("*1) 1
(2) f(t) = n;lun(t) ol uy,(t) = — - Int? ; pour n > 2: 0 < u,(t) < oy P

,ily a

+oo
donc convergence uniforme de la série Y wu,(t) ; on peut alors intervertir » et / (cf

n=2
théoréme 5.55 page 253), d’on

1 +00 1 +00 9
/O ft)dt = ;/O U (1) dt = ; G T
4 4

2 4
3) Ona— > = d
) Ona s =5 "1 (2n—1)2 one

/lf(t)dtzzlio(_

2

:——4ln2
2n—1 2

(=n"

(On a regroupé les termes de la série alternée » deux par deux.)

1 1 1
Solution 2.4.15 En =z ~ d’ou l'intégrabilité sur

A+ ) @2 —1) v /(1 +22)2z (x — 1)1/

[0, z[.

e Limite en 0 : on utilise 'encadrement

1 / t < FY( )</x dt
~ x ~ I - e
V1422 Jo Var—1t2 0o Vaz—1t?
7r

/ma

e Limite en 400 : en posant t=ux:

/ 1—wu? / u? du
1+u:p2 \/1+ux2 (1 — u?)

of A L[ dv
1 1
Or ——— < let lim ———— = 0 donc on peut appliquer le théoreme de

V1+uz? = z—+oo /1 4 u?x?

convergence dominée (théoréme 6.22 page 266) pour affirmer que /

d’ou llmF(

du

V=

et, en conclusion lim F(z)=0.

T—+00

Solution 2.4.16 On remarque tout d’abord que ¢ — Int est intégrable sur |0, X[ pour tout
Int
X >0etquet— = est intégrable sur [ X, 400

X

/ Intdt
0

/OX (sin (%) — sin (f)) Intdt

™

F est impaire et F'(0) =0 ; soit X < 1 tel que < — alors

W

[\Dlm
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en majorant le sinus par 1.
Puis comme |sinu — sinv| < |u—v] :

[ (s () - () mrae

Int
t2

T nt
X

alors |F(x) — F(y)| < € c.q.f.d.

+o0 c
Si|x—y\<noi1nesttelque|x—y\/ 3
b

Solution 2.4.17

(1) Immédiat car [e ™" f(¢)| < |f(t)| qui est intégrable.
(2) On écrit

role) = 1O+ [ e (1) - 5(0) e
Soit a tel que : [f(t) — f(0)] < % pour ¢ € [0, al.

On a

“+00
/ ze ™ f(0) dt’ = e ®*f(0)| qui tend vers 0 quand x — 4o00. Il reste a

+o0
majorer / e " f(t) dt.

Soit g(u) = / f(t)dt et h(u) = / |f(t)] dt alors, en faisant une intégration par
0 0

parties, on obtient

+00 +oo
/ re " f(t)dt = [xe’”g(t)];roo + / e g(t) dt
a a+oo
= —ze "g(a) + * / e "g(t)dt

400
< ze *h(a) + ZL‘2/ e "h(t)dt

+oo
< ze "h(a) + xz/ e " h(a)dt

a

< 2ze *h(a).

On choisit alors x suffisamment grand pour que e=**|f(0)| + 2ze **h(a) <

DN ™

On arrive bien a la conclusion attendue (mais c’est laborieux !).

Solution 2.4.18
+oo 2

1) On a I(z) = f(z, t)dt ot f(x,t) = exp | —t* — T <e intégrable en 400 et
t2

0
f(z,t) est bornée en 0 donc t — f(x,t) est intégrable sur |0, +o0o[ et, par conséquent, [
est définie sur R.

1(0) = g ; I paire, on fait I'étude sur R* .

2

(x,t) — f(z,t) est continue sur [0, +00[x]0, +-00] et, avec la majoration exp(—t?— ytc_z) <

exp(—t?), on peut appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégral (théoréme
6.24 page 267), 1(x) est continue sur R.
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Pour I'(x), on aura la dérivabilité sur R* : on prend 0 < a < x < A alors

of 2z , a7 24 , a?
%(:p,t)’:t—QeXp (—t ) S e —t —a )

2 a?
La fonction ¢ — + XP —t? — —) est intégrable sur ]0, +oo[ donc on peut conclure

t2
avec le théoreme de dérivabilité sous le signe intégral (théoréme 6.26 page 268).
+o0 2 2
(2) On a donc I'(z) = —/0 tf exp ( t* — %) dt et, pour x > 0, en faisant le change-
ment de variable u = % on vérifie que I'(z) = —2I(x) d’ou : I(x) = Ce™® pour x > 0.

T
On obtient finalement I(x) = %e‘“ fonction continue sur R, dérivable sur R*.

X .
Solution 2.4.19 lim sin ¢

dt existe bien, il suffit de faire une intégration par partie : on
X—+oo [g X+

integre le sinus, on dérive d’ou
T+
X sint —cost]* X cost
dt = — —_— dt
o T+t r+t ], 0 (x+1)?
—— ——
admet une limite en +o0o intégrable sur [0, oo
et donc
X +o00
sint 1 cost
1 r)= lim dt = — — ——— dt pour x # 0.
1) fla) = Jim "=t [ i pour s £
X X
sint cost
Si on pose s(z) = Xlim — dt et ¢(z) = Xlim dt pour z > 0, on vérifie que
— 400 z — 00 z

f(x) I /X sin ¢ Gt (z) ) ()
Xr) = 1m = COoOsSx.s(r) —smmx.clx
X—+o00 t+x

(par un simple changement de variable u =t + x)

s(z) et ¢(x) sont dérivables (écrire par exemple s( / sint dt + XIEE Lnt dt) et on
o sin® z
vérifie que f'(z) = —sinz.s(x) — cos x.c(x) puis que f”(z) = —cosz.s(x) +sinz.c(x) +
cos® x
-

1
Conclusion : on a f(z)+ f"(z) = — et on vérifie aussi que f se prolonge bien par continuité en 0.

En effet cos z.s(x) a une limite en 0 et ¢(z) - In x (intégration des relations de comparaisons).

oo —uxt
On vérifie aisément que g(x) = / e dt est définie pour x € R et grace a la majoration
0

efa:t

<
14+t " 1412
sous le signe intégral (théoréme 6.2/ page 267).
Pour x > a > 0, on peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral (théoréme
o g t t
6.26 page 268) a h(x) = — /0 =T e " dt car e S =T e~ . Donc g est dérivable
et ¢’'(z) = h(x). On montre de méme que ¢’ est dérivable sur tout intervalle [a, +oo] (donc sur

on peut méme dire que g est continue sur R, grace au théoreme de continuité
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+oo
0, +00[) et que g"(z) = /
0
La conclusion est alors la méme que pour f.
Maintenant, la fonction § = f — g est solution de § + ¢” = 0. Comme f et g ont une limite
nulle en +o00, on en déduit que 6 = 0 et donc f = g sur R%. Pour x = 0 : f se prolonge par
continuité (en effet cosx.s(x) a une limite en 0 et c(x) o Inz (intégration des relations de

comparaison). Comme ¢ est continue on a finalement f = g sur R,.
Pour prouver que f a une limite nulle en 400, on utilise la formule (1) et la majoration
| cost| 1

@+0)? S 0+

5 bour = > 1 ce qui permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée

e—zt

(théoreme 6.22 page 266). Pour g, on majore —— —

1
par —— et on utilise le méme théoreme.
2 1+¢2

—t
c_ cos(zt)| <

—t \/E

e
t — —= est intégrable sur ]0, +-00[, on peut conclure.

Vi
400 400
Posons h(x) = f(z) +ig(x) = /0 exp|(iz — 1)t]% = /o F(x,t)dt.

et " (at) et
— et |— sm x -
Vit

Vit

Solution 2.4.20 On utilise les inégalités < Comme

0
Comme a—(x,t)' = |exp[(iz — 1)t]Vt| < e/t € L'([0,+o0[, on peut dériver sous le signe
x
intégral (théoréme 6.26 page 268).
Apres une intégration par parties, on trouve : h(z) = —2(z + i)h/(z). On peut résoudre cette
Squation différenticlle : - ! rol i d
équation différentielle : — = — =— ce qui donne
4 T 2w 21y
W) = exp(i/2Arctan x)
(1+ 22)l/4
1 1 24+1+1 1 Va2 —1
Avec 0 = —Arctan x, on vérifie que cost) = — Tt et sinf) = — Tt )
9 9 (22 + 1)1/A V2 (224 1)
+oo — +o0
Comme f est paire, g impaire et, vu que f(0) = / eﬁ dt = 2/ e du = /7 on peut
0 0
dire que
(s
et

= sgn (x

vaf;—it—

Solution 2.4.21

(1) Grace a la régle de Riemann en 0 et en +oo (cf régle (i) page 262), on vérifie que f est
définie pour « €]0, 1[.

1
dz
est continue, en effet, soit |a, b] C|0, 1], on écrit f = g+ h ou g(a) = / —— et
f 0. <0, 1] f=gthongle)= [

T da
h(a) = —— et on prouve que g et h sont continues. On utilise pour cela les
oz

1+x)
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majorations suivantes :

b__ blnzx o alnzx

="t <% =e <™ =% si x €]0,1]
7% = ealna} < % = ealnz < eblna} — .I'b sire [1,_'_00[
1 1 1 1
d’ou < si z €]0,1] et si x € [1,+o0] (tou-

S <
re(l1+z) 21 +2) z(14+2z) = 2¢(l+2x)
jours pour « € [a,b]). On peut alors appliquer le théoréme de continuité sous le signe
intégral (théoréme 6.24 page 267)

1
d
(2) On remarque tout d’abord que / _
o r*(1+x)
dz

—+oc0o
Etudions _
/1 x*(1 4+ x)
/+°° dz /+°° dz /+°° dz ..
_ S —  dou
1 l.a(]_ + l’) 1 :L,aJrl 1 xa+1(1 + ZL‘)

/+°° dz 1
——— | <
1 (l+2) o«
1
On déduit alors le résultat : f(a) ~ —.
a

est borné pour «a € [0,1/2] par g(1/2).

1
(3) En faisant le changement de variable x = 7 on obtient f(a) = f(1 — «).

(4) En reprenant le changement de variable ci-dessus, on obtient

Y71 1 dx
f(a):/o (x_a+x1a) I+x

(o 1 .
et pour rendre les calculs symétriques, on pose o = 3 + [ ce qui donne

fle) = / (5 55) o

Grace a linégalité 2” + 277 > 2 (développer (%2 — 27/2)2) on déduit que f(a) >

bood 1
2 / @ f (—> = 7 ce qui donne la borne inférieure.
o (I+2)/x 2

Solution 2.4.22
(1) Dp =] — 1, +00[ en utilisant la régle pratique (i) page 262).
F X\, car x — t” est décroissante.
1
Apres une intégration par parties : F(x + 1) = (z +1)F(z) — —.
e
(2) F est continue & droite en 0. En effet, si x — 07 alors, comme
o f(z,t) = e 't* = e~te ®In? est continue sur [0, +oo[x]0, 1)
ecte t" et
le théoreme de continuité sous le signe intégral (cf théoréme 6.24 page 267) nous permet
de dire que lim+ F(z)=F(0)=1-1/e.
x—0
On en déduit que, six+1— 0 :
FO)+1/e 1
r+1 x4+l

F(z) ~
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1
(3) F(x+1)< F(z) don 0 < F(z) < — et donc lim F(x) =0. On a méme mieux avec

exr T—-+00

lim <xF(x) _ é) — lim (Flz+1) = F(z)) = 0

T—-+00 T—+00
d’on F(z) !
ou F(z) ~ —.
ex
(4) O F(x) /115“ dt /1( 1)t* dt = / Z dt (t) (D" o
na: F(z)— = e — un(t ol up(t) = ——t"**.
0 0 n!
1
Or : |u,(t)| < gt (n > 1) on a donc convergence normale (qui entraine la convergence
n!
uniforme) sur [0, 1] et on peut permuter / et Y (cf. théoréme 5.55 page 253) d’ou
oo (—1)" 1

Fla)= 5%

= n! n+ax+1

Solution 2.4.23

1
(1) f est définie pour = > 0. Soit F(x,t) =

V=) (t+ )

en majorant par

1
Vi+x

1 1
— et i+ x)3/2 par W pour x > a > 0 on obtient
1
|F(z,1)] <
Vil —=t)(t+a)

8F( ) —1 1 1 1 1

_ l‘, P _

ox 2 \Jt(1—t) (t+ x)3/2 t(1—t)(t+ a)3/?

F
On vérifie aussi que F et . sont continues sur ]0, 1[x]0, +ool, ceci permet d’affirmer
x
1

_ -1
/\/ 1—t)(t+x)32

dérivation sous le signe intégral (on utlhse les theoremes 6.24 et 6.26 pages 267 et 268).
1
dt 1
————— = 2Argsh— ~
0o Vt(t+x) NEA

~ —Inz en 0). On remarque alors que

que f est dérivable et que f'(x grace au théoreme de

(2) Etude en 0 : soit g(z) = —Inz (la fonction Argsh

t d’avoir 1 ’ltt/1 dt
perme avolr le resulta —
0 \/t(t+x)
1 1 1 t 1
0< <
Vil —tt+az) \/tt+x VI—tVit+z 11

et en intégrant 0 < f(z) — g(x) < 2 d’ ou I equlvalent en0de f: —Inz.

Sz t+x<x\/5

Oéh(x)—f(x)g/ol\/zx(\i;iéx\lﬁ/ol\/%:xf/i.

Etude en 400 : on pose ici h(zx) On remarque que

d’ou
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On obtient alors f(z) ~ -

VT

3 [t dt

" — _
On a, comme au 1., f"(x) = 4/0 (t-|—;p)2\/t(1—t)(t+$)'
2 + 1 T+ 2? t*—t

On utilise ensuite la relation 1 — + = ce qui donne
r+t  (x+t)?  (z+1)? d

flx)+2Q2x+1)f'(x) + %(:c + 23 f"(z) = —/ 7"15(1_75) dt.

o (z+1)>

On intégre cette derniere quantité par parties :

/ VIa=t) 123/t 1) ' 1/1 2t — 1 "
(z+1) [ErnEE 3 (x+ )32 3Jo (z+t)t(l—t)(z+1)

4
et en écrivant 2t—1 = 2(t+x)—(2z+1) on trouve f(x)+2(2x+1)f’(x)+§(3:—1—902)]“’(95) =
2 2
gf(x) + =224 1) f'(x) ce qui s’écrit :

(
3
(x4 23 f"(z) + 422 + 1) f'(z) + flz) =

On a le développement en série suivant

1 1 1 2n)! t "
T e v ()
pour z > 1.

On utilise le théoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions (théoréme
5.55 page 253) en prenant la série de fonctions ) f,, ou

o= e

xt(l —t) x

1
Montrons que la série ) / | fn(t)| dt converge :
0

pour calculer les intégrales mises ainsi en évidence, on pose t = cos® u et on se ramene
a une intégrale de Wallis. On a donc

[ morae= 7z [5e] &

avec © > 1, ceci correspond au terme général d'une série convergente (utiliser la regle
de d’Alembert—application (i) page 241—).
On peut donc intégrer terme a terme et écrire

— -1)" —— —dt
21
Z 22”71'2 oy pour x > 1.

On obtient ainsi un développement asymptotique pour f convergent (ce qui n’est pas
le cas de tous les développements asymptotiques que 'on peut faire).
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Solution 3.1.1
1

1 —
(1) (1+2)(1+ 2y
posant u = y+/z on obtient

5 est intégrable sur |0, +oo[ pour z > 0 (c’est un O(1/y%)). En

/+oo dy _ 0
, Aro(+ad) e+

77 m LT
—577 en +oo et & ——= en 0)

xr — ————— est intégrable sur |0, +00[ (équivalent a

2\/x(1+ x) 223/ 2\/x
2
donc I est bien définie et en posant v = v/ on obtient I = %
1 1
(2) Soit f(z) = 2n$1 qui se prolonge en 1 par f(1) = 5 f ~ —Inz en 0 et
x J—
lirf 232 f(z) = 0 donc f est bien intégrable sur ]0, +ocl.
Relions maintenant le calcul de J a celui de I : pour y # 1, une primitive de
1 , 1 1+ xy?
T — est donnée par In donc

(1+x)(1 + zy? yv>—1 14z

oo dx o, Iny
| e

+o0o 2
On obtient ainsi I = 2/ f(y)dy soit J = %
0
Remarques : on a fait le calcul pour y # 1 mais ce résultat reste vrai pour y = 1.

1 +o00
1 1
On peut aussi remarquer que / 2ny1 dy = / 2n$1 dx (poser x = 1/y) donc
0o Y — 1 e =

1
1 1
J=2 / 2ny dy. On développe alors

o ¥y —1 1—vy

qui donne le résultat.

en série et on intégre terme a terme, ce

2

Solution 3.1.2
1 .
(1) Soit g(z) = / £l dy = 20— e) ators
0

n’est pas intégrable sur [0, +oo[ donc f n’est pas intégrable sur [0, +oo[?.
(2) g est intégrable sur [0,n] donc f est intégrable sur A,,, I,, est bien définie et vaut

nmw “+o0 nmw _:
I, = / ( f(z,y) dy) dz = / Sl 1
0 0 0 T

Si on fait le calcul en intervertissant les intégrations alors

= /Om (/Omﬂx,y) dx) ay

+o0 1 -1 n+1€fny7r
0 1+y 1+y

Me’fD est intégrable mais M
x x

+oo ,—nym
7r e
2 o 14+9?
—ay
car une primitive de x — e~*¥sin x est donnée par T2 (cosz + ysinx).
Y
X b'e
sin 1 —cos X 1 —cosz
En intégrant par parties, / r=———>H / —— da. Les 2 termes du
0o T X 0 x
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1 —cosx
second membre admettent une limite quand X — +oo (z —

+o0

5 est intégrable
x
sinx

sur [0, +o0[) donc

dx existe. On obtiendra la valeur de cette intégrale en

0
prenant la limite de I,,.
+oo —nyr q +oo 1
Or/ u</ e "dy=— — 0.
0 1+y? 0 nm
T sin g T

dr = —.
2

Conclusion : /

0 T

Solution 3.1.3

(1)

|£.(t)| = e~ Re()¥ est bien intégrable sur [0, +oc[. Pour calculer I(z)? on procéde comme
pour le calcul de 'intégrale de Gauss :

+oo ) +oo ) +oo +o0 ) )
I(z)? = (/ e " d:p) X (/ e dy) :/ (/ e " d:p) e " dy
0 0 0 0
s o w/4 400 N
= // e # @) dp dy = / (/ e " TdT’) dé
[0,4-00[2 0 0

o
4z

Soit I(z,x) = fow e~ dt, on coupe l'intégrale en 2 et on fait une intégration par parties
dans la seconde intégrale :

1 ) e~ % e~ T 1 T e—zt2
I(z,x):/ e * dt + ————/ dt.
0 2 1

z 227 2z 12

On déduit de ceci que I(z,x) a bien une limite quand = — +o00 et que sa limite, que

2
e~ 1 +o00 e—zt

22_51 12

dt.

1
I'on note encore I(z), vérifie I(z) = / e dt +
0

1
42 42 42 . 42 .
o e <let z— e t— e * sont continues donc z — / e~ dt est continue.
0
€_Zt2 1 e—zt2
° v < o et on a aussi continuité des applications z,t — 2 donc z +—
1 +o0 e—zt2
— -—dt.
2z )y t

Conclusion : [ s’est donc prolongée de la sorte en une fonction continue sur D.
141 ,
v = C'+iS.
2 V2

Il reste a déterminer le signe de S (par exemple). Or, par le changement de variable

77
En utilisant la question précédente, on a I(—i)* = ’LZ soit [(—i) = +

) . 1 [T sinx C : .
x = t* on obtient S = — dx que l'on écrit sous forme d’une série
0

2 Vi

g 1 f /("H)’T sin z dz d f( 1y T sinu d
= — xr = —_ _— u
2 e NG 0 Vu+nm

n=0
ouon a posé x = nr+u. S étant la somme d’une série alternée (vérification immédiate),
S est du signe du premier terme qui est positif.

Conclusion : S =C = ﬁ

2V2

n=0
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Solution 3.1.4 On se ramene tout d’abord au cas ou « € [0, 7.

On réduit la forme quadratique Q(z,y) = z* + 2zy cos a + y? dans le groupe orthogonal soit

2% 4 2zycosa + y? = (cos%(x+y))2+ (sing(:p—y))Q. En posant X = T Yy = rry

? V2 V2

I'équation de E, devient 2 sin® %Xz + 2 cos? %YQ = a.
e Si a €0, 3[U]F, 7| alors E, est un “quart” d’ellipse et on sait qu'une paramétrisation
2 Y2
de l'intérieur de ellipse T + 5 = 1 est donnée par x = Aucosf, y = Businf,
u € [0,1] et 6 € [0,27]. Ici, on s'intéresse a l'aire de l'intersection de cette ellipse avec
les droites y =z, y = —z, y > 0 donc u € [0,1] et § € [61, 7 — 61] olt § = 1 = Arctan 4
(correspondant & y = x). Si on fait le changement de variable (u,0) — (x,y) alors le

AB
calcul de l'aire ffEa dx dz donne 7(7‘(‘ — 260;) = AB Arctan % = donc l'aire de

2 sin «

E,. L’aire comprise entre F, et E, 4, vaut donc

—+00 d
I(a) :/ et 0 c
0

2sina 2sina’

T
e Sia = 5 alors I(a) = // e~ @) gy dy et, en passant en polaires, on obtient
=

T
e Si a =0 alors E, devient x + y = y/a et I'aire délimitée par E,, x = 0 et y = 0 vaut 5
) ) R o da 1
(aire d’un triangle rectangle isocele) donc 1(0) = et =5
0

e Si o = 7 alors si I(7) existe, on peut faire le changement de variable u = x — y, v = z,

400 v v 0
I(m) = / (/ e du> dv. Or f(v) = / e du > / e~ du donc f ne peut
0 —00 —00 —00

étre intégrable. On arrive & une contradiction, /() = +o0.

Remarque : les cas a € {0,5, 7} se déduisent de la formule générale donné plus haut.

1
v/cos @ sin 6

Solution 3.2.1 Le domaine est défini en polaires par <r < 2etarctanf; < 6 <

arctan s ot 0 = 2 — /3 et 6y = 2 + /3.

On obtient alors

1 do 2
— —1In

02
AZQ(QQ_HI)_§/91 cosOsinf 3 (2+\/§)’

= t
Solution 3.2.2 Supposons que 0 < b < a, on fait le changement de variables : {x au C‘OS
y = busint
e A, est transformé en A} : ¢t € [—7/2,+7/2], u € [-1,+1],
e Ay est transformé en A} : t € [-7w/2,+7/2], u € [—v(t),+v(t)] on v(t) =
ab
Vit cos?t + bisin’t
Le jacobien de la transformation vaut ablu|, 'aire recherchée s’écrit donc

+m/2
A= ab/ inf(1,v%(t)) dt

w/2
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(en application du théoréme 6.37 page 276).

b? — a?

En choisissant ¢ = Arctan —, cos 29 = ——— et (apres calculs)
a a

1 <o(t) & cos2t < cos2p < @ < |t
On a alors A = A; + A, ou

w/2

® 3b3 b
«4122/ ? dt = 2ab Arctan — et .A2:2/ abdt:ab<g—<p>
0 a

acos?t + btsin®t o

et donc A; = Ay (par raison de symétrie) ce qui donne finalement

A = 4ab Arctan é
a

Solution 3.2.3 D est symétrique par rapport a 'axe Ox donc il suffit d’intégrer sur D’ défini
cos

par 42 < 2x et y > 0. Si on passe en polaires, cela donne 0 < r < 2.—29, ¢ € [0,5[. On fait
sin

donc le changement de coordonnées en passant en polaires d’ou

w/2 2cos 0/ sin? 0 2 d
5 / / _2rdr ) g
0 0 (1+72)

w/2 1 /
2 1— d
/0 [ 1+ 4 cos? H/Sin‘l@}

1

)

Solution 3.2.4
(1) En cylindriques: I} = /// (cos@ + sin@)r*drdfdz o A = {(r,0,2),0 < 0 <
A

(R

,0 <
rgl,nggrz}d’oflh:g.

(2) Onposeu=x+y+z,v=y+2z, w=2z: 12://A$—zdudvdw,A:{(u,v,w),0<
w<v<u< 1} Dou, par Fubini: I, = VER

1
(3) Avec p=+/a?2+ (2 +~%et Z = ;(ozx+ﬁy+’yz) :

+1
4

I3 = /// cos(pZ)dX dY dZ = 7T/ (1—Z* cos(pZ)dZ = p—g(sinp— pcos p).

B —

1

Solution 4.1.1 Se faire le tracé sur ordinateur...

Solution 4.2.1 1l faut et il suffit que t3> —a =0 et t3 —b = 0i.e. a = b et dans ce cas, pour
t = /3 on a un point de rebroussement.
L’ensemble des points de rebroussement a pour coordonnées (3a'/?,3a*?) : parabole
: z°
d’équation y = —.

3
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Solution 4.2.2 Les asymptotes sont données par

1 3

5 9
ot — —1: y—2:c—§:1(t+1)+0(t+1).
La droite uz+vy-+w = 0 coupe la courbe au point de parametre ¢ ssi wt3+3(u+v)t? — (v+w)t—
u =0 (on réduit au méme dénominateur). Si on pose o1 = t; + to + t3, 09 = tite + tots + t3t1,
03 = titats, alors la C.N.S. d’alignement des points de parametres ¢, t5, t3 s’obtient en éliminant
u, v, w entre les relations

U+ v v+w U
op=-3——, 0Og = ————, 03 = —
w w w
(on remarque que, si w = 0, la droite ux + vy = 0 ne coupe la courbe qu’en au plus 2 points).
La C.N.S. est alors —oy + 3092 — 303 + 3 = 0 (on n’a prouvé ici qu'une implication).
La tangente au point d’inflexion coupe la courbe en 3 points confondus (on dit que la droite et
la courbe sont osculatrices). En reprenant la C.N.S. ci-dessus, on arrive & —t3 + 3t —t + 1 =
0, équation qui donne la valeur du parametre au point d’inflexion (ce que 'on peut vérifier
directement mais de fagon plus laborieuse). En revenant aux équations ci-dessus, on obtient
o1 =3,09 =1, 03 =1 dou la tangente au point d’inflexion x — 2y + 1 = 0.

Solution 4.3.1 L’équation du plan osculateur en M (%) est :
() 3bct>X — 3actY + abZ — abet® = 0.

P uzr+vy+wz+h =0 coupe I' aux points de parametre ¢; racines de 1'équation wet?® +vbt? +
c

uat + h = 0 donc : v = —Ewal, u = —woy et h = —cwos (w # 0, o; fonctions symétriques
a
aoy, bo
élémentaires des t;). L’intersection des I1(¢;) est le point A(Yl, ?2, cos) et A € P d’équation

bcosx — caoyy + abz — abcos = 0.

Solution 4.3.2 On a pour tout point M de I' de parametre ¢ : OM.ﬁ(t) = asht : si on pose
—_— = — —
OM = f(t) alors f'(t) Ln(t) et f"(t) L 7i(t) par hypothese.
— — —
En dérivant : f(t).7'(t) = achtet f(t).7"(t)+ f'(t).7'(t) = asht. Or, en dérivant la relation
ﬁ
f'(t).7i(t) = 0 on obtient
— —
Fre)a )+ fU()(t) =0

d’out 7’(t).ﬁ’(t) = 0. On résout alors le systeme :

F(t)7i(t) = asht, f().7 () =acht f(t).7"(t) =asht

sint cost

d’ou z = _aTt’ Yy = aTt’ z = atht et on vérifie que P; est un plan osculateur a la courbe
¢ c

ainsi obtenue.

Solution 4.3.3

A 1 - - S

(1) ds = 12(;) dz ot A(z) = v/2(92* +4), T = 10 [(924 — )i+ A(z)g + 1222k,
m?+1 — 1 m
2)ds=a———+—dl ; T = ——— |—mthmbu + v k
(2) ds chm# ’ m2 + 1 mn mu+v+chm6 ]’
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DERIVATION ET INTEGRATION
(3) ds=dt d'od T = ¢ TN el
= = sh (1t/a) ,ouC—W
(4) ds = 1+7Chztdt, T = L(costzﬁ—k sintj + shtlg) = 1
cht cht cht

qui fait un angle ¢ avec i dans le plan Vect(z_': j)

R =-"ch(t/a) = —T.

V2

(7 + sh tk) ot @ est le vecteur



