SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

1. SERIES ENTIERES

1.1. Rayon de convergence d’une série entiere.

EXERCICE 1.1.1.
+oo

Rayon de convergence des séries entieres > u,2" o u,, vaut :
n=1

(1) Inn  (2) V™ (3) n-D" 1) 2 - VA )2 VD)
n)! n)n?" 1
(6) 512'71)" (7) 2<3n‘)(3n>' (8) /0 et dt (9) 0sin# pQ’ plsin= pZ.

EXERCICE 1.1.2.

(5) n"

Soient Y a,2" et > b,2" 2 séries de rayon de convergence R et R’ strictement positifs.

(1) Que dire du rayon de convergence de > a,b,2" ?
(2) Si lim % =1 > 0, quelle relation a-t-on entre R et R'?

n—-+o0o

n
(3) Si R < R': rayon de convergence de la série enticre ) | ¢,2" ol ¢op = ap, Copi1 = by?

1.2. Séries entiéres d’une variable réelle.

EXERCICE 1.2.1.

1
1 _
Calculer I = / o CoST

0 T

dz a 107° pres.

EXERCICE 1.2.2.

Montrer que
L /In(1 — 1 S |
[ s
0 x x ~rp+1)

En déduire 1.

EXERCICE 1.2.3.

Montrer que

L2 lng 1
I = do = — S —
/0 -z " ;(n+2)2

Calculer I (attention aux justifications !).
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EXERCICE 1.2.4.

Par un changement de variable, établir la relation suivante :
T Inw < (=)

I= du = P a——

/1 T ru2 " ;;(2n+1)2

Préciser comment calculer 7 & 1075 pres.

EXERCICE 1.2.5. Chercher les développements en série entiere pour :

(1) (14 2%)°/% cos(aw Arctanz) (2) chacosx (3) (z+V1+ xQ)k
2(1 — 27
(4) Arctan 21— 2) (5) / In(1 + xsin®t)dt (6) (Arcsinx)?
1 + 41’ 0 T s .
(7) Arctan —0 % (8) e_’”Q/Z/ 2 at (9) x/ 5 fsmt
— X COs 0 o T=—2xcost+1

1
1—2zcha+ 22

2
(10) sin(a Arcsin z) (11) (12) / In(1 — 2z cost + 2?) dt
0

EXERCICE 1.2.6.
Soit a €]0, 1].
+o00o
(1) Montrer que la série Y sin(a™z) converge pour tout € R. Soit f(z) sa somme.
n=0
(2) Prouver par analyse et synthese que f est développable en série entiére au voisinage de
0 et donner son développement.

(3) A T'aide d’une suite double sommable, retrouver ce résultat.

EXERCICE 1.2.7.

Rayon de convergence et somme des séries (x est un réel) :
x4n (_1)n—1x2n+1 1 1
1 2 ) (14+=4+--+—)2"
W @ e (>(+1!Jr Jrn!)”"j
(4)

T " T T
T (5) —cos (Z + n§) (6) apz™ ol apy3 = 2an42 — 24,41 + ay,

EXERCICE 1.2.8.

+o0o u +o0 v
Rayon de convergence de s(z) = ) —T'Lx" et t(x) = > —T'Lx" ou les suites u, et v, sont
n=0 T n=0 T

déterminées par
Upt1 = Up + 4Un7 Up+1 = Up + Up.
Calculer s(x) et t(x).

EXERCICE 1.2.9.
On désigne par a, le nombre de triplets (z,y, z) de N tels que = + y + 2z = n.

(1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere a,u".

—+o0 1
(2) Montrer que ;::O anu” = (1— w21 —u?)

; en déduire la valeur de a,,.
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EXERCICE 1.2.10.

Soit (E,T) un magma non associatif (i.e. un ensemble muni d’une loi interne). On désigne par
P(n) le nombre de composés distincts que 1'on peut former avec n éléments donnés de E pris
dans un ordre donné (n > 1).

(1) Vérifier que P(n+ 1) = i P(k)P(n+1—k).

+oo
(2) Montrer que la série entiere S(z) = > P(n)a™ vérifie S?(z) = S(z) — = (on ne se
n=1

préoccupera pas ici de rayon de convergence).

1 2n=2)t . . .
(3) En déduire P(n) = ———— ; justifier a posteriori les calculs.

nl(n—1)"°

EXERCICE 1.2.11.

Considérons la suite définie par ag = a; = 1 et pour tout n > 2 : 2na,, = 2na,_1 — a,_s.
+oo
(1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere : S(2) = > a,2".
=0

(2) Montrer que S est solution de I’équation différentielle : (1 — :v)yf— p(z)y = 0 ou p est
un polynome.
(3) Donner une expression de a, en fonction de n.

EXERCICE 1.2.12.

Soit P, le nombre de partitions d’un ensemble fini de cardinal n.
(1) Montrer que :
“/n
Py = ; (k) P

(2) A l'aide des séries entieres, donner une expression de P, sous forme d’une série.

EXERCICE 1.2.13.

e tdt
Soit n € N* et > 0, on pose : F,(z) = / _onrer
o (2+a?)n
) Etudier la continuité et la dérivabilité de F,,. Montrer que F! () = —2naF,,(z).
) Trouver une relation de récurrence entre F,, F, 11, F,o.
) En déduire que F,, vérifie : F)(z) 4+ 2nF) (z) — xF,(x) = 0.
) Trouver lim z**~1F),(x).

Tr—

(1
(2
(3
(4

EXERCICE 1.2.14.
1
(1) Continuité et dérivabilité de f(x) = /
o 1+t

(2) Chercher le développement en série entiere de f(z).
R

3) Mont > 1, — )

(3) Montrer que, pour x f(z) n§:O r——

T

dt (z > —1).
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2. SERIES DE FOURIER

2.1. Coefficients de Fourier.

EXERCICE 2.1.1.

Déterminer la série de Fourier de la fonction f impaire, 27-périodique sur R définie sur |0, 7|
par :

a) f(t) =sin b) f(t) =cos? c) f(t) =sht d) f(t) =t
Quelle est la somme de la série obtenue?
Meéeme question en considérant cette fois f paire.

EXERCICE 2.1.2.

(1) Déterminer a, b, c réels tels que la fonction f paire, 2m-périodique définie sur [0, 7] par

2 - - : T cosnx
f(z) = ar® + bz + c ait pour série de Fourier : }  —
n=1 T

(2) Déterminer la somme de cette série. Qu’obtient-on pour x =0, x =7 ?

2.2. Convergence en moyenne quadratique.

EXERCICE 2.2.1.

Soit f une fonction impaire, 27-périodique sur R définie sur |0, 7 par f(t) = wt — 2.
(1) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence et sa somme.
(2) On définit g : R — Rpar: ¢"(t) = f(t) ; g(0) = g(m) = 0. Calculer la série de Fourier
de g.

+oo
(3) En déduire )

Ll ogx
n=0 (2n + 1)6’ n—1 nb’ n—0 (2n —+ 1)10.

EXERCICE 2.2.2.

(1) Développement en série de sinus de f(x) = x(m — z) définie sur I = [0, 7].
—+o0 (_1)17 +oo ]

2) Trouver les sommes des séries : — T —.

(2) pz::() (2p+1)3 ;= nb

2.3. Convergence ponctuelle.

EXERCICE 2.3.1.

Soit @ > 0, on pose f(t) = ———————. En écrivant z = €', développer f en série de Fourier.
cha + cost

T cosnt

En déduire : / _—
_xcha-+cost

EXERCICE 2.3.2.

Montrer que, sur un domaine que 1’on précisera,

+oo . 9
. 8 sin“ kx
|sinz| = — ;1 e 1
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EXERCICE 2.3.3. -

Soit f € C(R,R), 2m-périodique.

(1) Calculer — / (x +h) — f(z — h)|*dz en fonction des coefficients de Fourier c,(f)

de f.
(2) On pose w(z) = sup |f(t) — f(t+y)| ouz > 0. Montrer que :

teR,0<y<z
T2
> lelP < [w ()]
2h—1|n| <2
1
3) On suppose que w(z) < Czx®*ou > — et C > 0.
( ppose q :

+oo
a) Montrer que Zl len ()| + |e—n(f)| converge.

n=
b) En déduire que la série de Fourier de f converge uniformément vers f,
c¢) Prouver enfin que si @ > 1 alors f est constante.

EXERCICE 2.3.4.

On définit 7 (t) = 1—2rcost+r2 fe (m

Poisson cf. exemple (i7) page 293).

), |r] < 1 (c’est ce qu’on a appelé noyau de

(1) Chercher le développement en série de Fourier de P.(t).
“+o00o
(2) Si f(2) = > a,2" est une série entiere de rayon de convergence R > 1, prouver que,
n=0
pour z = re' on a :

Qu’en penser ?

EXERCICE 2.3.5. Autour des nombres de Bernoulli :

1 i 4
(1) Montrer que, si |z| < g ¢ € C\Z: cos(2mzx) = %(—1)"% 2mne
En déduire les développements d’Euler :
1 ™ 1 X (-1)"2z
WCOtanWZ__jL 22—n2 o sinﬂz:;—i_zlm'
+oo 1
(2) On pose ¢(2k) = >_ —; (¢ fonction de Riemann).
n=1M
1 fo0 921
Prouver que 7cotanmz — — = — Z (Z 7) pour |z| < 1.
n?

1
En déduire que 7 cotanmz = — — 2 Z ((2k)2%*~1 et donner le D.S.E. de tan .
z k=1

Démontrer ensuite la relation suivante :

! _1——+Z e SR o

92k—1 2k
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2K)1C(2k
k+1(22k)7€7(r2’“) les nombres de Bernoulli ;

S 1 1 1
montrer que by + (Tll)bl + -4 (nfl)bn,l =0, en déduire : by = & by = ~35 bg = oL

1
(3) Soient by =1, by = g bop—1 =0, by = (—1)

1
by = ~30 calculer ((2k) pour k € {1,2,3,4}.

EXERCICE 2.3.6.

Ici, p désigne un réel strictement positif.

P
(1) Soit f : R — R, de classe C*, de période p telle que / f(t)dt = 0.
p 2 47T2 p "
Montrer que / fo)de > —2/ f2(t) dt avec égalité ssi f s’écrit sous la forme :
0 b= Jo

2mt 2mt
f(t) = acos — 4 bsin —
p p

oit z : R — C, de classe C', de période p, z(t) = f(t) + ig(t) ; on suppose que
2) Soi R C, de cl C', de périod ]
P
/ £ dE =0 et W € R, f2() + g2(t) = 1.
0
4 P
Montrer que il / f(t)g'(t) dt < p avec égalité ssi J(a, b, c) € R3 tels que
D Jo

p2

4z’

127t
z(t) = (a + ib) exp (£> +icet a® +b* =
p

P
(3) Montrer que le résultat du 2. reste valable si / f(t) dt n’est pas égal a 0.
0

(4) Interprétation géométrique 7

EXERCICE 2.3.7.

(1) A Paide d’un développement en série de fonctions, prouver que

0o - +00
SN ax a
I(a) = dr = =
(a) \/0 et — 1 x Z (7,2 + n2

n=1

+oo
(on utilisera le résultat : sinaze " dx = %)
0 a“+n
(2) Calculer le développement en série de Fourier de f(t) = chat, t € [, 4+7x]|. En déduire
la valeur de I(a).

EXERCICE 2.3.8.

Soient (un)nez €t (vn)nez deux suites complexes telles que > |u,| + [u_n| et > |vn] + |v_4]
+o0o +o0o
convergent, on dit par la suite qu’elles sont sommables et on note > w, = > u, + Y. U_y.
nez n=0 n=1
(1) Montrer que (uyv,—p)pez €st sommable.

(2) On note w,, = Y uyv,—p, prouver que (w,) est sommable.
PEZL
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(3) On appelle U(z) = 3 tipe ™, V(z) = 3 v,e™. A Daide de la formule de Parseval

neZ nel

s () (5)

nel neZ neZ

montrer que

L |
(on pourra établir que w,, = o / U(z)V(x)e "™ dx).
m

—T

EXERCICE 2.3.9. E

(1) Chercher le développement en série de Fourier de g(f) = exp(te??) ; en déduire la
formule :

+o0 om 2
t 1
E : — e2t cos 6 de.
(nh)?2 27 J

n=0

(2) On pose I(t) = / 049, ¢ > 0.
0
Pour ¢ > 0 fixé, montrer qu’il existe 6 €]0, 7[ tel que :

62 62
Vo e [0,5]:1—5<c059<1—5(1—€)2.

i

5 (1—e).

teo VT e,
Comme / e du= —5 o on choisit t; pour que t > t; = / e du>
0 0

Prouver alors que :

2t 9 2t
ﬁe_(l _ 5) < / €2tcosede < ﬁe_ 1 .
2 \/E 0 2 \/51—6

\/E e2t

En déduire que I(t) ~ 5 i quand ¢ tend vers +oo0.

Donner alors I'équivalent quand z tend vers +oo de

—+00 "
f(l’) = ZO (TL')2

EXERCICE 2.3.10. E

+oo
Soit (a,)neny une suite de réels positifs non tous nuls telle que > n?a? converge. On pose
=1
+o0 !
f(x) = a,cosnz et on suppose que f est de classe C!, on appelle ¢ sa dérivée.
n=1

(1) Calculer / lo|?(t) dt.
’ +o0 4 +o0 +oo
(2) Montrer que (Z an> < (Z a%) <Z n%i).
n=1

n=1 n=1
(3) Que penser de la validité de cette inégalité si on suppose seulement > n?a? convergente ?
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1. INDICATIONS :
Indication 1.1.1 (1) R=1, (2) R=1(si 0 <z < 1 alors u,2" — 0 et u,, — +00),
(3) R =1 (somme de 2 S.E. de rayon =1 et u,, / 0), (4) R =1 car u,41/u, — 1,
(5) R =0 car un+1/un — +00, (6) R= £ car un41/u, — 2, (7) R =% car 2L ;—;,
(8) R =1 car fo t"e~tdt < (9) R = 1 (prendre a, = plz?* et utiliser la régle de
d’Alembert.

Indication 1.1.2

g

(1) RR' < R” , on n’a pas d’égalité avec, par exemple : a, = 1+ (=1)", b, = a41.
2) R=R.
E3§ R" = VR.

Indication 1.2.1 Développer

1-cos@ op série entiere et intégrer.

Indication 1.2.2 Développer f(z) = —ln(i—;x) — 1 en série entitre et intégrer sur [0,1], t < 1,
I =1 a la limite.

Indication 1.2.3 Ecrire “”fi—nf SN e ng + 2Nt h(x) ot h(z) = 2L st continue sur
[0, 1] et intégrer, on trouve [ =

5 _ x2
4 6 -

Indication 1.2.4 On pose t = % et on procede comme a l'exercice précédent.

Indication 1.2.5 (1) ay, = 2D (19,2 (4qua.diff.).

i (2p)!

(2) agn = (=1)" ;-

k2 (k2 — 2()( )><k27<2n72> %) (E-D(-)(E=(2n=1)%) :
(3) ag, = o] , Uopg1 = G D)l (équa.diff.).
(4) Ecrire f(z) = Arctan2 — Arctan 2.
(5) Intégrer terme & terme le D.S.E. de In(1 + zsin®t) et utiliser les intégrales de Wallis,

_( 1)n 1 22n( )2

an = n ° (2n)! 2
(6) Intégrer le D.S.E. de la dérivée de (Arcsinz)? (obtenu par équa.diff.), on trouve
2211—2[(”_1)!]2
2n = "@n-101 '
7) Intégrer le D.S.E. de f’, on trouve f(z) = > Smgw) "
8) On obtient a, = (—1)" (2%:&!)! avec une équa.diff.

(7)

(8)

(9) Utiliser le D.S.E. du 7, intégrer terme a terme puis faire une I.P.P., on trouve a,, = 7
(10

(

(

(-t

10) agny1 = ((2”_1)2(_22?1(;!')(1_“2)()4 (équa.diff. comme au 3).

sh(n+1)a

11) Décomposer la fraction rationnelle on trouve a, =

1
1—2z ch atz2? sha

12) Montrer que f027T In(1 —2zcost + %) dt = 2rIn(l — z) — 4z | #g;m dt et utiliser le

(9).
Indication 1.2.6

(1) Montrer que la série > sin(a™z) converge normalement sur tout intervalle [—M, M].
400 —1)P
(2) Montrer que g(x) = > 7 W
g(azx) =sinzx, g(0) = 0, g continue en 0 et que g = f.
(3) Développer sin(a"x) en série entiere et appliquer le théoreme d’interversion des somma-
tions.

Indication 1.2.7

%71 est 1'unique fonction vérifiant g(z) —

(1) R =1, poser z* =y, la somme vaut - (2 Arctanz + In (}£)).

(2) R=1, poser 2 = y, la somme vaut & 2“ Arctanx + 3.
(3) R= <~ (produit de Cauchy).
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(4) R=1, poser x =y et intégrer avec un logiciel de calcul formel pour trouver
6z 2/3 ln 1/3 2\/_(ArCtan 2wl E)]

V3 6
(5) R =1, pour le calcul de la somme, calculer séparément la partie paire et impaire, on
obtient S(z) = — 5 (Arctanz + In(1 + 2?)).

(6) R =1 en général (résoudre la récurrence), pour le calcul de la somme, faire intervenir
ao+(a1—2ap)x+(a2— 2a1+2ao)m
1—2x+2x2—23

Indication 1.2.8 R = +o00, montrer que s et ¢ vérifient s'(x) = s(z)+4t(x), t'(x) = s(x) +t(x).
En déduire que s(z) = $[Ae® + pe™?], t(z) = 1[Ae* — pe~?].
Indication 1.2.9
(1) 1<a, <(n+1)P*=R=1.
(2) Faire le produit de Cauchy de — par —u et par —, pour calculer a,, montrer que
Ay = Gp_o+n+1douay, = (p+1) et agpr1 = (p+ 1)(p+2).
Indication 1.2.10
(1) Ecrire un composé sous la forme (ay...ag)(apsr ... any1) et montrer que lon a
P(k)xP(n+ 1 — k) choix possibles.
(2) Faire le produit de Cauchy de S par elle méme.

(3) Montrer que S(z) = =Y1=* et en déduire que P, = 75,2&7__21))',, penser a justifier les

le polynome 1 — 2x + 2z* — 3. On trouve S(z) =

calculs.
Indication 1.2.11
(1) On trouve R =1 (poser u,, = S Uy = gn(un_1) et étudier g).
(2) On trouve p(z) =1— ¢ d’'on S =

x/2
(3) ap = - " Gp)!

m
2n £up=0 2P (n—p)!(p!)?"
Indication 1.2.12

(1) Soit z € E et A une partition de E, raisonner sur le nombre d’éléments de A, ou A,
est le seul ensemble de la partition A qui contient x.

(2) Montrer que la série entiere R(z) = >, £2z™ a un rayon de convergence est > 0
— n . . .
(prouver par récurrence que P, < n"). Traduire alors la relation par un produit de

;. EEN , . 1 “+o00 ﬂ
Cauchy de 2 séries entieres et en déduire que P, = 2> /7 7.

Indication 1.2.13
cost

(1) Avec aEIn (t2+1a2
Procéder de méme pour la dérivabilité.
(2) Intégrer par parties 2 fois pour trouver
Fo(z) +2n(2n + 1)F, 1 (z) —4n(n + 1) F, o(x) =
(3) Montrer que F), est dérivable puis utiliser F) (z) = —anFnH( ) et le 2.

+0 cos PR
0 C((ﬁff;;i,? pour = > 0 et utiliser le théoreme de conver-
(2n—2)!

gence dominée pour trouver lim, o z*" 1 F,(z) = T2 2 7 en utilisant les intégrales

de Wallis.
Indication 1.2.14

(1) Montrer que f est continue pour tout a > —1 avec le théoreme de continuité sous le signe

intégral. Pour la dérivabilité, utiliser la majoration }gg (x t)} < tdfﬁt‘ (ot g(x,t) = 1)

+oo zF(Int)k

= pour z € [a, b] CJ0, +oo montrer la continuité de F, sur [a, b].

(4) Remarquer que z*"1F, (z) =

et montrer que [}, = I3 fo 0" 4t vérifie |I| < |z|*.

(2) Ecrire que g(z,t) =

k=0 KI(1+t) 1+t

Utiliser alors le théoreme d’integration terme a terme d’une série qui nous donne, pour
+oo gk 1 (Int)*

2| <1, f(2x) =300 & e dt.
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(3) Ecrire que 01 fit = N (~0)MtEdt + oy ot |ry| = 01 tN;::x dt et montrer que

ry — 0. tend vers 0. Par passage a la limite, on obtient le résultat.

Indication 2.1.1 Cas f impaire.

) 2 +o0 (71)n 1

n 1 n2 71 " sin nt.

a

b

e 1 4n2 sm nt.

1)n 1 h .
C e 1 nQH " sh 7 sin nt.

) %
) 2
d) —27 (_n) sinnt — 237 (2p+1)3 sin(2p + 1)t.

Cas f palre
1 +o00 1
7 Lun=1 n2-1/4

(=n"
1 1 y cosnt+

+ = ZJFOO 1(7917“(:“ cos nt.
d’) 4 :2 (_nQ) cosnt + % ?.
Indication 2.1.2
(1) Ontrouve : a =1, b=—%, c= %,
(2) f est égale & la somme de sa série de Fourier, on a 3" 5= %2 et SF (*nQ)” -z
Indication 2.2.1

p+1)t
(1) Sy =231 % f et la convergence est normale.
3

(2) On integre 2 fois, d’ott Sy = £t* — &t* — ’lr? .
: \ +o00 A oo +oo
(3) Appliquer Parseval a f, > "2 m = g5 buis D% # =ggEetag > 7(27#1)10 =

31710
2903040 *

Indication 2.2.2

(1) cf. len”2.2.1

T =
(2) Avec x = 7, on trouve Z @ — %5 la deuxieme somme s’obtient avec Parseval.

Indication 2.3.1 Utlllser I’exemple ( ) page 293, on obtient
flt)y=5-[1+2 o (—1)"e " cos nt], I'intégrale demandée correspond & un coefficient pres

au coefficient de Fourler
Indication 2.3.2 Chercher le D.S.F. de |sinz| et calculer |sinx| — |sin0|.
Indication 2.3.3
(1) Appliquer la formule de Parseval a la fonction z — f(x + h) — f(z — h), on trouve
o (x4 h) = f(o = W) de =45, o, sin® nh| f(n)
(2) Prendre |h| = 5% et utiliser 1'égalité ci-dessus.
(3) a) Utiliser I 1nega11te de Cauchy-Schwarz avec pour avoir

~ 2 ~
<Z2k—1<\n|<2’“ \f(n)|> < 2k <22k—1<\n|<2k |f(n)|2>, en déduire qu’il existe une
constante K telle que i 1<, <or |f(n)| < getmrs et conclure.
b) Poser Y, ., f(n)e™ = g(x) et montrer que f = g.
¢) Montrer que f(n) = 0 pour tout n différent de 0.

Indication 2.3.4

(1) Cf. cours.
(2) Montrer que QL 027T e’ t‘“)f( “‘) du = ae™ sin > 0, 0 si n < 0. Développer de la
méme maniere - fo - ( ) f(e™) du.
Indication 2.3.5

(1) Cf. cours

cosnt.

H>~1I>J>>~]|

n=
9 ch7r

2) 2
b)
)
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(2) Ecrire zL = -2z Zh 0 25+2 et utiliser le théoreme d’interversion des sommations.
Poser ensuite z = 5.
(3) Faire le produit de Cauchy des séries -~ = o bk ?:, par e’ — 1 On obtient les

7 71'2 7'(‘4 us
résultats €(2) = 6 §(4) = 907 §(6) - %7 g( ) 94507 C(lO) 93555
Indication 2.3.6

(1) Ecrire la formule de Parseval pour f et f’ et remarquer que ]?’(n) = Q%f(n)
2

2 4
2) Montrer que p > [* T — gt dt + p—ﬁft "(t)dt. On a égalité ssi
( o\ g 0, F(t g
%’rf —g =0et f(t) = acosm — bsinm et on intégre
(3) Prendre fy(t) = f(t) — f(O) et remarquer que [ fo(t) =[5 f(
(4) On vient de prouver 'inégalité isopérimétrique ainsi que le cas d’ egahte
Indication 2.3.7
(1) Poser f(z) = e, fy(x) = sinaz Y5 , e, ra(z) = f(z) — fa(x) et
In(a) = 0+°O fn(z) dz, montrer que \TN( )| < e~z o en déduire que
limy_ 400 In(a) = I(a). Conclure.
(2) Montrer que chat = sh(ar) (23,2 o (—1)" cosmt + L) et en déduire que I(a) =
[coth am — i]

Indicatlon 2.3.8

sinax_
T—e =

1) Si V est un majorant de |v,_,| montrer que UpUp—p| <V u,| et conclure.
P pUn—p p
p=—n
(2) Se ramener au cas oil u, et v, sont positifs et montrer que . w, <V > pez Up-
(3) Montrer que 5= [ U(x)V (z)e ™ dz = Y pez ﬁ(p)Ve_n(p) en notant e_,(z) = e

inx

et conclure a la premiere égalité. Poser ensuite W (z) = > ., wye
W(z) = U@)V(z).
Indication 2.3.9
(1) On a immédiatement ele”’ = :i% e et on applique la formule de Parseval.
(2) Utiliser cosf = 1 — ﬁ + gi + 0(94) pour obtenir I'inégalité puis I'intégrer et majorer

et montrer que

I'intégrale fo&/z(l*s ~* dy par YT On obtient alors \/Q_f[(l —¢€) < ?%ﬁ

Ecrire ensuite que I(t =/ 0 g2t ‘3059 df+ [; e* <5 df, majorer la deuxieme intégrale par
2t cos § VT e?t

e et en dedu1re que I(t) ~ %5 =

Pour terminer, remarquer que f(z) = +1(y/Z).

Indication 2.3.10
(1) 11 suffit d’écrire Parseval avec la dérivée ¢ de f.

(2) Montrer que 72 (> n) (Zn 1nfa2) =4 [TIf@))*de. [ ]f/(¢)|* dt puis remarquer
que f*(z) = f2 )+ 2[5 f(£)f'(t)dt et quil existe z €]0, 7| tel que f(zo) = 0. On a
alors f(0)* < 7 (32,5 a7) (Zn % nay).

(3) Appliquer le résultat précédent au polynéme trigonométrique fy(z) = 25:1 @, COS NX
et passer a la limite.
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1

(1) R =1 en utilisant le théoréme 7.4 page 282.

(2) R=1carsi 0 < ax < 1 alors, en écrivant u,z" = exp(nlnz + /nlnn), on a nlnx +
1
vnlnn = nllnz + %] — —oo donc liril upx™ = 0 soit R > 1 (remarque 7.1.3 (vi)
n n—-+00
page 282). Puis, comme u,, — 400, Y _ u, diverge donc R < 1.
(3) R = 1. On a en fait la somme de deux séries, pour n pair et n impair. > 2pz? et
2p+1
v convergent pour |z| < 1 donc leur somme converge pour |z| < 1 dou R > 1
2p+1

(définition du rayon de convergence, cf. théoréme 7.2 page 281). > u, diverge (u, ne
tend pas vers 0) donc R < 1.

(4) R=1 car Unil _ 9 _ "2 — 1 et on applique le théoréme 7.4 page 282.

Unp

n " "
(5)R:Ocaru+1 = (n—I— ) x(n + 1) — +oo vu que (n—i— ) — e (prendre le

U, n

logarithme—ou appliquer le résultat de 'exemple d’application page 250).

© "t =2

n+1
) — —d'ou R = g en appliquant le théoreme 7.4 page 282.
e

Up, n+1
n 2 1)%" 2 27

(7 Unt1 2 (n+1) ~ d’ott R = — en appliquant le théoreme 7.4 page 282.
Up 27  n* 27 e?

(8) R=1 car

1 1 1 1 1 1
7:—/ t”dtg/ t”e‘tdtg/ " dt =
en+1) ey 0 0 n+1

n

et la série entiere ) 7 a un rayon de convergence égal a 1. On a donc R < 1 avec

n+
la premiere inégalité et R > 1 avec la deuxieme (cf. remarque 7.1.3 (i) page 282).

ap+1

+o00
(9) On se ramene a 'étude de la série : 3. pla?’ or
p=0 Qp
a, = plz’”. On utilise ensuite la régle de d’Alembert (application (i) page 241) pour
conclure que R = 1.

= (p + 1)z**! si on prend

Solution 1.1.2

(1) RR' < R” en effet si |z| < RR' alors, en écrivant |z| = z2’ on z < R et 2/ < R, on
a apby|z|™ = a,a™.byx’ — 0 car a,x™ et b,z'™ tendent vers 0. On utilise la remarque
7.2.3 (vi) page 283. R" > |z| pour tout z de module < RR’ ce qui permet de conclure.
On n’a pas d’égalité avec, par exemple : a, = 1+ (=1)", b, = a,41, R = R =1,
anb, = 0 donc R" = +o00.

(2) R= R/, cest la remarque 7.1.3 (ii) page 282.

(3) R” = V/R en effet si |2| < V'R alors les deux séries > a,2% et 3. b,22"+! convergent et
si |z] > VR, a,2% ne tend pas vers 0 (sinon le rayon de convergence de 3 a,z” serait
supérieur a R, cf. remarque 7.1.8 (vi) page 282).

+oo (1)1

Solution 1.2.1 On développe en série entiere : [ = ) % ; la valeur approchée sera
p=1 pl<p):

obtenue en calculant 5 termes.
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In(l—z) 1 too g ! Xgm
Solution 1.2.2 f(z) = T L= E:On—l—Z d’out /0 f(z)dz = Zm pour
n= n=>0

t € [0,1[. f est positive et / f(x) dzx admet une limite quand ¢ — 1 donc f est intégrable sur
0
[0,1] et [ = 1.

z%1 N 1
Solution 1.2.3 ne 2" nz + 2V T1h(z) on h(z) = TP st continue sur 0,1] d’ou
1-— 1
— —x

N
1 1
I+ ———| < sup |h(x )
Z ey | < 2 O
5 2 +oo 1 2
On trouve alors I = - — — en utilisant la relation Y= = Uy
4 6 n=1 n? 6

1 |
Solution 1.24 t=— ;[ = _/ nt
Uu 1+t

la précision demandée, il faut aller jusqu’a n = 158.

dt et on procede comme au n ° précédent. Pour avoir

Solution 1.2.5
(1) azy ala—=1)(-)(a—2p+1)
' (2p)!
portant sur f(z) = (14 22)%/2 cos(aw Arctan ) ou en remarquant que si on pose g(z) =
(1+2%)*?sin(a Arctanz) et F(x) = f(z) +ig(x) alors (1+iz)F'(z) = iaF(z) et donc

“+00

F(z) = 3 (3,)(iz)™"

(—1)Pz% obtenu a partir d'une équation différentielle

(2) aan = (=1)"

n

En effet, si on écrit que

(4n)!
x —x T —ix 1 ) A A .
chxcosz = (6 te )z(f te ) = Z[(e(lﬂ)x + e_(l-i-z)z) + (e(l—z)z + 6—(1—Z)m)]
_ o (1 + 2) 2n = (1 - Z)2TL 2n
B Z (2n)! T Z (2n)! x

i
o

et comme (1 +14)?=2iet (1 —14)> = —2i

(20)" + (<20)" 4, 2 (—1pwr
Qnr

(1%

S
I
o

car les termes correspondant a n impair se simplifient.
(3) On vérifie que f est la solution de I’équation différentielle

(1+2*)y" +ay —ky=0
satisfaisant les conditions initiales y(0) = 1, ¥'(0) = k. On trouve alors

, = B2 (k? = 2) (- )(k* — (2n — 2)*) _ =D = e 1))

(2n)! » Gond = 2n + 1)
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(4) Ecrire f(x) = Arctan2 — Arctan 2z en utilisant la formule d’addition des Arctangentes

+00 2n+1 1
(cf. question (i) page 37). On a alors f(z) = Arctan2 — > (—1)"——z*""! R = =
= o+ 1 2

mais la formule n’est valable que pour = > —1/4.
(5) On a, pour |z| <1,

+
8

—1)n
n+1

In(1 + zsin®t) = " si

i
o

Or la série mise ainsi en évidence converge normalement pour ¢ € [0, 27| donc, grace au
théoréeme 5.55 page 253 on peut intégrer terme a terme d’ou

2 +o00 (_1>n 21
/ In(1 4 zsin®t) dt = Z gt / sin?" 2 ¢ dt.
0 n=0 n+l 0
(_1)n71 22n(n|)2
On utilise alors les intégrales de Wallis pour conclure a,, = ) 2.
n n)!
Arcsinx

(6) La dérivée de (Arcsinz)? vaut 2 . On reprend alors les calculs faits a 'occasion

V1—a?
de la question (iii) page 87 et en intégrant la série entiere obtenue (de rayon de conver-
gence 1) on trouve

22n72[(n . 1)[]2
Aop =
n(2n —1)!
(7) Ona fla) = — 0O Ll ] - $ ansin(n+ a dont
na f'(z)= = — _ — — | = Y 2"sin(n a don
1—2xcosa+22 20 |1 —xele 1—geia =0

le rayon de convergence est 1 en général. En intégrant le dévelgppement obtenu, on

obtient :
< sin(na) "
f@) =% —
n=1

(8) f(x) = 612/2/ 12 dt est I'unique solution de I'équation différentielle v + zy = 1

0

vérifiant y(0) = 0. En pratiquant la méthode décrite au ¢) page 285 on obtient a,, =
2"n!

-

(=1) (2n + 1)!

(9) On utilise le développement du 7, on écrit

“+00

tsint
s = Z a"tsin(n + 1)t
n=0

1 —2zcost + 22

et comme, pour |z| < 1, la série obtenue converge normalement pour t € [0, 7] donc
grace au théoreme 5.55 page 253 on peut intégrer terme a terme d’ou

s : +oo T
tsint
T dt = z" tsin(n + 1)t dt.
/0 x? —2xcost + 1 HZ:O /0 ( )

(-1

et, en intégrant par partie on trouve finalement a,, = 7 . Le rayon de convergence

vaut 1.
(10) f est I'unique solution de I’équation différentielle : (22 — 1)y” + xy’ — oy = 0 vérifiant
les conditions initiales y(0) = 0, y'(0) = a.



(11)

(12)
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((2n—1)* = a*)(---)(1 - a?)

On trouve alors ag, 1 = « avec un rayon de convergence
(2n+ 1)!
égal a 1 (faire le rapprochement avec le numéro 3).
1 1 e” e T sh(n+ 1o
= — = " ——— et le rayon de
1 —2zxcho+ 2?2 2sha |:1—l‘€0‘ 1—$€_O‘:| nz::O sh o Y

convergence vaut 1.
27 i
On remarque tout d’abord que / In(1—2x cost+az%)dt = 2 / In(1—2z cost+2?)dt.
0 0

Pui d, (1-2 t+ a%) 2usint 1 intégrant ti
uis, comme — In(1 — 2z cos ) = alors, en intégrant par parties
dt 1 —2xcost + 22 & pat b

on obtient

tsint
x?2 —2xcost+1

2/ ln(l—2xcost+x2)dt:27rln(1—x)—4x/
0 0

et on conclut avec le 9 (on a la fonction nulle...). On connait en fait ce résultat qui est
classique.

Solution 1.2.6

(©)

(1)

(2)

+oo
Comme | sin(a"x)| < a™.|z| la série ) sin(a"x) converge normalement sur tout intervalle
n=0

[—M, M] de R. Sa somme est en particulier continue sur R (cf. théoreme 5.48 page 249
et le théoréme 5.51 page 250).

On a
f(z) — f(ax) =sinz, f(0) =0, f continue en 0.
N
f est caractérisé par (C) (en effet, on prouve par récurrence que f(x) = > sin(a"z) +
n=0

f(aNx), la continuité en 0 permet de conclure).
Analyse : si g est la somme d’une série entiere au voisinage de 0 vérifiant les conditions
(C) alors en écrivant

<% ~— 1 2p+1
o) — glax) = 3 (1 " na” = 3 (1 oy

on obtient, par unicité du D.S.E. (proposition 7.1.1 page 284), az, = 0, agpy1 =

(1) : : - L
, ce qui fournit une série entiere de rayon de convergence infini.

2p+ D1 — a1y 4 Y vers
+o0 (_1)17

Synthése : st on pose g(e) = 34 15 Sy — g

alors g vérifie les conditions (C) donc g = f c.q.f.d.

2p+1

, fonction définie sur R,

Ona f(a) = & (-1 i 2. (-1p S
na f(r) = 1Pz . Sion pose Uy, = (—1)P——aP"",
=0 \p=0 (2p+1)! . (2p+1)!

+o00o

alors > |uy,,,| = sh(a™|x|) et la série > sh(a™|x|) converge donc on peut appliquer le
p=0

théoreme d’interversion des sommations (théoreme 5.47 page 247) d’ou
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+oo +oo
=22t
n=0 p=0
+oo
— Z 2p T x2p+1 (TLZ:O (a2p+1) )
+oo (_1)p

— (2p + D1 —a?*1)

'ﬁ

Solution 1.2.7
(1) R=1": on pose z* = y et on utilise le théoréme 7.4 page 282. La somme S(z) vaut

+oo 4n 1

x 1+
2 Arct 1
%471—%1 4£L‘< rcanx—l—n(l_:p))

1 1 1 1
car ($S($)),271_x4 25(1—x2+1+x2)'

(2) R=1": on pose x? = y et on utilise le théoréme 7.4 page 282. La somme S(z) vaut

oo n—1,.2n+1 2
—1 1
Z( )2 ’ _ T Arctanz + =
2 g — 1 2 2
rivant = 5 (3~ gy ) Ao SG) = (i) + Sy(@) of
car, en écrivant ———— = = - alors S(x) = (5 (x x)) ol
’ -1 2\2n—-1 2n+1 2! ?
+o00 (_1)n—1x2n+1 400 (_1)nx2n+1
Sl(llf) = 712::0277/—_1 et SQ(.I') = nz::O W On a alors Sl(l’) =T+ .TQSQ(.T)
et Sa(x) = Arctanz (voir les exemples de D.S.E. page 285 ou dériver Sy) d’ou le résultat
annonce.
oo 1 1 e’
(3) R = 1 et la somme vaut > (1+—=+ -+ —]2" = car on a reconnu un
=0 1! n! 1—x

produit de Cauchy d’une série de somme et de rayon de convergence égal a 1 et

de la série exponentielle, ce qui entraine dans un premier temps que R > 1 (cf. théoreme

1 1 1
ST +—%elaser1e21+

1
T 1 +--+ o diverge donc

7.5 page 283) et comme 1+

R<1
(4) R =1 (on utilise le théoréme 7.4 page 282). Pour le calcul de la somme, on pose z = 3>

1 ’ 1
alors (—25 (y3)) =17 5 et on integre avec un logiciel de calcul formel d’ou
Y -y

I g 1 1—2

xr
- 1
§;3n+2 Gﬁﬁ[n(b—ﬂﬁﬁ

n=

2013 +1

V3

MAPLE donne directement pour la somme 1/2 hypergeom([1,2/3],[5/3], x)...
+0o0 AT
(5) R =1 car S(z) = >, —cos (% + n%) est la somme de deux séries, partie paire et
n=1 N
impaire de rayon 1 et on utilise la remarque 7.1.5 (iii) page 283.

2v/3(Arctan

SN
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Pour le calcul de la somme, on écrit donc S(x) = Si(x) + Sz(z) ol

Foo 2+l oo 220t
Si(x) = cos ( + pm + ) =
1) ; o1 P\g TP Z; 2+ 1

too  9p

B x 7r 13:

S o)
p=1

d’ot, en utilisant le tableau des D.S.E. page 285, S(x) = ——(Arctanx + In(1 + 2%)).

V2
(6) R =1 en général car la résolution de la récurrence donne a,, = o+ 35"+ 35*" et donc la
série est la somme de trois séries entieres de rayon égal a 1, son rayon est > 1 (théoréme
7.5 page 283) et comme (a,) ne tend pas vers 0, son rayon est < 1.

Pour le calcul de la somme, lastuce est de multiplier S(x) = > a,2™ par le polynéme

1 — 2z + 22% — 23, tous les termes de degré > 3 s’annulent et on trouve finalement
S(z) = ap + (a1 — 2ap)z + (ag — 2a;y + 2a9)2?

N 1—2x+ 222 — 23

On pouvait aussi utiliser la formule donnant a, en fonction de n mais les calculs sont

plus pénibles.

Solution 1.2.8 On vérifie par récurrence que, si M = max(|ugl, |vo]), alors |u,| < 5"M; et
|vn| < 5"M donc R = +o0.
On dérive s et t et on arrive au systeme différentiel

s'(z) = s(x)+ 4t(x)

t'(x) =s(z)+t(x).
On peut utiliser les résultats du chapitre 8 sur les équations différentielles mais un petit bricolage
permet d’en faire ’économie. En effet le systeme précédent est équivalent a

s'(z) + 2t/ (z) = 3(s(z) + 2t(x))
s'(x) — 2t/ (x) = —(s(x) — 2t(x))

d’olt s(x) + 2t(x) = A\e>® et s(x) — 2t(x) = pe* soit

1 1
s(2) = 5 + e et 1(x) = 7™ — e,

Solution 1.2.9
(1)Ona: 1<a, <(n+1)Pdout R=1car Y z" et > (n+ 1)32" ont un rayon de

convergence égal a 1 (on utilise le théoréme 7.4 et la remarque 7.1.3 (i) page 282).

1 1
(2) Faire le produit de Cauchy de 7 par 7 et par T2 on obtient alors

S Y =Y

n=0 z+y+2z=n

B 1 1
ol —u? (1 —u)?
Pour calculer a,,, on remarque que ag = 1, a; = 2 puis en multipliant les deux membres

de I'égalité ci-dessus par 1 — u? et en identifiant les coefficients de u™ pour n > 2 on a
an=ap2+n+1dolasy=(p+1)*et ayp =(p+1)(p+2).
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Solution 1.2.10

(1)

(2)

Lorsqu’on forme un composé : (a;...a,) on place la parenthese fermant la premiere
apres un élément : soit ay cet élément, le composé s’écrit (a; . .. ag)(aky1 - - - apyp1) ce qui
donne P(k)x P(n+1—k) choix ; en choisissant les n emplacements pour k, on obtiendra
ainsi tous les composés possible de n + 1 éléments. La relation est alors immédiate.
En faisant le produit de Cauchy de S par elle méme, la série S?(z) admet le
développement

:§:<§:HMPW—k0x”

(o1 'on a posé pour plus de commodité P(0) = 0). Il suffit maintenant d’utiliser la
remarque précédente et la relation du 1. pour conclure.

1 1+£+v1-4
Pour |z] < 7 o0 sait que S(x) = #x (on a résolu l'équation !). Comme
1—+v1-4
P(0) = 0, nécessairement, on aura S(x) = #x 11 suffit maintenant d’écrire le
D.S.E. de S :

Virr Z (1/ ) oy

—-EE: 1/2(—1/2)]. )(1/2-—7z+—1)(_4>n4nxn

n!
4”n'n—1

d'ou S(z) = Z ('27172)95 et la relation P, M grace a l'unicité du déve-
n=onl(n —1)! ~ nl(n—1)!
loppement en série entiere (proposition 7.1.1 page 284 ).
La justification a posteriori peut se faire de la facon suivante : on considere la série
N (2n —2)!
entiere S(x) = nz=:1 alin 1))
S%(x) — S(z) +x = 0 (car on connait sa somme) et donc le coefficient de 2 (que I'on

peut appeler Q(n)) va vérifier Q(n+ 1) = i Q(k)Q(n+1—k). Comme (avec Q(1) =
k=1

P(1) = 1), on a unicité des nombres qui interviennent, on aura donc P(n) = Q(n) et
surtout, le rayon de convergence de la série du 1. est strictement positif, ce qui justifie
bien les calculs.

1
2™ qui a un rayon de convergence égal a 1 Elle vérifie

Solution 1.2.11

(1)

On trouve R = 1 : en effet, si u, = alors u, = gn(u,_1) ou g, est définie par

Qp—1

1
gn(z) =1 — o In est croissante et pour n > 3, on a ¢,([3/4,1]) C [3/4,1]. Vu que

Uy = 1 alors, on en déduit que pour tout n, u, € [3/4,1] puis, pour n > 3 :
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1
car < —. On en déduit que lim = 1 et on utilise le théoreme 7.4 page
2NUp_q n n—+00 (y_1
282. .
(2) On trouve p(z) =1 — o5 e qui permet de déterminer S unique solution de I’équation
T 6:)3/2
différentielle (1 — z)y’ — (1 — §)y = 0 vérifiant y(0) =1: S = : .
—x

1 2p)!
(3) Connaissant S, on en déduit a,, = — > (2p)

2" ;=6 2P(n — p)!(p!)?

en faisant le produit de Cauchy

+oo .I'n

de >

n=0 2™n

+o00o
;par 3 a
: n=0

Solution 1.2.12

(1) Soit z € E et A une partition de E, on peut raisonner sur le nombre d’éléments de A,
ou A, est le seul ensemble de la partition A qui contient x :
si Card(A,;) = n — k + 1 le nombre de partitions correspondantes sera :

(n . k) h = (Z) i

caron a (nT_‘ k) possibilités pour choisir n—k éléments de E complétant A, et P, partitions
des k éléments restant (les cardinaux se multiplient).
D’ou la relation en additionnant les cas rencontrés.
(2) On peut rééerire la relation de récurrence sous la forme
P ~b 1

n! — k! (n —k)!

+oo P
Soit P(x) = Z —T'L{Kn, montrons que somn rayon de convergence est > 0. Pour Cela, on
n=0 TV

va prouver par récurrence que P, < n”. On a Py = 1, P, = 1 donc I'inégalité est bien
satisfaite aux premiers rangs. A l'ordre n + 1, on a

S ()

k=0 k=0
\Z<> = (n+1)" < (n+ 1)
. P, n" 1
Si on pose a, = — et b, = ) alors a, < b, donc R(>_ a,z™) = R(>_ bya™) == > - (cf.
n

remarque 7.1.3 (i) page 282).
La relation se traduit alors par un produit de Cauchy de 2 séries entieres d’ou

eZ

R(z)e® = R'(z) = R(z) = —

car R(0) = 1.
On développe alors R(x) :

(&
R() = ﬂzzzﬂ ~
0
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Solution 1.2.13

(1)

. , 1t km
d’ou le résultat P, = - —.
€ L—0 k?'

C cost | __1 € [a,b] J0, +ool, al Ihypothese d
omme < our r € la, ,+oo[, alors on a othese de
@+ S Era) P P

t
domination du théoréme 6.24 page 267. f, : (t,z) — % est une fonction
€T n

continue pour (¢, x) € [0, +00[X]a, b] ce qui permet de conclure a la continuité de F,, sur
tout intervalle [a, b] C]0, +oo.
Conclusion : on a la continuité de F), sur |0, 4o0].

Ofn t
De méme, comme a—‘];(x,t) = —anﬁ, la démonstration précédente s’appli-
(on borne 22 (3. 1) 2n0 e qui, grace au théoréme 6.26 page 268
ue (on borne —(x ar ———————) ce qui, grace au théoreme 6. age nous
q o (Bt Par G avy) ce aui g page 268,

assure de la dérivabilité de F,, sur tout segment [a,b] C]O, +oo[ donc sur |0, +oo[. De
plus on a

~+o0 t
Fl(z) = / ong—— gy = —2nxF,, ().
0

On intégre par parties 2 fois et on trouve :
Fo(z) +2n(2n + 1)F,41(z) — 4n(n + 1)2*F, o(z) = 0.

+oo
En effet, F,(x) = / _costdi donc
o (B+aH)n

du = costdt u =sint
1 —2ntdt

+00 : +00 :
t +oo tsint
d'ou F,(x) = / vdu = [QSL} —|—2n/ __PY 4t et on recommence
0 (12 +22)nlo o (24 a?)ntt
=0
du =sintdt u = —cost
t —2(n+ 1)t*dt dt
v = =

e — /l) —
(tQ +l’2)n+1 (tZ +x)n+2 (tZ +l.2)n+1
ce qui donne finalement le résultat annoncé (la partie toute intégrée [uv] s’annule la

aussi).
Comme F)(x) = —2nzF,1(z) alors F) est dérivable et

F!(z) = —2nF,1(7) — 2n(2n + 2)2*F, 1»(2)
d'ouw zF(z) = F!(z) + x(F,.(z) + 2n(2n + 1) Fr41(x)) = —2nF) (z) + o F,(2).

o1 T cosux du
On remarque alors que : z*" ' F,(x) =

t
i mpourx>0(onaposéu:g).

cosux | _ 1
(1 +u)r]| = (1+u?)
de convergence dominée (théoreme 6.22 page 266) d’ou :

te du /2 (2n—-2)! 7
li anan — — 2n—2 ede — : Z
iy (@) /0 (1 + u2)" /0 cos @ (n—1h22 "

en utilisant les intégrales de Wallis.

Or

— fonction intégrable sur [0, +00[. On peut utiliser le théoreme
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Solution 1.2.14
(1) e Continuité : soit g(z,t) =
pour (x,t) €] — 1, +00[x]0, 1].

xT

; alors, par les théoremes généraux, g est continue

a

Soit a > —1 alors, pour x > aon a g(x,t) < ; qui est intégrable donc le théoreme

de continuité sous le signe intégral (théoreme 6.24 page 267) s’applique. f est donc

continue sur [a, +0oo[ et ceci pour tout @ > —1 donc f est continue sur | — 1, +o0].
e dg t*Int | .
e Pour la dérivabilité, on a a—(x, t) = 1 qui, avec les mémes arguments que pour
x
. B .. |9y t¢|Int|
g, est continue sur |0, 1]x]—1, +oo[. On utilise ici la majoration a—(x, )] < 111
i

et on utilise alors le théoreme de Leibniz pour dériver (théoréme 6.26 page 268).
(2) On développe en série :
et nt B +oo xk(lnt)k
— - s
1+1¢ prt EN1+1t)

i I = — dt
Or S1 01l POSE g k:'/ov 1+¢ on a

k lltk
|]k|<|x\/|ﬂ\dt
0

1+¢

k
=t / I #* dt < [2]*

car, en intégrant par parties / \lnt|k dt, on peut majorer cette intégrale par k!. On

0
peut alors utiliser le théoreme d’intégration terme a terme d'une série (théoréme 5.55
page 253) qui nous donne, pour |z| < 1

xlnt lIlt
() = E
0
/ /1+t k:'/ 111 ¢

(3) Pour le dernier développement, on écrit

N
1 _1)N+LN+L
1+t 1+t
ce qui nous permet d’écrire

L N
=) (=)™ dt+ry
[=-%

n=0

tN—l—l-}—x 1
ou |ry| = dt < ————— tend vers 0. Par passage a la limite, on obtient
Il /0 1+t N+2+z v passag

immeédiatement
fy =y
T) = _ .
—n +x+1

1
Ce résultat permet aussi de prouver la dérivabilité de f : on écrit f(z) = —— +

+ 1) z+1
3 fal@) ott fula) = =1

1
m. Or \f,’l(:c)\ S pour n > 1 et x > —1 donc, comme la
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série des dérivées converge normalement et que la série converge simplement, on peut
dire que f est dérivable (cf. corollaire 5.59 page 254). 1l en est de méme pour les
dérivées successives de f pour x > —1.

On pouvait aussi utiliser le théoreme d’intégration terme a terme d’une série de fonc-
tions (théoreme 6.23 page 267) en écrivant le développement suivant :

t Bl
o=
p=0

1 1
2p+1+x_2p+2+x

1
et en remarquant que la série ) I, ou I, = / (1 —t) dt =
0

convergeait (série aux différences).

Remarque : la derniere formule permet de prolonger f a R\ (—N¥).

Solution 2.1.1

e Lorsque que la fonction f est impaire on sait que les a,(f) sont tous nuls (remarque
7.2.4 (it) page 288) et les b,(f) se calculent par la formule

2 s
= —/ f(x)sinnzdx
T Jo

(cf. définition 7.2.1 page 287 et utiliser la parité des fonctions intégrées). Les calculs
donnent alors

oo [ 1\n—1
a) % ::21 (7121_)71/2 sin nt.

b) %:ZO? 4n2n_ ] sin nt.

c) %:2::01 (:;)—T—ll sh 7 sin nt.

d) —27??301 (_;)n sinnt — ;:ZOZ RS sin(2p + 1)t.

Les séries ne convergent pas normalement car les fonctions sont de classe C! par mor-
ceaux mais ne sont pas continues (en 7 pour les exemples a,b,d et en 0 pour c¢). Le
théoreme 7.16 page 292 s’applique et les sommes sont égales a f(t) sauf en tg = 7

1
(a,b,d) ou en to = 0 (c) ou elles valent §[f(t6r) + f(ty)] =0.

e Lorsque que la fonction f est paire on sait que les b, (f) sont tous nuls (remarque 7.2.4
(1) page 288) et les a,(f) se calculent par les formules

/f )dx et a,(f ):;/ f(x) cosnx dz
0

(cf. définition 7.2.1 page 287 et utiliser la parité des fonctions intégrées). Les calculs

donnent alors
) 1t 1 ,
a) — — — ———— cosnt.
T waon?—1/4
4 too (—1)" 2
b’) — t+—.
)W§11_4n2cosn+ﬁ
l+chnr 2%t%1—-(-1)"chn

N+ — t.
c’) — an::l Ll oS
+o00 _1 n 2
d) 4> (=1 cosnt + %
n=1
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Les séries convergent normalement car les fonctions sont de classe C! par morceaux et
elles sont continues. Le théoréme 7.15 page 292 s’applique et les sommes sont toutes
égales a f(t) pour t réel.

Solution 2.1.2

(1) Lorsque que la fonction f est paire on sait que les b, (f) sont tous nuls (remarque 7.2.4
(1) page 288) et les a,(f) se calculent par les formules

/f )dx et a,(f ):—/ f(z) cosnx dz
T Jo

1 2
cf. exercice 2.1.1. On trouve : a = 7 b= —g, c= %
(2) f étant continue de classe C! par morceaux, le théoréme 7.15 page 292 s’applique et on
—=—2=e = ——.
6 n=1 n? 12

Solution 2.2.1

(1) En utilisant les mémes arguments que pour 'exercice 2.1.1, on a la convergence normale
de la série

8 «= sin(2p + 1)t
1= 22 oy i

T (2p+1)
donc Sy = f.
(2) g est 2m-périodique, on obtient alors sa série de Fourier en intégrant 2 fois :
(2 1 3
SRS St AL P R
(2p+1 6 12 12

p=0

En effet, a chaque fois on a convergence normale de la série a intégrer donc le théoréme
5.55 page 253 s’applique. Cette méthode est préférable a celle qui consisterait a
déterminer explicitement ¢ et a calculer les coefficients de Fourier de g.

(3) En appliquant la formule de Parseval (corollaire 7.13 page 291) on obtient

“+00

P i
£~ (2n+1)° 960

t, +ij ! +ij S 1 btient
€t, comme — = R — 0N obtien
n=1 nd n=0 (QTL -+ ]_)6 26
£ nS 945

0 sde de mé " P Slr
1l procede ae meme avec our trouver . = .
P gp 2 (2n+ 1) 2903040

Solution 2.2.2

(1) cf. len"2.2.1
+00 —1)" 3
(2) Avec x = g on trouve Y ﬁ = 3—2 la deuxieme somme s’obtient avec Parseval,
n=0 (4T
+o00 1 7T6 +oo ] ﬂ-
= ey ==
oA 2 BT 960 2 ne 05
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Solution 2.3.1 On utilise I’ezemple (v) page 293 donc, en posant z = €' on obtient f(t) =
2z 1 e e @ Lo
= — , on écrit alors :
224+ 2zcha+1 sha|z+er 2z+4+e@

ea 1 ’I’L’I’L*’I’La
—E e
z+ e 1+zea

et
— n+1 —na=n
z+e @ Z
d’ou
+oo
f(t) sha +Z (2" +7Z") =1 1+2;(—1)”e "% cosnt

L’intégrale demandée correspond a un coefficient pres au coefficient de Fourier de f et vaut

= (—=1)re "o,
sha( Jremem

Solution 2.3.2 On cherche le développement en série de Fourier de |sin x| qui est une fonction
paire, de période 7. Comme cette fonction est continue, de classe C! par morceaux, le théoréme
7.15 page 292 s’applique et on a

2 4 X cos 2%k

On a alors pour tout x réel :
2 4 X cos2ka 2 4R 1
i —|sin0l= 2 - = ohemr (22 -
[sin] = [sin0 T W;4k2—1 (7‘(‘ 7Tk24k‘2—1>

B 8+f sin? kx
R 42 —1°
k=1

Solution 2.3.3

(1) On applique la formule de Parseval (corollaire 7.13 page 291) a la fonction z +— f(x +
h) — f(x — h) et, en posant f,(z) = f(x+ h), on a:

f<h>=i/0 )~ fa - wPdr =3 [Fun) - ()

2
neZ

-~ 1 [ o
ot | fa(n)|* = 2—/ e (¢ + h) dt = e f(n). Dot
T Jo
1 2 R
Py |f(x—i—h)—f(x—h)|2dx:4Zsin2nh.\f(n)|2.
nez
o T o Nh 1 k=1 ok
(2) Choisissons |h| = TS alors sin gkr1 2 5 pour In| € [2"71,27] donc, en revenant a
I'égalité ci-dessus, la somme est minorée par 2 > |f(n)|2 et comme |f(x + h) —
2k—1<|n‘<2k

f(z — h)| <w(2h), 'intégrale est majorée par w (;) d’out I'inégalité demandée.
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(3) a) On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec

2

> M) <2f X 1P
ok—1 || <2k 2k—1 || <2k
(en écrivant | f(n)| = |f(n)]|x1).
~ K
Donc il existe une constante K telle que > < s
21 Sl <2+ 2=t/
Sion pose J, ={n € Z | 0 < |n| < 2"} alors

- P On©
S 1) < Y- gy Helhl

nedp k=1 \——

=ay,

Comme la série Y ay converge (ay est une suite géométrique de raison < 1) alors la

série > f(n) converge.
b) Considérons la somme > f(n)e™® = g(x). g est continue et grace a I'égalité de

ne”L
27

Parseval, on sait que / |f(t) — g(t)|*dt = 0 donc f = g c.q.f.d.

c¢) On rééerit I'égalité obtente au a), on majore toujours l'intégrale par (w(h))? < C?h**
et on écrit que l'on a sin? nh.|f(n)|? < C2h2*. En divisant par h? de chaque coté et

en prenant la limite quand h — 0, on trouve f(n) = 0 pour tout n différent de 0

c.q.f.d.

Remarque : ce dernier résultat est immédiat avec les dérivées. En effet, si @ > 1

alors f/ =0 donc f est constante !

Solution 2.3.4

1+z2 oo . L,
(1) Comme =1+42> z" alors, en posant z = re’ et en prenant la partie réelle, on
a ]- - n=1
1—r? <3 in i
=14+2)» r"cosnt = ri™et,
1 —2rcost + r? Z Z
n=1 nez

(2) La série de somme f(e™) convergeant normalement, on peut intervertir intégrale et
sommation (cf. théoréme 5.55 page 253) d’ou

1 2w ) ) 1 2 [ +oo ) )
T em(t—u)f(ezu) du = — Z ezn(t—u)apezpu du
0

2w J, 2T =
1 _—
—%Zape /0 e"\P du
p=0

grace a la convergence normale
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On développe ensuite de la méme maniere (toujours grace a la convergence normale)

1 [ 4
— / P.(t — u) f(e™) du pour trouver
2 Jo

_/ w du_zannznt_ Z)

oll z = re®.
On peut alors dire qu’il suffit de connaitre la fonction f sur le cercle unité pour la
connaitre sur le disque unité.

Solution 2.3.5

(1)

On pose t = 2mx et on calcule les coefficients de Fourier de la fonction définie sur
| =7, +n[ par f(t) = cos zt ; cette fonction étant continue, le théoreme de Dirichlet nous
donne la premiere égalité. En fait, comme la fonction cos est paire, on peut prolonger

f a une fonction continue et périodique sur R, en prenant z = 57 en rassemblant les

2mnx —i2TnT

coefficients de e et ceux de e et en divisant par sin 7z, on trouve la deuxieme
relation. La derniere s’obtient en prenant x = 0 (cf. question (i) page 294). 1l est a
noter que chacune de ces séries converge absolument.

On éerit 2 2z 1 9 +ZOO A bsolument. L
nerit —— = ———— = —4LZ _— qUI COnVQrge absolument. (§]
22 _ nQ 77/2 1 _ 22/77/2 h=0 n2h+2

théoreme d’interversion des sommations (théoréme 5.47 page 247) s’applique :

—+o0 —+o0
1 222h+1
meotanmz — — = E — E Ty
Z n
n=1 h=0

_ 2%—1 _
_—QZ<Z n2k> en posant k =h+1
=— Z 2271 (2k).

k=1

+oo t
On écrit ensuite : mzcotanmz = 1+ Y. 22%%((2k) et on pose z = 2—2 d’ou
T

k=1
t kt%{ (2k)
2 { _J =1- 22 2k 2k
t 7 tF R\ [ too ¢h
ot —1 + Z bok —7 25)! Z br— ok On écrit alors que ¢t = (Z b k'> (;12:1 ﬁ)

ce qui fournit la relatlon

On obtient enfin :

71.10

¢(2) = 5 C(4) = 90’ ¢(6) = 945’ C(8) = 9450’ ¢(10) = 93555

Remarque : en utilisant la relation tanx = cotanx — 2 cotan2x on peut obtenir le
développement en série entiere de tanx :

C(2F) ook 11 2k — e 22 1) gy
tanz = 2 Z % 2 1]z = Z(—l) Wb%x :
k=1
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Solution 2.3.6
(1) On écrit la formule de Parseval pour f et f' (corollaire 7.13 page 291) :
1 [? ~ 1 [P -~
> rwa= S fop e [ rwa= Y Fo
PJo nez D Jo nez

O
! an(n) (proposition 7.2.4 page 289). On a donc

On remarque ensuite que f’ (n) =

immédiatement l'inégalité demandée car f(O) = (0. L’égalité nous oblige a prendre
f(n) = 0 pour |n| # 1, la réciproque est évidente c.q.f.d.

(2) On peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.
Mais ici, il est préférable d’utiliser la méthode (équivalente) suivante :

b= [0+ [ (4p—7ff2<t> +a0))at

0

> / ’ (21f<t> —g'<t>)2dt+ / p%ﬂwg'(w dt

p
d’ou I'inégalité.

27 27t 27t
On a égalité ssi —f — ¢ = 0 et f(t) = acos— — bsin — on intégre et on trouve
p

p p
. 4 2
la relation demandée z = (a + ib)e™>™/P + ic puis || = % + g2 = (a® + b2)i2 ie.
p
2
2 2 — p_'
“r 472

(3) On fait ici intervenir fo(t) = f(t) — f(()), le 2. est valable en remplacant f par fy et
P P
"= f{. Il suffit ensuite de remarquer que / fo(t)g'(t)dt = / f(t)g'(t)dt.
0 0
(4) On vient de prouver l'inégalité isopérimétrique ainsi que le cas d’égalité. En effet, si
z = f(t)

y=g(t)
point double alors, [ f(¢)g'(t)dt donne laire (au signe pres) de la partie bornée du

on suppose que { est I’équation d’une courbe de classe C! fermée et sans

plan délimitée par la courbe et fop(f’Q(t) + ¢*(t))dt = p donne le périmetre et on a
2

p Y yeis
A< e avec égalité ssi on a un cercle.
T

Solution 2.3.7

(1) On a
. —z +oo
sin ax , e , o
flz) = = —smarT—— = smax;e .
N +oo
Posons fy(x) =sinazx Y e ™ ry(z) = f(z) — fy(x) et In(a) = fn(z)dx.
n=1 0
On a |ry(z)| < 15111 |~ e Comme ——27 et bornée sur [1,+00] et que

cette fonction continue admet une limite en 0, elle est bornée sur R. Soit M sa borne

supérieure.
oo +oo M
/ ry(z)de
0

< Me N0 4 =

[1(a) ~ In(a)| = O —




(2)
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Donc lim Iy(a) = I(a).

N—+o0
N a
Si on calcule maintenant Iy(a), on trouve In(a) = et lim Iy(a) =
N( )’ N() 712::1(124—712 N—+o00 N()
+oo a
> ce qui prouve la premiere égalité.

n=1 @ 4 n?
Comme ch at est paire, on cherche son développement en série de cosinus.

2 [T 2 T 2 —1
—/ cosntchatdt = =R (/ cos[(n + ia)tdt) =—R (% sin(nm + ’ia7r)>
T Jo ™ 0 ™ n“+a

a
a?+n?

D’ou, grace a Dirichlet (théoréme 7.16 page 292),

2 o= 1
chat = sh(am) (— Z L(—1)" cosnt + —) :

T a? + n? am
n=1

= % sh(am)(—1)"

On prend alors la valeur en 7 et 'on trouve :

I(a) = g {coth am — i} .

aT

Solution 2.3.8

(1)

(2)

On sait que vy, est borné, soit V' un majorant de |v,_,|, on a alors :

n

n
Z [upUn—p| <V Z |u,| < VZ |u,| donc (uyv,—p)pez est sommable.

p=—n p=—n PEZ

On va montrer que (Jwy,|) est sommable et on se ramene au cas ol u, et v, sont positifs.

N N
E Wy = E E UpUp—p
n=—N n=—N \p€EZ
N

= Zup Z Un—p

PEL n=—N

< VZup

PEL
ce qui permet de conclure.
1 __ . —_
On a 2—/ U(z)V(z)e "™ dx = Z U(p)Ve_n(p) grace a la formule de Parseval (co-
™ —Tr

PEZL

—

rollaire 7.13 page 291) et en notant e_,(x) = e *. Or ﬁ(p) =u_p et Ve_,(p) = Vnyp

d’ou I'égalité en changeant p en —p.

Enfin, comme (w,) est sommable, si on pose W(z) = > w,e™ alors W(n) = w, =
nez

ﬁ\\/(n) et donc

W(z) = U(x)V (x)
et le résultat attendu est obtenu pour x = 0 (ce qui donne le produit de Cauchy
généralisé).
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Solution 2.3.9
+oo 1

(1) Avecle D.S.E. de e” on trouve immédiatement : = Z e (i

il n’est pas nécessaire
ici d’utiliser les théoremes de Dirichlet, cf. théoreme 7 15 page 292 et théoreme 7.16
page 293).

On applique alors la formule de Parseval (corollaire 7.13 page 291) et on trouve

+o0 mn 27

Z t2 _ i/ e2tcos€ de.
— (nl)> 27 J

2 4

(2) Comme cosf =1 — — + — + 0(#*) on a la réponse immédiatement.

On intégre alors 'inégalité ci dessus et, en choisissant ¢; comme indiqué dans I’énoncé

6\f(1 €) ) +o00 ) \/7_7'
et en majorant l'intégrale / e " du par / e du= —5 o on obtient :
0 0

5Vt )
£6_(1 _ 8 / *U du / thcosG d6
RV :

2t (V=) 1 \/_ Tet 1
< — e du
Vit Jo 1— 2 Vtl
D’ou l'inégalité demandée.

0 T
On écrit ensuite que I(t) = / et g + / e*s?dp.  On majore la deuxieme
0 s

2tcosd qui est un o de — donc on pourra choisir t, pour que

Vit

intégrale par we

™ 2t
‘ Te
/ e P 5£— donc
5

On peut alors en déduire que I(t) ~ RN

Remarque : on vient de prouver la méthode de Laplace dans un cas particulier.
1 e?ve

2/m xl/%”

\/E e2t
t.

1
Pour terminer, on remarque que f(x) = —I(y/z) et en conclusion f(z) ~
T

Solution 2.3.10
(1) Ilsuffit d’écrire Parseval (corollaire 7.13 page 291 ) avec la dérivée ¢ de f, p(n) = mf(n),

soit :
T 127r ﬂ_JFOO
HFdt = = HFdt = = %a?
[ weora=g [T iewrar=53

(2) On applique Parseval a f, on obtient

T “+00
m
t2&:—§ 2

: (Z ) <Zn> =1 [ ok [ irora

donc
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On remarque alors que f2(z) = f2(0) + 2/ F@&)f'(t) dt et qu’il existe zq €]0, [ tel que

f(zo) = 0. En effet, ao(f / f(t)dt = 2/ f(t)dt = 0 et donc f qui est continue

ne peut étre strictement positive sur |0, 7| (cf. théoreme 4.19 page 78). Or f(0) > 0
donc il existe = €]0, 7| tel que f(x) < 0 ce qui assure 'existence de xy par le théoreme
zo

des valeurs intermédiaires. Comme f?(0) = —2/ f@)f'(t)dt, on a

_ (:Zj an>4 _ 4 (/ FOF () dt)2

/ fA(t)dt / f'(t)*dt (inégalité de Cauchy-Schwarz)
<4 / () dt / f(t)*dt
() (5

Soit (a,) une sulte de réels positifs telle que > n%a? converge. On sait alors que Y a2

converge (a2 < m?ae? pour n > 1). On applique le résultat précédent au polynome
N

trigonométrique fy(z) = Y. a,cosnz, ce qui donne
n=1

o) () (B9
(S ()

et on obtient le résultat valable pour toute suite (a,). On généralise alors sans peine
cette inégalité au cas des suites complexes en prenant les modules et on aura

+o0 4 +o0 4 +o0 +o0
Zan < (Z |an|> < (Z |an|2> : (Z n2|an|2> .
n=1 n=1 n=1 n=1




