SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER

1. SERIES ENTIERES

1.1. Rayon de convergence d’une série entiere.

EXERCICE 1.1.1.

Soit d(n) le nombre de diviseurs de I'entier naturel non nul n. Quel est le rayon de convergence

de la série entiere :
—+o0
E d(n)z".
n=1

EXERCICE 1.1.2.

Soit (a,) une suite complexe vérifiant :

Qp,
Jh € N*, Jl € R tels que lim .
n—-+4oo [07%
+oo
Quel est le rayon de convergence de > a,z"?
n=0

EXERCICE 1.1.3.
+00 too

Soit > a,z™ une série entiere telle que le rayon de convergence de » ag,z
n=0 n=0
+o00o
de convergence de Y ag, 122" soit Ry.
n=0

2n soit Ry et le rayon

+oo
Quel est le rayon de convergence de > a,z"?
n=0

EXERCICE 1.1.4.

1/n
Soit a un réel tel que t — (Arcsint)® € L'(]0,1]), on pose I,(a) = / (Arcsint)* dt pour
0
n € N*.
+o0o

Rayon de convergence et étude aux bornes de la série entiere d’une variable réelle > I, (a)z™.
n=1

EXERCICE 1.1.5.

e dt
On pose [n:/ ——, n € N*.
o ch"t
(1) Calculer I,,.
+o0
(2) En déduire le rayon de convergence de ) I,x".
n=1
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EXERCICE 1.1.6.

1 N+1 M
1) Mont i Ry = Intdt, IM > 0 tel Ry| < .
(1) Montrer que, si Ry /Ol—tn , el que |Ry/| N1
" lnt 1
(2) En déduire que/ LI VRS
o 1—1 —n?

EXERCICE 1.1.7.
+o0o

Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Etudier le rayon de convergence de
n=0

+o0o
> b,2™ on
n=1

EXERCICE 1.1.8.

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

2
1. u, = ST 2. u, = <1+ (=1) ) " (n > 2).
n Inn

EXERCICE 1.1.9.

Trouver le rayon de convergence de la série entiere :
+o0 -1
(=" )
Z In (1 + — 2™
n=1 \/ﬁ

Etude aux bornes de lintervalle de convergence.

EXERCICE 1.1.10.
+oo

On donne 2 suites réelles (a,,) et (b,) telles que b, > 0 et lim In _ \. La série > b,2™ ayant

n—+o0 Op n=0
un rayon de convergence infini.

+oo +oo
Montrer que lim (Z ant”) / <Z bnt”) =A
t—+oo \ ,—0 n=0

EXERCICE 1.1.11.

(1) (a,) étant une suite complexe convergente, montrer alors que :

+0o0 a
(1) la série > —T‘lt” a un rayon de convergence infini,
n=0 T

“+00

(17) si F(t) = nz::O %t” alors tginoo e TF(t) = nlﬂl@o .
400 —+o0 C,
(2) Si > ¢y est convergente (¢, € C), on pose g(t) = >_ —t". Montrer que :
n=0 n=0 T

x +oo
lim e tg(t)dt = Z Cn-
n=0

T——400 0
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1.2. Séries entieres d’une variable réelle.

1.2.1. Résolution d’équations différentielles.

EXERCICE 1.2.1.

On considere 'équation différentielle (E) :
2*y" + dxy' 4+ 2y = In(1 + 2).

(1) Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere au voisinage de 0.
(2) En donner une expression a l’aide des fonctions élémentaires.

EXERCICE 1.2.2.

Déterminer les solutions développables en série entiere de 4xy” + 2y —y = 0.

EXERCICE 1.2.3.

Soit f la solution de I'équation différentielle (E) : ¢/ = 1 + xy? définie sur un voisinage de 0,
qui vérifie : f(0) =0
+o0o
(1) Montrer que si f admet pour développement en série enticre f(z) = > a,z*"*! alors
n=0

n—1

(3n+ 1a, = Z Aglp—g—1-

q=0

(2) Montrer que la suite (3"a,) est décroissante.
(3) En déduire un minorant de son rayon de convergence R et conclure.

1.2.2. Recherche de développements en série entiere.

EXERCICE 1.2.4.

Développer en série entiere les fonctions suivantes :

(1) F(z) = In(® + 22+ 4). (2) Fy(z) = !

(3) G(z) = (1 + 2*)(3 + 4 Arctan ).

2 —2xcha+1 '
(4) H(z) = (Arcsinx)?. (5) I(x) = / In(1+ zsin®t)dt. (6) J(x) = sin(a Arcsin z).

0

EXERCICE 1.2.5.

Soit z € C
2p

(1) Montrer que la série double (qu +2) converge si |z| < 1.
(p,q) ENXN*

(2) Montrer que la somme de cette série double vaut

+o0 1

Zr—zw 2] < 1.

n=1
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(3) On verra dans le cours sur les séries de Fourier (cf question (i) page 294 ) que

1 & 2
weotanmmy — — = 27

x x2 —n?’
n=1

1
Exprimer alors le développement en série entiere de 7 cotan mx — — a ’aide des valeurs
x
+oo 1
de la fonction ¢ (on rappelle que ((z) = > — pour z > 1).
nCE

n=1

EXERCICE 1.2.6.

1
(1) Soit f(x) = (sin —) e~1/* . montrer par récurrence sur n que :
x

F(z) = [P,(1/x)sin1/z + Qu(1/x) cos 1 /x] e+

ou P, et @), sont des polynomes.
(2) En déduire que f est C*° en 0 mais que f n’est pas développable en série entiere

EXERCICE 1.2.7.

—+m

On pose f(x) = / eilt=zsint) 4y

(1) Montrer que f est a valeurs réelles.
(2) En déduire le développement en série entiere de f.

EXERCICE 1.2.8.

On considere la série entiere dont la somme vaut /1 — x sur [-1,+1].
(1) Montrer qu’elle converge uniformément sur [-1,+1].
(2) En déduire l'existence d’une suite (P,) de fonctions polynémes qui converge uni-
formément vers |z| sur [-1,+1].

EXERCICE 1.2.9.

-1 0 0
Soit A la matrice: | 0 —1 1 |. Trouver la somme de la série de terme général
1 0 -1

EXERCICE 1.2.10.

(1) Chercher les fonctions continues en 0 vérifiant 1’équation :
(1) f(2z) — f(x) = Arctanz.

(2) En écrivant le développement en série entiere de Arctanz, en déduire celui de f (rai-
sonnement & bien justifier).
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1.2.3. Sommation des séries entiéres.

EXERCICE 1.2.11.

Rayon de convergence et somme des séries entieres de terme général :
n n n

1 - 2 - 3 ’
S Uy =N S Uy = C Uy = ————
" 2n " (2n)! " on(n+1)
4 pin-l ( 1 5 n®+4n —1z"
S Uy = n = Uy = —
"o4n—1 " n+4 nl
EXERCICE 1.2.12.
Soit (u,) une suite vérifiant la relation de récurrence :
Unp42 = 2un+1 — Unp-
n
On considere la série de terme général U —-
n!
Nature et somme de cette série entiere.
EXERCICE 1.2.13.
3n
. x
Etude et calcul de la somme f(x) de la série entiere de terme général u,, = W (on pourra
n)!
utiliser une équation différentielle ou une autre méthode).
1.2.4. Dénombrements.
EXERCICE 1.2.14.
Pour n € N, on pose 7, = Card{(n;,ny) € N*|n = 2n; + 3ny}.
+o00
(1) Montrer que la série entiere Y 7,2 est le produit de deux séries entieres simples. En
n=0

déduire le rayon de convergence.
(2) Calculer 7,.

EXERCICE 1.2.15.

Déterminer la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour tout n > 0, par

n
Up41 = E UpUp—p-
n=0

EXERCICE 1.2.16.

On considere la suite (a,,) définie par ag = a; =1 et
2

Apt1 = G + Apn—1
pour n > 1.
a Too
(1) Encadrer la suite n—g En déduire le rayon de convergence de f(z) = Zo anx™.
n—=

(2) Déterminer la somme f(x), en déduire une expression de a,,.
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EXERCICE 1.2.17.

On définit la suite (a,) par ag =1 et 2a,,1 = > Crara,_1.(1)
k=0

+o00o n
(1) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere S(z) = > '

n=0 T
(2) Calculer S(z). En déduire I'expression de a,, ainsi que le rayon de convergence de S(x).

n’est pas nul.

2. SERIES DE FOURIER

2.1. Coefficients de Fourier.

EXERCICE 2.1.1.

Soit f une fonction 27-périodique, de classe C* sur R.

1 2m )
(1) Donner la relation entre c,(f™) et c,(f) (on rappelle que ¢,(f) = o / e PHf(t)dt).
T Jo

(2) On suppose que IM > 0, Ik > 0, Vn € N, ||f™|| < ME", que penser des coefficients
¢y(f) pour p > k?

2.2. Convergence en moyenne quadratique.

EXERCICE 2.2.1.

Développer en série de Fourier les fonctions suivantes :

16 + 4 cos 2z
1) Fla) = — 0=
(1) Fz) 17 + 8cos 2z
(2) f impaire, 27-périodique définie sur [0, 7] par f(z) = z(m — ), en déduire :
S e 3
3 6
— (2p+1) —~n
déd +o0 1
5 o g
(3) g(x) = |sinz|, en déduire nzzzl 1
rsint
4) h(t) = +1.
(4) h(t) 2?2 —2xcost + 1 7
EXERCICE 2.2.2.
+o0 2 1
Montrer que, pour tout = € [0, 27] : nz=:1 COZ# = % — gx + 1952.

EXERCICE 2.2.3.
Soit I'application f :t € R+ |sin®¢|.
(1) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence.
(2) En utilisant la formule de Parseval, montrer que :
+00

256 4608 1
2 _ -
AT Z(4n2—1)2(4n2—9)2'

n=1
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EXERCICE 2.2.4.

Soit f € C(R,R), 2m-périodique telle que sa restriction a tout intervalle est la différence de
deux fonctions g et h croissantes (f est a variation bornée sur tout compact). On pose w(a) =

sup | f(z) = f(y)l

lz—y|<a

(1) Montrer qu’il existe A dans R tel que, pour toute subdivision zo < z7 < ... < g, de
2n—1

[0, 27], on ait kz::O |f(xpgr) — flag)| < A
z)) de

O R |

(3) Montrer que /027r [f <x+ %) — f (x— %)}de ﬁw <%>
B

n
(4) Siw(a) < Ca® ot o > 0, montrer que 3B > 0, |A(n)|2 S

(2) Trouver un majorant indépendant de x (en fonction de w <

N

EXERCICE 2.2.5.

2m
Soit f € CY(R,R), 2w-périodique, telle que / f(t)dt =0.
0

2 2
Montrer que / fA(t)dt < / f2(t)dt
0 0
Cas d’égalité ?

2.3. Convergence ponctuelle.

EXERCICE 2.3.1.

(1) Montrer que, pour tout ¢t € [—n, n,

(1) t= ; % sin <%(2p + 1)t> .

(2) On pose P,(xz) = > M\e*. En remplacant ¢ par k, & I'aide de la formule (1), dans
k=0

I'expression de P! (x), montrer que :
+oo

|P ()] < nz -y 2p+ Z)\ke sm( (2p + 1)k>

(3) On note || P,|| = sup |Pn(x)|, en déduire I'inégalité de Bernstein : || P/ || < n||P,]|.
z€0,27]

EXERCICE 2.3.2.

(1) Etudier la convergence de la série

=3 e (—%}

k=—o0

ot t > 0. Montrer que f est de classe C1.
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(2) Montrer I'égalité suivante, valable pour tout x réel, pour tout ¢t > 0 :
+oo

Z exp (—u) Z V2rt exp(—2n*m*t + 2imna).

k=—00 n=-—00

EXERCICE 2.3.3.

Soit a > 0.

+oo 1
(1) Chercher le domaine de définition de f(t) = n;@ PR s

2) Montrer que f est de classe C*, w-périodique.
q p q

(3) A Taide du développement en série de Fourier de f, en donner I'expression a l'aide des
fonctions usuelles. On admettra le résultat suivant :

+oo 2ixt
et T g,
D) 5 = —e€ .
e @7t a

o0

EXERCICE 2.3.4.

Soit B l’ensemble des fonctions X de [0,1] dans C développable en série de Fourier sous la

+o0 .
forme : X(s) = Y ¢,e*™ avec Y |¢,| n € Z convergente.

—00

+o00o
(1) Montrer que |.|| : X € B+ || X]| = >_ |cu| € Ry est une norme sur B et que (B, |.||)

est complet.
(2) Montrer que B est stable par produit.

EXERCICE 2.3.5.

Soit f : R — C de classe C? telle que f, f’, f” soient intégrables sur R. Etablir 'égalité :

S =Y (/ fa d)

p=—00 n=—00

+o00
ou >, f(p) est, par définition, égal a Z f(p) + Z f(=p) (ce qui signifie que les deux séries
p=—00 p=0
invoquées sont convergentes).

+o0o
On développera en série de Fourier la fonction g(z) = > f(z+n).

Cette relation est appelée formule de Poisson.

EXERCICE 2.3.6.

Soit v € [0, 2] tel que J ¢ Q, f continue sur R, 27-périodique.
7r

Montrer que

li _

Peut-on étendre ce résultat au cas ou f est seulement continue par morceaux ?
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EXERCICE 2.3.7.

. : 20
Etudier l'intégrabilité sur |0, 7| de la fonction 6 — o

(1 —2zcosf + x2)(1 —2ycosh +y?)

Fla )_/” sin? 6 df
Y= o (1 —2xcosh+ x2)(1 —2ycosf + y?)

Calculer

lorsque cette quantité est définie.

EXERCICE 2.3.8.
Soit (a,) une suite décroissante de limite nulle.
Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

+o0

e (i) la série de fonctions S(x) = > a, sin nx converge uniformément sur R,
n=1

e (i) la suite (na,) converge vers 0.

Indication 1.1.1 Penser a encadrer d(n).
Indication 1.1.2 Sil # 0 alors R = |I|~'/" (reprendre le cours).
Indication 1.1.3 R = inf(Ry, Rs).
Indication 1.1.4 La fonction est intégrable pour a > —1 puis on montre que [,(a) =
(a+1)na+1 + O( a+3) Pour x =1: > I, Cssia >0, pour z = —1, > (—=1)"I, Cssi a > —1
Indication 1.1.5
(1) Poser Cht =

et se ramener a des intégrales de Wallis.

cos@
(2) Lny2 =750 <l <In=R=1
Indication 1.1. 6 Ecrire que Ry = fo t) dt ou g est une fonction continue sur [0,1], majorer

alors le reste de la série ) fo t"Intdt
Indication 1.1.7 Montrer que b, = %e
Indication 1.1.8

1 R=1
2 R=0.

Indication 1.1.9 R =1, la série diverge pour x = £1.

"=1/24,,(1+ o(1)) et en déduire que le rayon vaut £

Indication 1.1.10 Poser f(t) = (3,2 ant”)/(z+°°b t"), g(t) = ' b,t", majorer

|a,, — Aby,| & partir d’un certain rang puis partager les sommes en 2.
Indication 1.1.11
(1) (an) est bornée d'ot R = +oo, si lim a, = a, écrire F(t) = ae' + G(t) ou

n——+0o00
G(t) = ZJFOO a0t et montrer que G(t) = o(e').
(2) Poser s, = Zk:O Ck, S = ZFOB ek, (1) = Z;LLO% it

Indication 1.2.1
. —1 n—1
(1) On obtient a, = m
(2) Pour déterminer f, décomposer la fraction rationnelle

flo) =S (1 42) — 4] +8— L

222 2z

Indication 1.2.2 On obtient f(z) = ag ch Vrsiz >0, agcosy/—xsix<

1 5 N
n(n+1)(n+2) d’ou
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Indication 1.2.3
(1) Si on écrit f(z) = > b,2™ on montre que bz, = bz, = 0 et
(3n + 1)bani1 = o g bags1bsn—g—1)+1-
(2) Poser a,, = bz,41 et d,, = 3"a,, et montrer que (d,,) est décroissante.
(3) En déduire que R > V/3 et conclure que f est bien développable en série entiere.
Indication 1.2.4
(1) F(ZL’) —92In2 — 400 cos(2nm/3) "

n=1 on— 17’L

(2) e Sia=0alors F,(x) = no(n+1) R=1.
e Sia>0alors: F,(z ) Ziozni(:i:;l SnT)a oo R =
(3) Glz) = 3(1+22) + 85,25 CL T g
(4) ( ) = S @ R—1
2n+2 .
JrOO _1 nfl 22n Tl'
oo ((2n—1 2m—3)2—a2)(---)(1—a? n
(6) J(x) = :zo (Entr )(((Qn-‘,-i)! )00 o g2nt1,
Indication 1.2.5
(1) Si |z] < 1 majorer qu% par |z\2pi2.
(2) 2 g enxn- gjig = :]rocf e —+— grace au théoreme d’interversion de sommations.

(3) mcotan 7z — L = — 37 1° 2{(2p+ 2)x?P 1,
Indication 1.2.6 On obtient P, = 2X°?P, — X?P/ + X?Q,, et Q,.1 = 2X3Q,,— X*Q!,— X*P,
puis f™(0) = 0.
Indication 1.2.7

(1) Partager I'intégrale en 2 pour obtenir f(z) = 2 [ cos(t — xsint) dt.

(2) Développer cos(t — xsint) et obtenir f(z ) =27 > (=) %

Indication 1.2.8 Ona I —z =1—% — Y% %x” et la série > u, converge. On
pose ensuite P,(z) = S, (1 — z?).

Indication 1.2.9 Ecrire A= —I + B pour calculer A" on trouve alors
—a 0 0
o X x 332
::1 U,=| ¢ —a b | aveca=1In (1—5), b= 5, c= Gl
b 0 —a

Indication 1.2.10

(1) Montrer que f(z) = > Arctanz/2" + f(0).
(2) Chercher un D.S.E. comme avec les équations différentielles pour trouver finalement

1)P
F(@) = £0) + 0% e

Indication 1.2.11 (1) R=2et Zn Uy = 2”;)

(2)R:+ooet2;r:6un:{0h\/_ SlZL‘ZO,'

cosv/—x sixz <0

(3) R=1et Zun: =2In(1 — x).

(4) R=1et Zn 1 Un = % [1In 1+ — Arctanz].
(5) R +OO et Z Uy = ( 7;)334»3:)3126334»6)63076'

Indication 1.2.12
R = 400 puis on montre que la somme vérifie ’équation différentielle 3" — 2y’ + y = 0.
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Indication 1.2.13
R = 400 et la somme vérifie y” =y d’'ou la somme f(z) = & + e */* cos %ﬁ
Indication 1.2.14

(1) C’est le produit de Cauchy des deux séries ZJrf% 22" et de ZJFEB 2" R =1.
(2) Ecrire (1 — 22) T a2 = 5, on trouve alors 7o, = 14 E (%), Tons1 = 1+ E (%54).
Indication 1.2.15 Reconnaitre un produit de Cauchy, on trouve u,, = %

Indication 1.2.16
(1) On montre que 1 < a, <n? R=1.
(2) Montrer que (1 —x)f'(z) — f(z) = 2z f(z), on trouve f(z) = i :2;;3 et enfin, utiliser le
produit de Cauchy pour conclure a,, = 37" (-2)” w.
Indication 1.2.17

(1) Réécrire la relation (1) pour faire apparaitre un produit de Cauchy. R > 1

n!

—, R=2.

on’

Indication 2.1.1 La premiere question, c’est du cours, pour la deuxieme, on prouve que
lep(f)l < M (%) donc ¢,(f) =0sip > k.

Indication 2.2.1

(1) F(z) = 321 ED cos(2pz).

p=0 22p

(2) Prouver que S?(x) = 25'(z) et conclure que a, =

3
+ 2p+1)x + 1) ™ + 6
(2) f(2) = 2 X025 et puis 05 gy = 35 © a2 = G
2
(3) gla) =4 [§ - i | v s = 4
(4) gt = S o (2l > 1),

Indication 2.2.2 Prolonger la fonction en une fonction 2r-périodique paire, continue de classe
C! par morceaux sur R et calculer a,,(f).

Indication 2.2.3
(1) b, =0et agpy1 =0, agy = WM et la série converge normalement.
(2) Parseval nous donne 2rx 2 = & <%><27T + 576 Z;:i W) .
Indication 2.2.4
(1) On a 3070 [ f(argr) — fla)| < g(2m) = g(0) + h(2m) — (0).
(2) Utiliser I'inégalité [f (z + Iﬂ) —f <x 4 (= 1)7T>]2 <wE)|fla+E) - f(z+ @)\ d’on

et [f (@ 4+ 52) — flo+ B0 < Aw ()
(3) Utiliser la relation de Chasles poser g(z) = [f(z + &) — f(z — £)]* pour obtenir

fo —w( )-
(4) Poser h( ) = f(z + 5-) — f(z — 5-) puis h( ) = 22f( )sin(£7) et appliquer la rela-
tion de Parseval a h % o |h(z)?dz < 2Anclia. Avec B = Acg’r , majorer |J/”\(n)\2 par
Y ez | F(p)[2 sin? (22,
Indication 2.2.5 Remarquer que |f'(n)| = |n|.|f(n)| > |f(n)| pour |n| > 1
Indication 2.3.1

(1) Développer en série de Fourier la fonction impaire définie sur [0, 7] par

x six<g -
flx) = et poser t = =%,

T—x six>7F
(2) Ecrire que P’ (z) = nzp 0 3 2pﬁl)2 (3hoo Aee @ sin (Z(2p + 1)k)).
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(3) Utiliser la formule sin(Z=(2p+1)k) = o (e*@HI7/(2n) _ =ik@+m/(2n) of ]a majoration
|2k ke sin (5, (2p + 1)k)|
}Zk o Akexp [ik(z 4+ (2p+ 1) Z)]| + | Xr_o Aeexp [ik(z — 2p+1)E)]|)
Indication 2.3.2

(1) Ecrire la somme en deux parties et vérifier la convergence normale des séries et des
séries dérivées sur tout intervalle [— a —i—a] ot a > 0.
est 1-périodique e > exp(—u? — 2inux) du avec & = 7v/2t.
2) f est 1- di t =2t [ 29 d V2t
p(x) = [ exp (—u? — 2fmux) du est de classe C! puis ¢'(z) = —2n%zp(z).
Indication 2.3.3
est définie sur R et on vérifie que f est m-périodique.
1) f est définie sur R et on vérifie que f est 7-périodi
(2) Poser u,(t) = m et montrer la convergence normale des séries > %0 u/,(t) et
Yoo U (1).
(3) Montrer que f =1 e e;zﬁft, puis f(x) = pla (fj;o e;ii;ﬁ) e?ke ot finale-
ment f(r) =1 20

a ch2a—cos 2z °
Indication 2.3.4

(1) ||.|| est une norme : classique, prendre ensuite une suite de Cauchy (X,) de B : X,(s) =
Soree cn,pe%ms, pour tout n, la suite c,, converge vers d,. On montre alors que

TL_*OO

Y = Z d,e*™ est un élément de B et que llril X, =Y.
n=—o00 p—T0

(2) Poser X = 3 oy cnen et Y =3 dug, ol e,(s) = €™ et montrer que Y |cpdn—p)|
p € Z converge. Montrer ensuite que, avec e, = ZpEZ Cpn—p, Y len] n € Z converge.

Poser finalement Z = >7°° < oo ey, p> e, € B et montrer que Z(n) = )/()\/(n)

P=—00 Cp
“+00

n=—oo

Indication 2.3.5 On montre que la série g(z) = f(x 4+ n) converge uniformément ainsi

que la série des dérivées, que g est 1-périodique puis on montre que g(k) = fj;o fu)e 2k dy
ce qui permet de conclure.
Indication 2.3.6 On prouve la validité de ce résultat pour les polynomes trigonométriques et

on I'étend par densité au fonctions continues.

. . .. N . p 0
Indication 2.3.7 Se limiter au cas ou |z| < 1 et |y| < 1 puis développer % en série

de Fourier et pour calculer chaque intégrale, on développe a nouveau en série de Fourier d’ou
F(z,y) = STy bour lz] <1, |y| < 1.

Indication 2.3.8 Pour montrer que (i) = (i4), on pose A, (z) = S27"  asin kz puis on prouve
T
ue A, <—> > Nen
q 2n 2

Pour (ii) = (i) on pose S,(z) = >_,_, sin kz que 'on majore, pour = €]0, 7| par |S,(z)| < =

et |S,(z)| < n. On utilise alors la transformation d’Abel

n+p n+p—1
Z ap sin kx = Z (ag — ag11)Sk(x) — anSn—1(T) + AnspSnip(T).
k=n k=n

On a alors la convergence simple de cette série sur ]R

Pour la convergence uniforme, on majore R, (z) = k n +1 aj sin kz en prenant € > 0 et N tel
que n > N = na, < ¢, pour = €|0, [, on pose n, = E(m/x) et on distingue les cas n, < n et
N <n < ng.
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1. SOLUTIONS :

Solution 1.1.1 Comme 1 < d(n) < n alors R = 1 (on utilise la remarque 7.1.3 page 282 en
remarquant que les séries > 2" et > nz™ ont un rayon de convergence égal a 1).

+00 too
Solution 1.1.2 " a,2" est la somme de h séries enticres Y. a,n,n2?t™ de rayon de conver-
n=0 n=0

gence |I|7" (c’est la généralisation du résultat de la remarque 7.1.8 (vii) page 282) donc
R > |I|7Y" (théoreme 7.5 page 283).

e Sil=0: R= 400,

e si # 0alors R = |I|~'/" (utiliser la démonstration de la remarque 7.1.3 (vii) page 282).

Solution 1.1.3 On a : R = inf(R;, Ry) car,
e si|z| <R, lirf a,z" =0 (cf remarque 7.1.3 (vi) page 282)

e ct si|z| > R, 'une des 2 suites (a9,2%") ou (ag,412*"*1) ne tend pas vers 0 donc la série
> anz™ diverge (et on applique le théoréme 7.2 page 281).

Solution 1.1.4 ¢ : ¢+ (Arcsint)® est intégrable ssi & > —1 car, au voisinage de 0, Arcsint ~ t,
et on applique la régle pratique d’intégrabilité (i) page 262.

1 1
Ensuite on écrit (Arcsint)® =t + O (t**?) d'on I,(a) = —————— + O (ﬁ> En effet
/rLOC

(o + 1)natt
1/n 1/n M 1
/ o> dt| < M / tr2 dt =
0 0

a+3na+3'

On adonc R=1.

e Pourx =1: > 1, Cssia >0 (cest la régle de Riemann page 240).
e Pour x = —1, Y (—1)"1, Cssi a > —1 ((1,,) \, de maniere évidente) (en appliquant le
théoreme des séries alternées théoréme 5.33 page 239).

Solution 1.1.5

t 0 do
(1) On pose/(;ht =7 (0 € 10,7/2]) et donc : th§ = tan Q’th ==
i _ 2p)! w (2Pp!) . .
I, = "lgde ;I :(7—' = ——— (intégrales de Wallis).
/0 cos 2911 22 2p+2 2+ 1 (intégrales de Wallis)
. o n . n+l o
(2) On sait que [,42 = - 1In <l 1<, = nkrfoo — = 1=R=1.

Solution 1.1.6

1
(1) Ry = / tNg(t)dt, g est une fonction continue sur [0,1] donc bornée d’ou IM =
0

1
sup |g(t)| et par conséquent |Ry| < M/ tV dt.
te[0,1] 0

N

Int N tN+1 Ut
()1_t nX::O n_'_l—tn /Ol_t %(n+1)2+ N daou le resulta
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Remarque : on peut prouver avec cette relation que

1 2
1

/ nt - ™

T 6

Solution 1.1.7 On a :
1\" 1 1 11
1+ - nEonn —exp [n’ln(1+— )| x —+—nn
n n? n n  n?
1 1 1 1 Inn
_ 2
—exp[” (5‘%2*%@))%(#?)

— %e”_lﬂ(l +o(1))

1
n1/2g, i.e. 3 b,2" a méme rayon de convergence que Y ﬁenflﬂanzn (cf remarque

1

d'ou b, ~ —e
n

+oo R

7.1.8 (i1) page 282) donc méme rayon que sa dérivée : > e7/2a,(e2)" qui vaut —.
n=1 €

Remarque : on obtenait ce résultat directement avec la formule d’Hadamard (cf remarque 7.1.3
(1i1) page 282) et avec quelques connaissances sur les limites supérieures.

Solution 1.1.8

n
‘95| " est

e On a |u,| < —— donc R > 1 et comme {sinn} est dense dans [—1, 1] alors
n n
non bornée pour x > 1ie. R=1 (on a utilisé la remarque 7.1.3 (i) et le théoréme 7.2

page 282) (ou on dit que R = R (Z sin nx”) et comme sinn 4 0 alors R < 1.

—1)»
e Onalna, =n’ln (1 + (1) ) o lim a9, =0, lim ag, =400 et pour tout x # 0
lnn n—-+4oo n—-+4oo

lir}rq A9 ®™ = 400 (car In(|ag,|z*) = 2n1n |z| + 4n?In(1 + 1n(12n) — +00) donc R = 0.

Solution 1.1.9 On a

=14 <—1>’”) _ T o

v Vi 20

ou lim ¢, = 1 donc |a,| ~ et par conséquent R = 1 (on utilise la remarque 7.1.3 (i7)

1
n—-4o0o %
page 282).
Sir=15 a,= 5 TV (converge) - 2 (diverge)
e Siz=1 ap = ——— (converge) — — (diverge).
n=1 n=1 \/15 n=1 2n
o Siz=—1a,(—1)" ~ ——— diverge.

vn

Conclusion : il y a convergence sur |-1,41].

+00
Solution 1.1.10 Le rayon de convergence de Y a,z" est infini. On pose
n=0

f(t) = <Z ant”> / <Z bnt”> L g(t) = bat"
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alors, comme Ve > 0, Ip : n > p = |a,, — Ab,| < =b,,, en écrivant :
—1 +oo
Z W [g() + [ (an — Aba)t"| /g(t)
n=p
p—1
et en utilisant le fait que tlifrn > (an — Aby)t"| /tP = 0 et donc que
T In=0
-1
£
T :t=>T ) /g(t) < 5

on peut dire que
Ve>0, 3T, t=>T = |f(t)— A <e

+oo +oo
et en conclusion, on a bien prouvé que lim (Z ant”) / (Z bnt”) =A
n=0 n=0

t——+o00

Remarque : ceci s’apparente au théoreme de Césaro.

Solution 1.1.11

(1) Comme (a,) est convergente, elle est bornée par A d’ou :

a "
" < A‘— = R =+o0
n! n!
(on utilise la remarque 7.1.3 (i) page 282).
> a, —a
Si lim a, = a, en écrivant F(t) = ae' + G(t) o G(t) = >, ———1" et comme Ve > 0,
n—-—+o0o n=0 n.
£
aN,¥n > N : \an—a|<§ona
—~ap—a | €,
G <> "+ e
n=0
N=la, —a N=la,—a €
Or lim e |y —"|=0dou 3T, t=>T =" ——1" < =.
t—+00 =0 n! a0 1! 2
Conclusion : en rassemblant ces résultats, on a bien lim e *F(t) = lim a,.
t—-+oo n—-+0o

Remarque : on pouvait utiliser 'exercice 1.1.10 qui donnait immédiatement la

réponse.
+o0 +o00
(2) On pose s, = Z gy s= lim s, = > ¢, F(t)= > S—?t” alors :
k=0 n—+o0 k=0 n—=0 T

F(t) = F'(t) = g'(1)

d’out / e tg(t)dt = e *[F(x) — g(z)] et par conséquent
0

T

lim etg(t)dt = lim e “F(x) — lim e “g(x) = s.

r—-+00 0 T—+00 T—+00
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Remarque : si ) ¢, est absolument convergente alors on peut utiliser le théoréme 5.55 page

253 3 [ dt converge d’olt

t
cpe t—
n!

xT

+oo
lim e tg(t)dt = / e tg(t)dt
0

T——400 0

p— n!
+o00
“Ye.
n=0
Solution 1.2.1
+o00
(1) On cherche les solutions de (E) sous la forme f(z) =) a,a™ alors
n=0
(@) + 4o f (1) + 2f () =) (n+2)(n+ Daga" =Y S —a”
n=0 n=1

(_1)n71
n(n T 1)(n +2)
position 7.1.1 page 284).

(2) Pour déterminer f, on décompose la fraction rationnelle

1 1 1 1

n(n+1)(n+2) %_n+1+2(n+2)

grace a 'unicité du développement en série entiere (cf pro-

R
d’ou a, =

d’ott -
+oo _ +o0 _ +oo _
R NG (-t (-
f(ac)—n:1 S ; T +;2(n+2)x
—g() —h(a) —i(a)
(14 2)? 17 3 1
- In(1 _ o2 2
o |+ =g+ oo
1 2

car g(z) = %ln(l + ), h(z) = —;(ln(l +z)—z)eti(x) = QLxQ(ln(l +z)—z+ %)

On pouvait remarquer plus simplement que (E) < (2%y)” = In(1 + ) et le probleme
se ramenait & trouver une primitive seconde de In(1 + z) et on trouve ainsi toutes les
solutions de cette équation différentielle.

Solution 1.2.2 On cherche donc les solutions développables en série entiere
“+o0o

Y= Zanx” x(—1)

n=0

“+00
/ n—1
v = na,x x2
n=0

y" = Zn(n — 1a,z"? X4z
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1 -2

(on a écrit des coefficients pour =~ mais ils sont nuls et cela permet d’éviter de

distinguer certains cas).
Le coefficient de 2™ pour tout n de N est donc nul et il vaut

—ay, +2(n +i)an+£+fl(n + Dnagsy

Vv
-y 2y’ 4zy”

et pour x

(on a précisé I'intervention de chaque quantité de I’équation différentielle). On trouve alors

0 . \ L. N P
Qy = n)l ce qui correspond a une série entiere de rayon infini.
n)!

Finalement, on obtient

ag ch+/x six
fw) = { ochyr s
apcos/—x slx

Solution 1.2.3
, +oo
(1) Ecrivons f(z) = Z bpa" (|x] < R) et ¢, = Z bpbn—p alors f(x)? = 3 c,x™ en faisant

n=2
le produit de Cauchy du développement de f par lui-méme. On obtient alors

(E) S b = 1, by :bg =0, (n—|—2)bn+2 = Cp ;
on montre alors, par une récurrence immédiate sur r, que : b3,_; = b3, = 0 d’ou

(3n + 1)bgp1 = Zb:sqﬂb:«:(n 1)+

(2) Sion pose a, = bz,11 et d,, = 3"a, alors : dy =1, d; = —

n—1
(3n +1)d, = 324 dpg1=3dp_1 +3 _ dydn_q1.
q=1
Par récurrence :
e On a d; < d,
e puis, si on suppose d,; < d,—; pour tout ¢ < n alors

(3TL + ].)d < 3d,_1 + (STL — Q)dn—l

en majorant dyd,,—,—1 par dy_1d,—q—1.
On a bien prouvé que (d,) est décroissante.

(3) On en déduit alors R > /3. En effet, la suite (d,) est décroissante et minorée donc
3n+1

admet un

1
elle admet une limite [ < 1. On a donc a,, < n et la série entiere )

rayon de convergence égal & v/3 (s'inspirer de la remarque 7.1.3 (vii) page 282) donc
3" a,2®*! a un rayon de convergence > +/3 (méme remarque (7).

Conclusion : grace a l'unicité de la solution d'une équation différentielle (théoreme
de Cauchy-Lipschitz théoréme 8.8 page 303 alors I'équation (E) n’ayant qu’'une solution
développable en série entiere en 0 vérifiant y(0) = 0, on en déduit que f est bien
développable en série entiere.
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Solution 1.2.4

8 — a3 1— 2)3
(1) 22 +2x +4 = Ty (x/2) d’ou

2—x  1-g/2
— nlx nlx
n=1

iy 2nm/3
ce que 'on peut encore écrire sous la forme F(x) =2In2 — ) % "
n=1 "min

d Foo
(2) e Sia=0alors: F,(z) = d—[(l —2) N =>(n+1)2" R=1.
x n=0
_ 1 1 1 , .
e Sia > 0alors: F,(z) = - (en décomposant la fraction
2sha \e*—2 e*—z
rationnelle) d’ou
400
sh(n+1)a _
Fr)=S 2T g e
(x) ; o Z e
400 (_1)n71x2n+1 +00 2(_1)nx2n+1
2 — . 2 — ) N
(3) = Arctanx—ngl — ; (1+2°) Arctan x—i—ngl T d’ont
1)nx2n+1
1 =1.
G(r) =3(1+2%) +8Z 0 R

(4) On a H'(z) = 2g(z) ou g vérifie 'équation différentielle ¢'(z)(1 — 2?) — zg(z) = 1. On
cherche les solutions de cette équation différentielle développable en série entiere (voir

400 22n | 2
milieu de la page 285) et on trouve g(z) = > %x%ﬂ (les calculs ont été faits
n=0 n !

a la question (iii) page 87) d’ou

+oo 22n (TL])Q

H(z) = o N 2nA42 R=1
(z) — (2n +2)!
(5) On a, pour |z| <1,
2 = (_1)“ n+1 ;. 2n+2
In(1 + zsin“t) = si t
nt 1

Or la série mise ainsi en évidence converge normalement pour ¢ € [0, 27| donc, grace au
théoréeme 5.55 page 253 on peut intégrer terme a terme d’ou

“+00

2T (_1>n 27
In(1 + zsin®t)dt = s / sin?"*2 ¢ dt.
[ ga= o e |

n=0

(_1)n—1 22n(n!)2
n (2n)!

(6) f est P'unique solution de I'équation différentielle : (x? — 1)y” + zy’ — oy = 0 vérifiant
les conditions initiales y(0) = 0, y'(0) = «.

((2n —1)? —a?)((2n —3)* —a®)(---)(1 — o?)

(2n 4+ 1)!
de convergence égal a 1 (faire le rapprochement avec le numéro 4 de cette série
d’exercice).

2.

On utilise alors les intégrales de Wallis pour conclure a,, =

On trouve alors ag, 1 = Q avec un rayon
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Solution 1.2.5

2p 1 1
(1) Si [z] < 1, comme TS < |z\2p? et que chacune des séries > |2|*F et Z? est
2p
convergente, la série double > pEr) est bien convergente (cf corollaire 5.47 page 247).
q

(2) On écrit alors, pour |z\ <1:

S 2SR ()

(p,q) ENXN* g=1 p=0 g=1 q p=0 q
- 21 _ 2 2_ 2
=1 (2/0? P

grace au théoreme d’interversion de sommations (théoréme 5.47 page 247).
(3) On obtient alors immédiatement

1
(1) TeotanTr — — = — Zgg (2p + 2)z2P !

avec un rayon de convergence égal a 1.

Remarque : avec la relation tanx = cotanx — 2 cotan 2z (pour x # 0) on déduit de (1) le
développement en série entiere de tanx :

= 2%+l — ]

— 2p+1 _r
tanz = QZQQp—i—Q) 2 T R_Q'

p=0

Solution 1.2.6
(1) Vrai pour n = 0 et apres dérivation, on obtient les relations
Py =2X°P, — X*?P' + X?Q,, et Q11 = 2X°Q, — X*Q!, — X*P,,
la propriété est récurrente.

(2) Par continuité : f™(0) = 0 et donc f n’est pas développable en série entiere sinon f

serait nulle dans un voisinage de 0, ce qui n’est pas le cas (cf remarque 7.1.7 (i) page
284).

Solution 1.2.7
(1) En partageant l'intégrale on a

0 T
f(l') :/ ei(tfxsint) dt—i-/ ei(tfa:sint) dt
0

—T

et apres le changement de variable u = —t dans la premiere intégrale, on obtient :

f(z) = 2/; cos(t — xsint) dt

et par conséquent f est bien a valeurs réelles.
(2) En développant cos(t — xsint) on a :
f(z)

5 :/ cost cos(zsint) dt+/ sint sin(z sint) d¢
0

™ +°<> p2ntl
/ sin?"t2 ¢ dt
2n 2n+1)!
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s
1
car la premiere intégrale est nulle (/ costcos(zsint) dt = — [sin(zsint)]; = 0 méme
0

x
stz =0).
La série (en t) étant normalement convergente, on en tire (avec les intégrales de Wallis) :

Solution 1.2.8
(1) OnaVz €] —1,+1]:

+oo
T n
\/1—x:1—§—;unx
Ix3x---x(2n—-3)  (2n—2)!

2nn! - 22-1pl(n — 1)
série entiere de (1 + ¢)%).

ou u, =

' (voir page 285 le développement en

u 3 1
Or |upa™| < u, et = =1 — % +o (—) donc la série > u, converge (c’est la régle
U, n n

de Duhamel page 241).
Conclusion Y u,z" converge normalement sur [-1,41] donc uniformément.
(2) Si z € [-1,+1] alors 1 — 2? € [—1,+1]. Il suffit de prendre P,(z) = S,(1 — %) ou

Sp(z) =1-— g - g_jzukxk.

Solution 1.2.9 Le premier probleme ici est de calculer A", or, en écrivant A = —I + B, alors,
comme B3 =0, on a

(n—1)

A" = (=1)"(I —nB +~ —B).
On en déduit que U, = Cn Qn —b,| ota, =— b, =— ¢ = (n—-1) - et
b, 0 a, n2mn 2n 2t
100 —a 0 0
donc Y U,=1| ¢ —a b | (pour |z] < 2 car chacune des séries figurant dans la matrice
n=1 b 0 —a
i |z < 2) 1(1 x)b ’ v t cette séri
converge ssi |z avec ¢ = In (1 — = = ¢ = —— et cette série converge
& 2) " T =2 T 22— a2 &

pour |z| < 2.

Solution 1.2.10

(1) Par une récurrence immédiate on a

f(z) — f(xz/2") = Arctanz/2 + - - - + Arctan /2"

+o0
et, a la limite : f(x) = > Arctanx/2" + f(0) car la série > Arctanz/2" converge
n=1

(Arctanz/2" ~ x/2") et f est continue en 0.
+o0o x

Comme ) Arctan on converge normalement sur [—1,+1] (on sait que | Arctan z/2"| <
n=1

1/2™), f est bien définie et continue en 0 et vérifie bien la relation.
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X T
Conclusion : 'ensemble des solutions de (1) continues en 0 est R + > Arctan on qui
n=1
est une dr01te afﬁne
400 x2p+1

(2) Si f(z) = Zan " alors Jioan:p”(Q" - 1) = >

n=0 p=0 2]9 + 1
developpement en série entiere (cf proposition 7.1.1 page 284)

(=17
(2p + 1)(2%+1 — 1)’
Comme ’ensemble des solutions continues en 0 est une droite affine (c’est ce qu’on a

prouvé au 1.) et qu’il en est de méme pour les solutions développables en série entiere,
on en déduit le résultat.

et grace a l'unicité du

ap = f(0) et R=2.

Qop = 0, A2p4+1 =

Solution 1.2.11 Tous les rayons de convergences sont obtenus en utilisant le théoreme 7.4 page

282.
(1) R = 2 puis, comme

+oo /
= E nx" =x ( L ) = *
_ _ 27
— -z (1—2x)

+oo 2
alors n;lun = f(x/2) = ﬁ

too {Ch\/f six >0,

(2) R = +o0, puis f(z) = > u, = ) )
n—0 cosv—x six <0

(3) R =1, puis
<X X R 1—2z
=S, =" - =1 In(1 — z).
(4) R =1, puis
22
4n2
(Su) = re =S 2
11, 1
d'ou f(z) == |=In +x—Arctanx :
212 1—=x
244n—1 1
(5) R = +o0, puis, comme%:n—n+4on peut écrire

+o0 +oo
" F
ZZun:xex—in:xem_ﬂ
— “— (n+4)n! x?

avec F'(z) = z%¢” d’olt F(x) = e*(2® — 32?2 + 6x — 6) + 6 (F(0) = 0) et en conclusion

(25 — 2® + 32% — 62 + 6)e” — 6
@) = : .

T

Solution 1.2.12 Si a = sup(|ugl, |u1]), on montre que par une récurrence immédiate que |u,| <
3" la d’ott R = +o00.
On aurait pu aussi résoudre directement la récurrence mais cette méthode n’est pas généralisable
au cas de toutes les suites récurrentes.
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+o0o n

Si on pose f(z) = Y, unx—' alors f vérifie I'équation différentielle f”(z) — 2f'(x) + f(z) =0
n=0 n:

que l'on sait résoudre (cf proposition 2.2.5 page 40) ce qui donne finalement

f(z) = [(ug — uo)x + uple”.

Solution 1.2.13 On remarque tout d’abord que R = +oo (on utilise la regle de d’Alembert,
application (1) page 241, avec u,). Le calcul des dérivées nous donne f"”(z) = f(x) donc f
s’écrit sous la forme

Flz) = Ae® + pe?® + vel™®.

1
Les conditions initiales nous donnent : A =y =v = 3 d’ott le résultat final

e 2 /3

f(x):§+§e cO8 ——.
400 pdntl too  gBn+2
Une autre méthode est de poser g(z) = ;::0 L h(z) = nz::O Erik On a alors
f(@) +g(x) + h(z) = e*
f(@) +jg(x) + j*h(w) = &7
f(@) + 79 (x) + jhiz) = &

1 . .
d’'ou f(x) = g(e”” + €97 + 7°%) en faisant la somme.

Solution 1.2.14

400 +o00o
(1) C’est un résultat classique : > 7,,2" est le produit de Cauchy des deux séries Y 22" et
n=0 n=0

+oo
de > 2%". On a la relation
n=0

R 1
(1) ;)T”Z D)

Son rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1 (cf théoreme 7.5 page 283).
Comme 7, ne tend pas vers 0, on en déduit que R < 1 donc R = 1.
(2) Pour calculer 7, on utilise (1), ce qui donne les égalités :

+oo +oo
(1— zQ)ZOTnz" =7 _123 = Zoanz"

1 i3

ou a, = { S? |n On a alors les relations,
0 sinon

7—0:]-7 1 :0, Tn — Tn—2 = Qp,

-1

et finalement 79, = 1+ F <g), Tone1 =1+ F (n

Remarque : les calculs faits ainsi sont plus simples que si 'on avait décomposé la
1

=212

fraction rationnelle
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Solution 1.2.15 On a u, 41 = (u*u), (produit de Cauchy définition 5.3.6 page 247) d’ou I'idée

+oo
de faire intervenir la série entiere f(z) = > u,z™ (en supposant que son rayon de convergence
n=0

R soit > 0).
f vérifie f(0) =1 et xf?(x) = f(z) + 1 d’ol, en résolvant ’équation du second degré,

Fa) = 1im.

2z
1—-v1-—-4
Vu que f est continue en 0 (et que f(0) = 1) on peut affirmer que f(z) = 2—26, |z| < R.
x
too (2n)!
En cherchant le développement en série entiere de f, on trouve f(z) = &x”
n=onl(n+1)!

1
On vérifie a posteriori que R = 1 qui justifie les calculs faits. D’ou la valeur

(2n)!

tn = n!(n+ 1)

Solution 1.2.16
2

(1) Par une récurrence immédiate, on vérifie que 1 < a,, < n*.
Le rayon de convergence de la série entiere est donc égal a 1 (on utilise la remarque
7.1.3 (i) page 282 et le fait que les séries entieres > z" et > n’z" ont un rayon de
convergence égal a 1).

(2) On a

+oo +o0
2
(1—2z)f(zx) =1+ Z(an —ap_1)z" =1+ Z Ean,gx".
n=1 n=2

“+o00
En dérivant, on arrive a (1 — ) f'(z) — f(z) =2 Y. ap 2™ ' = 22 f(x).
n=2
f est 'unique solution de 1’équation différentielle
(1—2)y —(1+22)y=0

vérifiant f(0) = 1 (on utilise le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire proposition 2.2.3
page 39 ou théoreme 8.1 page 297).

e—2a}

(1—=z)*
Enfin, on utilise le produit de Cauchy de deux séries pour conclure :

f(x) = Z ﬂxnz (n+1)(n+ Q)x”

L’intégration est immédiate, on trouve donc f(z) =

n! 2
n=0 n=0
“+o0o n
-y (> p(n—p+1)(n—p+2))\ ,
- (_2) | z
n=0 \p=0 2]9
1
(pour écrire le développement en série entiere de ———— on a utilisé le résultat de la

(1—2)
question (i) page 248 mais on pouvait aussi dériver deux fois le développement en série

entiere de 1 ). On obtient finalement

n

n—p+1)(n—p+2

p=0
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Solution 1.2.17

(1) On réécrit la relation (1) sous la forme

n ]‘ n—
2) g fn+l L
(n+ Dl nt 14k (n— k)
. , ag Qp+1 1 /. N
Si on suppose, par récurrence, que E < 1 alors CF < 5 < 1 donc la série entiere

S(z) a un rayon de convergence > 1 (cf remarque 7.1.3 (i) page 282).
a
En fait on peut prouver directement que k_]: = o mais il ne faut pas gacher le suspens !
(2) Dans la relation (2), on reconnait un produit de Cauchy soit

“+00 n “+00
2 o A An—f Ap+1 n __ /
s(x)—z<k_om ) Z g et = 28(0),

n=0 0

1 !
On a donc S?%(z) = 25’(z) d’ol, par intégration : S(x) = ) ie. a, = —;L , le rayon
— X n

de convergence souhaité est 2.

Solution 2.1.1
(1) Apres intégrations par parties et récurrence : ¢,(f™) = (ip)"c,(f) (cf proposition 7.2.4
page 289).
E\" k
(2) On a |(ip)"cy(f)| < Mk™ douVn € N @ e (f)| < M (—> et si — < 1 alors ¢,(f) =0
p

p
(en prenant la limite quand n — +00).

Solution 2.2.1

(1) Apres calculs on trouve

F(z)=R (m) =R <Z (22p) e ) = Z (22p) cos(2pzx).

p=0

(On a utilisé la méthode décrite dans I’ezemple (v) page 293.)

™

(2) On utilise la formule b,(f) = — | f(x)sinnzdz (attention a ne pas intégrer sur
T Jo
[—7,7]). On trouve alors

8 X sin(2p + 1)z
fl) = Epgo (2p+1)%

Avec x = g on asin(2p + 1)z = (—1)? d’ou
3 —_— .
o (2p+ 1P 32
Avec Parseval (cf corollaire 7.13 page 291) on obtient

+m I Vi |
Pade == 53 o g5 %3
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1 7T6 +oo 1 +o00 1 1 4oo .

d’ou Z  p 1) = 150" Or ;::1$ :Igom+26 — ce qui donne finalement
P
£=nb 9457

41 = cos(2nx)]
T2 = 14n2—1

(3) g(z) =

1 1
P =0 btient —_— = .
our x = 0 on obtien Z4n2—1 5
(4) En utilisant la méme technique qu’au 1. on peut écrire
rsint o 1 1
x2 —2xcost+1 2 |x—et g —e i

ol 1 1
2 |1—eit/x  1—ei)x

sin nt
Z (Jz] > 1).
=1

2 T 2

1
Solution 2.2.2 Sion pose f(x) = % 5Tt 13:2 = %+%(x—27r) alors f(2r—z) = f(z) donc

f se prolonge sur R en une fonction 2w-périodique paire, continue de classe C' par morceaux.

On a alors b, = 0, ap = 0 et a, = — ce qui donne la relation attendue (on utilise le théoréme
n

de Dirichlet—plus précisément le théoreme 7.15 page 292-).

Solution 2.2.3
2 i
(1) Comme f est paire on a b, = 0 et a, = ;/ sin®tcosntdt d’'ott 1 agy1 = 0, agy =
0
24
m(4p? — 1)(4p* - 9)

. 3 cos 2pt
| =— 24
| sin” ¢| ( + Z 4% = 1) (4 _9)>

la série converge normalement (ce qui était prévisible car les hypotheses du théoréme
7.15 page 292 étaient remplies).
(2) Avec la formule de Parseval (corollaire 7.13 page 291) on a :

27
5 1 (16 T
. 6 o _
/0 sin tdt—27r><1—6—ﬁ<9><27r—|—576§ 1)2(4]92—9)2)'

et donc :

Solution 2.2.4
(1) On éerit f(zri1) — flzn) = 9(@pr1) — g(zk) — [M(@ps1) — h(zy)] dou

Z | f(@rr1) — f(ae)] < Z g(xrs1) — glar) + h(y11) — h(zr)
k=0 k=0 k=0

< 9(27m) = g(0) + h(2m) — h(0)
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ce qui permet de prendre A = g(27) — g(0) + h(27) — h(0) (et qui signifie effectivement
que f est a variation bornée).
(2) On utilise I'inégalité immédiate

{f <x+l%r) —f(x%—@)récu(%) ‘f (x—kl%r) —f(x+@)‘

d’ou
i{f (x—l—k%) —f(x+@)r<flw(%).

k=1
(ko + D)7

kot
En effet, soit kg le seul entier tel que v + — < 2hw < x + . On pose alors
n

(k?() + 1)71' (]{;0 + ]{;)77

20=0 11 =1 +7—2h7r T = X + — 2h7 (et si x9, < 27 on

rajoute un terme). Ce(n permet d’écrire, en utilisant la 2m-périodicité de f,

i f(ij%ﬂ) _f(x+( )' 2n21\f (@h11) = f(@p)| + | f (an) = f(2)]

< Z | F(wren) = f)]
k=0

car | f(zon—1) — f(21)] < [f(@2n-1) = f(@2n)| + [f(20) = f(21)] et f(2n) = f(20).
Remarque : on aurait pu se ramener a [0, 47| (en prenant une autre constante A) ce qui
évite le cas génant

2
(3) On va utiliser la relation de Chasles : on note g(z) = [f (x T 21> -/ <x B 21>] o
n n

2r 2n km/n
a / g(x)dr = Z / g(x) dz. Dans chaque intégrale, on fait le changement de
0 =1 Y (k=1)7/n

T T
variable : t = x + — — — et on obtient
2n n

/Ozﬂg(a:)dx:/_::ni [f (t+%ﬂ> _f(t+@)}2dt i‘:w <%)

(4) Si on pose h(z) = f <x + 21) - f (x — 21) alors on peut calculer le coefficient de
n n

Fourier de h : ﬁ(p) = 22’fA(p) sin <ZE>

2n
On applique la relation de Parseval a h (cf corollaire 7.13 page 291) :
1 [ 9 ~ pT ACT
o J, |h(z)] d$:Z|h( Z4|f < )<m
PEZ PEZL

(en utilisant I'inégalité du 3.).

ACT™ ~
Cm et on majore |f(n)|* par > |f( )|?sin <H> ce qui donne
pEZ 2n

On pose alors B =

le résultat.

Solution 2.2.5 Il s’agit de l'inégalité isopérimétrique et on applique 1'égalité de Parseval (cf.
corollaire 7.13 page 291) :

/ fAt)dt = 2w Z |f )2 (avec f( ) = 0 par hypothese). De méme avec f’ :

n=—oo



SERIES ENTIERES, SERIES DE FOURIER 15

/ P dt=2n S [P On remaraue que |P(n)] = nl.|F(m)] > |F(m)] pour fn| > 1 ce

n=—oo

qui donne immédiatement 'inégalité souhaitée.

Solution 2.3.1
400 (_1)174

(1) Ona:x=>,

w12 sin(2p + 1)z ou x € [—7/2,4+m/2] en développant en série de
szﬂ- p

x sl x < g
Fourier la fonction impaire définie sur [0, 7] par f(x) = o 3 on pose
T—x SlT>—
2
2nx
alors t = — ce qui donne la formule.
T
(2)
n n +oo
4 , —1)P8n k
) k:OZ . k:oZ . p=0 < (2p + 1) s )Qn

400
)P8i

:nzﬂ22p+1 <Z)\ke sm< (2p—|—1)k>>

(on peut permuter les deux sommes car on a une somme finie) d’ou I'inégalité demandée
en prenant les modules.

+oo 8
3) On remarque que (en prenant ¢ = n dans (1 ———— =1 et, en utilisant les
formules d’EUIGI', sin < (2p + 1 _. ( tk(2p+1)7/(2n) _ e—ik(QIH-l)ﬂ'/(Qn)) d’ou

sm< (2p+ 1)k +

(i)

s

" kexp[k(as—@p“)%)}‘)
< % Pla+@p+D)50)| + [Pla—(2p+ 1))
<SP+ 120)

et, en conclusion

i |\n2 s LR

en utilisant la remarque du début du 3.

Solution 2.3.2

(1) On écrit la somme en deux parties, les indices positifs d’'une part, les indices négatifs
d’autre part. On vérifie alors la convergence normale des séries et des séries dérivées sur
tout intervalle [—a, 4a] ou a > 0. On peut alors conclure car les fonctions sont toutes
continues sur R.
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~

(2) On vérifie ensuite que f est 1-périodique, calculons f(n) :

fn) = /01 [ f exp (—(93;7;{)2 - 22'7Tm:> dx]

=S [ o (5 ) o]

car les séries convergent uniformément sur [0,1] et on peut utiliser le corollaire 5.55
page 253.
En tenant compte de la périodicité de la fonction e

fn) = f { /k - exp (—g—i — 2i7rny> dy]

k=—o00

+o0 y2
= /_OO exp (_Q_t — 2i7my> dy

+00
= \/Q_t/ exp (—u2 — 22’7mu\/2_t> du

—2mT on peut aussi écrire :

+oo
= @/ exp(—u? — 2inux) du avec © = V2t

400
La fonction p(z) = / exp (—u2 — Qinux) du est de classe C! car on peut utiliser le
théoréeme 6.26 page 28’? En effet
| —2inuexp (—u® — 2inux)| = 2n|ule®’

et la fonction u — |ule*” est intégrable sur R. Les hypotheses de continuité sont vérifiées
(produit et composée de fonctions continues).

On en déduit que ¢'(z) = —2n%zp(z) ie. f(n) = v2rte 2™t La suite (f(n))nez est
sommable, la propriété 7.3.5 permet alors de conclure.

Solution 2.3.3
1
(1)

a? + (t +nm)? "~ n2g?’
définie sur R et on vérifie que f est m-périodique.

(2) Si on pose u,(t) =

terme général d'une série absolument convergente, donc f est

alors u, (t) = — 2(t + nm) et, a l'aide de
" (a? 4 (t +nm)?)?

a? + (t +nm)?
I'inégalité 2azx < a® + 2% on obtient :
1 1

()] < <
[un ()] a(a®+ (t+nm)?) ~ ala®+ (n — 1)%72?)
400 0
pour t € [—m,m]. On a bien la convergence normale des séries > u) (t) et > ul(t),
n=0 n=-—00

par conséquent, f est de classe C' (on utilise le corollaire 5.59 page 254).

~

(3) Calculons f(k) :
. 1

fity =~ [ ey ar

T Jo
= 1 /7r Z o2kt d
mJo = a? + (t +nm)?
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et comme on a convergence normale de la série qu’on intégre, le corollaire 5.55 page 253

s’applique
o—2ikt q¢
T Z /o a? + (t +nw)?
1 [T e 2kt gt
. e
en rassemblant les intégrales et en remarquant que
T edz’kt dt (n+1)m 6—2ikt dt
/0 a2—|—(t—|—mr)2:/m az+t2’

Le théoreme de Dirichlet s’applique (cf théoreme 7.15 page 292) donc f est égale a la
somme de sa série de Fourier, soit

1 +oo +oo ,—2ikt 4 .
f(JZ):;Z(/ a2+t2)€

k=—o00 o0

les intégrales qui interviennent dans cette somme sont les transformées de Fourier de la
1 +o0 €—2ik;t dt T
fonction ——— (résultat admis) d’out / — = Ze 2kl o
a? + t2 a2+t a

—00

1 s
—2|k|a i2kx
Tr) = — —€ (&

k=—o00

— % (Z exp[2k(—a + iz)] + Z exp[2k(—a — ix)]

J/ N J/
-~ -~

- 1 672a72zx
1 — e2kp2ix 1 — e—2ke—2ix
1 sh 2a

ach2a — cos2z”

Solution 2.3.4

(1) ||.|| est une norme : c’est classique (voir I'espace (' théoréme 5.42 page 245).
+o0 .
Soit maintenant une suite de Cauchy (X,) de B : X,(s) = Z Cnpe®™ alors pour

tout n, la suite Cnp est une suite de Cauchy qui converge vers d,. On montre alors

que Y = Z d,e*™ est un élément de B et que lim X, = Y (c’est la méme

n=-—o00 p—+too

démonstration que celle du théoreme 5.43 page 245—voir la remarque 5.3.8 méme page—

).
(2) Soit X = 3" chen et Y = > dpe, ot 6,(s) = €™, Soit N € N, alors

nez ne”L

N N N
Z |cpdn—p| < Z ¢l Z |dn—yl
p=—N p=—N p=—N
S Z |cpl- Z |dny]

PEZL PEZL
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donc ) |cpdn—pl|, p € Z converge. On pose alors e, = Y ¢,d,,—, et comme

PEZL
N N
Z len] < Z Z |l |dn—p]
n=—N n=—N pEZ
N
S Z |cpl. Z |dnp
PEZ n=—N
S Z |Cpl- Z |yl
PEZL PEZL

alors Y |e,| n € Z converge.
On considere ensuite la fonction

+o0 +oo
Z = Z (Z cpdnp>5n€B

n=—00 \p=—00

alors

(e4]Z) = (e, X|Y) et grace & Parseval

ce qui donne Z(n) = XY (n) et en conclusion Z = XY car Z et XY sont continues (cf
corollaire 7.13 page 291).

+oo
Solution 2.3.5 Montrons que la série g(x) = > f(x 4+ n) converge : En effet

n=—oo

/Olf(x+t+n)dt—f(x+n)I/Ol(l—t)f’(x+t+n)du

(formule intégrale de Taylor). On a alors
1 1
flx+n) :/ f(:c—l—t+n)dt—/ 1—=t)f'(x+t+n)dt
0 0

|f(x+n)|</0 |f(:zc—|—t—|—n)|dt—|—/0 [(1—8)f (x+t+n)|dt

en posant u = x + ¢t + n et en majorant |1 — ¢| par 1, on obtient

z4+n+1 r+n+1

()| du+ / ()] du

r+n

(@ +n)| </

+n
et chaque terme du second membre est le terme d’une série convergente (pour n > 0) grace a
I'intégrabilité de f et f'.

400 +o0 +oo
De plus > |f(:p+n)|</ |f’(t)|dt—|—/ |f(t)] dt pour = € [0, 1].

n=N N N

On a bien convergence uniforme de la somme sur N pour = € [0, 1], on fait de méme sur —N.
On prouve aussi que g est 1-périodique.
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On montre de méme la convergence uniforme de la série des dérivées, donc g(x) est de classe
C', 1-périodique. Le calcul de g(k) donne (grace a la convergence uniforme)

1 400
90 = [ 3 s metmiar

n=—oo

— Z / f t—f- —227rk;t dt

n=—oo

=S [ e

n=—oo

en posant u =t+n

—+00

— f(u)e—%ﬂku du,

en faisant la "somme” des intégrales (cf exercices 2.3.2 et 2.3.3).
On applique ensuite le théoreme de Dirichlet en x = 0 (cf théoréme 7.15 page 292).

1 2m
Solution 2.3.6 On remarque tout d’abord que ¢y = 2—/ f(t)dt.
T Jo

On prouve la validité de ce résultat pour les polynomes trigonométriques et on l'étend par
densité au fonctions continues.
Si f est un polynome trigonométrique, on écrit

f(l') = Z Cpeipx7

[p|<N
n—1
Soit I,(f) = — > f(z+ kv) alors
N k=0
1 = ip(z+ky) 1
L(f) = o Cp€ =+ o Z p0p(T)
k=0 |p|<N lp| <N
ou
n—1 n—1 ip(n—1)
— ip(z+ky) _ Lipx ipy\F _ zp:vl i
op(x) Ze e Z (e ) e T i
k=0 k=0
2
On a |o,(z)| < S| donc
L) -l <23 12l
n sin 2|
peZr 2
et donc

nETooﬁfo+k,y / f

Si f est continue, on sait que f est limite uniforme d’une suite (f,) de polynomes trigonomé-
triques, donc on peut appliquer a chaque f, le résultat ci-dessus, on utilise ensuite les inégalités
1(f) = L(F) < If = ol et leo(f) = colf)] < Lf = Fylloe poUY conclure.

Enfin, si f est continue par morceaux, il faut reprendre toute la démonstration, prouver que,
dans [0, 27] la suite z; = x + ky mod 27 est équirépartie.
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. 20
Solution 2.3.7 On remarque que la fonction 6 +— o est
(1 —2xcosf + x?)(1 — 2ycos b + y?)
intégrable sur |0, 7| ssi (z,y) € D ou D = R?\ {(1,1),(—1,—1)}.
On remarque que F(1/x,y) = 2*F(z,y) et F(y,x) = F(z,y) donc on se limite au cas |z| < 1,
ly| < 1.

sin 6 sin 6 oo
On développe en série de Fourier = 2" lsinnd. |z] <1
PP 1 — 2z cosf + x2 1 — 2z cosf + x2 712::1 =

la série est normalement convergente, on peut intégrer terme a terme (cf corollaire 5.55 page

253) :

—+oc0o .
4 sin 6
F = n—l innddo.
(2,y) n§:1 t /0 1 —2ycosf + y? S

Pour calculer chaque intégrale, on développe a nouveau en série de Fourier et on trouve

TR s
F(z,y) == xy)" 1 d'on F(x,y) = ——— pour |z| < 1, < 1. On a alors
(z,y) 2;( Y) (z,9) 20— || ]
T
i \x|<1et |y|>17 F(x7y>:77
2(3/2; zy)
>let |y <1, F ==
o fal > Let ly] < 1 Flry) = gz —s
7r
>let |y >1, F =\

Si z = 1 alors le calcul direct fournit

g 14 cosf T
F(l,y) = f = —
(L.y) /0 2(1 — 2ycosf + y?) 21— y)

ce qui permet de prouver (en étudiant les autres cas, par symétrie) que F' est continue sur D.

Solution 2.3.8 Montrons d’abord que (i) = (ii) :

2
Considérons pour cela A, (z) = > agsinkz. On a
k=n

2n

T ) 2n — k - . p
A, <%> > oy, ;sm ( o 7T) = Qop, ;sm <%7r>

2
on utilise alors la célebre inégalité sinx > —x pour = € [0,7/2] :
m

T 2 np7r n+1 Nday,
A”<_>>_“n o = Qo > .
7T2p212n 2

2n 2 2
On exploite alors la convergence de la suite A, <1> vers 0.
n
n sin & sin(n + 1)= 1
(17) = (i) : soit Sy(x) = > sinkx = 2 (z )3 pour z €]0,7]. On a [S,(z)| < — et
k=1 S1n 5 sin 5

|Sn(x)| < n.

A T'aide de la transformation d’Abel (hors programme), on obtient

n+p n+p—1

Z aysinkr = Z (ar — agt1)SK(x) — apSn—1(T) + ApspSnip(T).

k=n k=n
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Grace a I’hypothese (i7), on sait que les deux derniéres quantités écrites tendent vers 0 et, pour

Ak — Qg1 . is -
————— qui est le terme général d’une série convergente.

2
Tout ceci nous assure la convergence simple de cette série sur R.

Pour la convergence uniforme, majorons

z €]0, 7], [(ar — ar41) k()] <

+oo +o0
R.(z) = Z ay sin kx = Z (ar — ags1)SK(x) — apy1S, ().
k=n+1 k=n+1

Soit € > 0 et N tel que n > N = na, < ¢, pour x €]0, [, on pose n, = E(7/x).

7T
.. X x
On a |an, 1|5, () < (ng + 1)a,, 1. Puis sing > — >

—— d’ou |Sk(z)| < Sz <ng+1
(pour k > ng).
Pour n, < n on a |R,(z)| < +Zm (ag — ag41)|Se(@)] + ant1|Sn(@)] < (ny + 1)ans1 + napsr <
2na,41 < 3¢ (pour n > N). o
Si N < n < n, alors |R,(z)] < :Zx ag|sin kx| + | Ry, +1(x)] < :i zkag + |Ry,+1(z)| < ngex +

(2ny + 2)an,+2 < (T + 3)e.
Comme R,,(0) = R,,(m) = 0 on a bien établi la convergence uniforme.




