EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

1.1. Equations linéaires d’ordre 1.

EXERCICE 1.1.1. Résolvante d’un systeme.

Soit A(z) = (a;;(x)) € M, (C) une matrice telle que a;; € C(I,C) olt J est un intervalle de
R. On considere I’équation différentielle :
(1) Y' = A(x)Y (Y € M,(C)).
(Remarquer ici que la fonction recherchée est une fonction a valeurs dans 1’ensemble des matrices
carrées d’ordre n sur C.)

(1) Montrer que, pour tout zy € J, (1) admet une solution unique Y vérifiant Y (z¢) = I,
(que I'on note dans la suite : x +— R(z,x0)).
(2) Montrer que la solution de (1) qui vérifie Y (z9) = C (C € M,,(C)) est donnée par
Y(z) = R(z,x0).C.

En déduire que ¥(u, v, w) € J3, R(u,w) = R(u,v).R(v,w) et que R(v,u) = [R(u,v)] "
(3) Soit

(2) X' =Ax)X
I'équation différentielle ou X € M,,1(C) et X;, Xs,...,X,, un systeme fondamental.
On note Y (z) la matrice dont les vecteurs colonnes sont donnés par Xi(z),..., X,(x).

Montrer que R(z1,22) = Y (x1).Y (x9)7 1.

(4) On pose A(z) = det(R(z,xq)), montrer que A(z + h) = A(z)det [Y(z + h).Y (z)7!].
Puis, en utilisant la relation det(Y (x + 1).Y (z)™') = 1 + hTr(A(z)) + o(h) (que I'on
demande de démontrer), en déduire que

A(z) = exp ( / T A®) dt) .

o

EXERCICE 1.1.2. E

Soit A € M, (R) notée A = [a;;] et y € R” noté y = (y;). On dit que
e A>0sia; >0 pour tout (i,7) € [1,n]?
e y>0siy >0 pourtout i € [1,n].
De méme, on note A > 0 si tous les coefficients de A sont strictement positifs.
(1) Soit
y' = Aty + B(1)
une équation différentielle ot A € C([0, +o00[, M,(R)) et B € C([0,+o0o[, M, 1(R)),
to € I et (z,)pen une suite de vecteurs colonnes de R” de limite . On note y, la
solution de cette équation satisfaisant la condition initiale y,(ty) = z, et y celle vérifiant

y(to) = .
Montrer que, pour tout ¢ € I, hrf yp(t) = y(t).
p—too
(2) On reprend ’équation du 1. avec B =0 et A(t) > 0.
Montrer que si y est une solution vérifiant y(ty) > 0 alors, Vt > to, y(t) > 0.
1
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(3) Soit A € C([0,4+00[, M,(R)) telle que V¢ € [0, 4+00[, A(t) > 0.
Montrer qu’il existe une solution non nulle y de 3/ + A(t)y =
y(t) > 0et y'(t) <O0.

0 telle que Vt € [0, 4+o0] :

1.2. Equations linéaires a coefficients constants.

EXERCICE 1.2.1.

Résoudre les systemes différentiels : (¢ est la variable).

(dz
¥’ =x+4y+ cost —t:y+cost =2y —y
L y’:4x+2y 2. _y:_x+1 3. y//:x/+y/_x
 dt ) )
=7 2y — 2 t ! =t
o' = —x+ 2y + ¥ Arctan ¢ x/ Ty -2zt x/—I—:p—i—y
4. 3 Yy =20 +4y —2+2t 6. YV +y+z2=t
y' = 2x + 2y + 2% Arctant . ,
>z:—2x—y—|—4z—t Z 4z =1
42+ =x—t ¥ =—4dr+y+z+te? ¥ =3r—-3y+z+t
7. y+37 =y—4 8.y =x—y—22 9. ¢y =x+t+1
Zo=z4+t-1 |7 =—2r4+y—=z 7 =y+t—1

EXERCICE 1.2.2.
¥=x4+y+z
Résoudre ¢ v/ =x —y+ 2z  avec les conditions initiales : x(0) = 3, y(0) =1, 2(0) = 1.
Z=x+y—=z
Dessiner la projection de la courbe solution sur zOy.

EXERCICE 1.2.3.

Soit A € M3(R) telle que A? # 0 et A% = 0.

dOM
—
Quelle est la trajectoire du point M de R? vérifiant T - AOM)?

EXERCICE 1.2.4.

Soit A € L(R™) dont les valeurs propres ont des parties réelles strictement négatives et g €
CHR,R"), P ={f € C(R,R"), T-périodiques} muni de la norme infinie sur R.

(1) Soit f € P, f non constante de plus petite période T', montrer que
(Ef) g =Ag+ f(t)

possede une unique solution ¢y € P.
(2) Montrer que ¢y est 'unique solution périodique de (Ey).
(3) Montrer quil existe une constante K > 0 telle que (Vf € P), ||¢r| < K| f]].
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1.3. Equations linéaires scalaires d’ordre 1 ou 2.

EXERCICE 1.3.1.

Résoudre I'équation y(0) = 2, v + 5/ y(t) cos(x — t) dt = 10.
0

EXERCICE 1.3.2.

Soit I’équation différentielle
(E) "+ (1+¢(t)r=0
ou ¢ est une fonction continue intégrable sur [0, +oo[. Soit f une solution de (E) sur [0, +o0].
On pose ¢(t) = f(t) + /t sin(t — w)p(u) f(u) du.
(1) Montrer que Vt EO R4, ¢"(t) + g(t) = 0.
(2) Montrer qu'il existe a € R tel que

Vi e Ry, (0] <at / ()| (u)] du.

(3) Montrer que toute solution de (E) est bornée sur [0, +o0].

EXERCICE 1.3.3.

Soient (a,b) € C(]e,d[,R) et f # 0 une solution de
(E) y" +ay +by = 0.
Montrer que f admet un nombre fini de 0 sur tout intervalle [«, 5] C]e, d].

2 1

ue penser de l'exemple suivant ; y” + —y' + —y = 0 qui admet la solution sin — 7
4

x x x

EXERCICE 1.3.4.

Chercher les solutions développables en série entiere pour :
(D z@+2)y —(z+1y—-1=0  (2) (2> = 1Ly" =12y =0 (3) (z*+a2)y"+¢' +y=0

(@) A —z)y" —z(l+2)y +y=0 (5 y"+2’y=0 (6) a*y" +a(x+ 1)y —y =0
+o0
On cherchera les solutions de (6) sous la forme " a,z"*", ag # 0.
n=0

EXERCICE 1.3.5.

Intégrer les équations différentielles suivantes (on ne cherchera dans un premier temps que
les solutions développables en série entiere) :
1 2%y — 22y + (2 +2)y =0 2. dxy" + 2y —y =0
3. z(z+ 1)y +Br+ 1)y +y=0 4. 2y’ +vy — 32?2y = 0.

EXERCICE 1.3.6.

Résoudre les équations différentielles (on cherchera une solution particuliere simple) :
1
L (22=1y" +2y —y=0 2. 5(1—x2)y”+xy’—y20
3. (M+2)y" =2y +(1—2)y=0 4. (1 -3z +22%)y" + 24z — 3)y + 4y = 0.
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EXERCICE 1.3.7.

Résoudre 1’équation
(E) drvy" + 2y +y =0

sachant qu’il existe deux solutions f et g, définies sur un intervalle I, telles que fg =1 sur I.

EXERCICE 1.3.8.

Résoudre I'équation

(E) 29" + 5y’ + 3|y| = 0.

EXERCICE 1.3.9. E

Résoudre I'équation différentielle (E) en factorisant le déterminant :

vy oy
(E) y vy oy =0.
v oy v

EXERCICE 1.3.10.
Soit f € C([0,1],R) et y une solution non nulle de I’équation différentielle y” = fy, qui vérifie

y(0) = y(1) = 0. Montrer que
JRECILEEY

EXERCICE 1.3.11. E

Soient f et g dans C([a, b, R) telles que f < g et deux fonctions y et z de [a, b] dans R vérifiant :

V' + @)y =0, 2" +g(z)z =0, y(a) = y(b) = 0, y'(a) > 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que z(c) = 0.

EXERCICE 1.3.12. E

Soit A = {u € C'([a, b], \/ t)dt =1}, a <0 et f € C([a,b],R). On définit

o :u€ CYa,b],R) — /ab (u'Q(t) + f(t)uQ(t)) dt — au?(b).

(1) Montrer que ¢ admet une borne inférieure Ao sur A.
(2) Pour A < \g et y solution sur [a, b] de I’équation

"+ (A= fly=0avec y'(a) =0, y'(b) = ay(b),

montrer que y = 0 sur [a, b].
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EXERCICE 1.3.13. E

Soit I'équation différentielle
(E) Y| + 3%y = 0.
(1) Montrer qu’une solution de (E) sur [ intervalle qui s’annule en un point s’annule partout.
Résoudre (E) localement.

(2) Chercher les solutions maximales de classe C' sur R. Préciser les courbes intégrales et
chercher le nombre de courbes passant par un point de R2.

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES

2.1. Equations non linéaires.

EXERCICE 2.1.1.

Chercher les courbes intégrales de
(ax + by +e)x’ + (bx+dy+ f)y' =0

ou ' et y' désignent les dérivées de x et y par rapport a t.
Nature des courbes intégrales.

EXERCICE 2.1.2.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

dx
TYy— =
ydy
3. (e =1)yr=e¢"-2 4 2y —a/y—y=0
5.y =y*+y+ 1, que dire de I'intervalle de définition d’une solution maximale ?

1.y = e® + "ty 2. 22—yt — 0

2.2. Systemes différentiels autonomes.
EXERCICE 2.2.1.
Soit I'équation
(E) y'=(+iy—lyly
(ony : R — C ety désigne la dérivée par rapport au parametre t).
(1) Montrer qu’une solution qui s’annule en un point s’annule partout. On écarte ce cas la
par la suite.
(2) Trouver I’équation différentielle (e) vérifiée par u = |y|>.
(3) Ecrire I'équation vérifié par v = —, en déduire les solutions maximales de (e).

(4) Chercher les solutions maximales de (E).

EXERCICE 2.2.2.

Chercher les solutions de classe C! du systeme

yz=21x
Y2 =1

(ol z est le parametre de dérivation).
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EXERCICE 2.2.3.

Soit a € R, , étudier les courbes intégrales du systeme

v =y 4 a2+ y? —a?
y = —x+y\/r?+y* —a?

(i.e. préciser les courbes t — (z(t),y(t))).

EXERCICE 2.2.4.

Soit I’équation différentielle

(E) (zy' —y)y" + 4y = 0.
!

, . o . . Yy
Trouver une représentation paramétrique de certaines courbes intégrales (on prendra u = =,
)
puis v = zu).

EXERCICE 2.2.5.

Intégrer les équations différentielles :

Ly =ay® 2. alyy" —y?) = yy (poser u=").
y

/

1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1

(1) C’est le théoreme de Cauchy.

(2) Yi(x) = R(x,x0).C" est solution de (1) et vérifie la C.I. Y(xy) = C, puis prendre
C = R(v,w), zp = v donc Y(u) = R(u,v).R(v,w) et conclure Y(u) = R(u,w) =
R(u,v).R(v,w). La relation R(v,u) = [R(u,v)]”" est immédiate.

(3) Y(x3) est une matrice inversible donc R(zy,x2) = Y (z1).Y (z2) 1.

(4) Montrer que A(x + h) = A(z)det(Y(xz + h).Y(z)™!) et écrire Y(z + h) = Y(z) +
hA(z).Y () +o(h). Utiliser ensuite le développement d'un déterminant pour en déduire
que A'(z) = Tr(A(z)).A(x) et conclure.

Indication 1.1.2

(1) Poser z, = y, —y et si (x1,...,2,) est un systeme fondamental de solutions, écrire
Zp = Y p_y Ak(p)zk et conclure.

(2) On raisonne par 1'absurde, on suppose qu’il existe t; tel que Vk € [1,n — 1], yx(t1) = 0
et y,(t1) < 0 et pour t € [to,t1], y(t) > 0. Alors, en appliquant le théoreme des
accroissements finis, on sait qu'il existe to €|tg, 1] tel que y/ (t5) = %ﬁ’g(to) < 0 ce
qui est impossible.

(3) Pour t € I, poser u = + et y(t) = x(u) ot = est solution de 2’ = A;(u)x, si xg > 0

t

et x, la solution de cette derniere équation vérifiant x,(1/p) = x, montrer que pour
u € [1/p,+o0], yp(t) > 0 sur ]0,p]. Extraire de la suite z,(t) = % une suite

convergente (2, ) de limite Z et choisir z la solution de y = —A(t)y vérifiant 2(0) = Z.
Indication 1.2.1
(1) Les solutions sont z = 1 [X(r; — 2)e"" + p(ry — 2)e™ + 2 cost + 2sint],
y =A™ + pe™t — 2(cost + sint).

(2) = Asint + pcost + 1+ Lcost, y = Acost — psint — Lsint — 3 cost.
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(3) =1 [(at+b—c)e! —de], y = 5 [(at + b+ c)e’ + de ™).
(4) z = —2Xe™# + €% [+ t Arctant — § In(t* 4 1)],
y= Ae*+2¢% [+t Arctant —  In(t? + 1)].
2 0 1
(5) Avec X1 = [ 1 |, Xo=|[1],X3=|—-1] alors X = Xe* X| + pe* X, + ve¥ X3,
—1 1 1

(6) On trouve successivement z =1+ e, puis y =t — 2 — Me " + pe ™' et
r=t*—=3t+5+ (3t* —pt+v)e .
(7) 2= BM2+ BN —p)t+v)et +t,y= (=3t +p)et +1, 2= Xe! —t.
1—20+ 3% ¢ t— 3¢
(8) Si A est la matrice du systéme alors et = e~ t+ 3¢ 1+t —2t— 3¢
—2t+ 32t 14t-— 3¢
(9) Montrer que y” = 3y” — 3y’ +y —t + 3 puis y(t) = —t + e'(at® + bt + ¢), z(t) =
—t—2+e'fat* + (b+2a)t +c+b] et 2(t) = —t — 5+ €'[at® + (b — 2a)t + ¢ — b+ 2a].
Indication 1.2.2 Poser u = y — z, les solutions sont données par x = é (e7t + 8e*),

y=3(—e"+4e¥), z =1 (e +4e¥).

. . % % % % . .
Indication 1.2.3 Prendre un vecteur V tel que (V, AV, A*V) soit une base de R3. Si le
—_—
vecteur OM a (z,y, z) comme coordonnées dans cette base, alors on obtient x = a, y = at + b,
z= %tQ + bt + ¢ qui est en général une parabole.
Indication 1.2.4

(1) Montrer que g(t) = e <g(0) + fot e % f(u) du) puis écrire
g(t + T) - g(t) = e [(eTA - [n)g(()) + w} )

en déduire la C.N.S. pour que g soit T-périodique : ¢(0) = (I, — eTA)fl (w).
(2) Si g est une solution de (Ey) de période 7" montrer que 7" = nT puis que n = 1.
(3) Poser o = supyepo ry [l |, 8= [|(Zn — ") || et montrer que [[o;(t)l| < T fII(B+1).

Indication 1.3.1 Montrer que y vérifie ’équation différentielle : y” + 6y’ = 10 et en déduire

que y = %cos (x\/é) + % sin (x\/é) + %

Indication 1.3.2
(1) Ecrire g(t) = f(t) + sint f cosu.p(u) f(u) du — cost [ sinu.p(u) f(u) du.
(2) Ecrire que g(t) = f(0) cost+f(0) sint, en déduire que Vt € Ry, |g(t)] < |£(0)|+]f(0)| =
a et conclure avec le (1).
(3) Poser F(t) = exp <— fot |<p(u)|du) [a—kfot |<p(u)||f(u)|du] et montrer que F(t) <
F(0) = a et utiliser le (2).
Indication 1.3.3 Raisonner par ’absurde : I’ensemble des 0 de f admet un point d’accumu-
lation ¢ € [a, ], montrer alors que f(c) = f'(¢) = 0. L’exemple en question montre qu’on ne

peut pas étendre le résultat a Uintervalle |a, b].

Indication 1.3.4 (1) y = —(1+ ), (2) y = ap(=52* — 622 + 1) + 0y Z:ﬁ% (2n+1)?2(2f8(2n_3) ",

00 n 7o, (k2=3k+3) x
(3) y = Yopog(— 1) il 3 e () gy = 2 gy,
(=1)”

— —1P —
(5) Gap = 3><4><---><(4p71)><4pa0’ (4p+1 = 4x5%---x4px (4p+1
(6) r=%1, y = "+ pl=2,
Indication 1.3.5 (1) y = z(acosz + fsinz), (2) y = a_cos/—x + b_sin/—z si © < 0,
. nlx 00 x3n
aychy/x+byshyrsiz>0,(3)y= )\lmJLl' +uﬁ+1, Y= :=03"(T)2‘

)ala R = +o0,
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Indication 1.3.6 (1) y = a+/|1 — 22| + Bz, (2) y = A\ + u(1 + 2?),
(3) y = Ae” + pu(22% 4 62+ 10)e™, (4) y = A1 + pa-

Indication 1.3.7 Remarquer que sur lintervalle I, f et g ne s’annulent pas, montrer que
—dzf'g’ +1 = 0, puis 4zf” + f2 = 0. En déduire que f(z) = Ce*V=7" et g(x) = %e’s‘/’_“
avec I =| — 00, 0].

Indication 1.3.8 Etudier les solutions de (Ey) : 2y”+5y'+3y = 0 et de (Ey) : 2y”+5y'—3y = 0,

en déduire les solutions de signe constant de (E) : y(x) = ae™ +be ™32 a > 0, b > 0 et
y(x) = ce ™ +de*’? ¢ <0, d <0.
Pour les solutions de signe non constant sur R, poser u(z) = e — e™3%/2 y(z) = e — /2,
Montrer que si y est une solution de (E) qui s’annule en a, et si 3b > a tel que y reste positif
sur |a,b| alors y s’écrit sous la forme \u(z — a), A > 0. En posant y;(z) = Tu(x) si z > 0,
—v(z) six <0 et ya(x) = —Tu(z) si x <0, v(z) si > 0 montrer que les solutions maximales
qui changent de signe sur R sont de la forme Ay;(x — a), A > 0 ou pyz(x —a), p > 0.

Indication 1.3.9 Montrer que les solutions sont a chercher parmi les solutions de (E;) y + 1/ +
y" =0et (Eo) y =9y = 3" puis que 'ensemble des solutions est la réunion des solutions de ces
deux équations. Pour cela considérer y une solution de (E) telle que y/'(a) — y”(a) # 0 et [ un
intervalle maximal sur lequel Vo € I, (v —y")(x) # 0 ou (y — ¢¥')(z) # 0, montrer alors que
I = R en raisonnant par I’absurde et conclure.

Indication 1.3.10 Supposer que y(c) = sup,¢(o 1] |y(t)| et considérer a et b les bornes supérieures
et inférieures des ensembles {z € [0,¢] | y(x) = 0} et {z € [¢,1] | y(x) = 0}. Ecrire alors que
¥(0) = 5(c) — y(a) = (c — A)y'(a) = y(e) — y(6) = (¢ — B)y(3) et montrer que b= — > 4

Utiliser ensuite la minoration fol |f(z)|dz > [ f ‘TJ;((;”)?' dx et conclure.

Indication 1.3.11 Montrer que la fonction y a des 0 isolés puis supposer que y > 0 sur |a, b] et
y'(b) < 0 (quitte a prendre une autre valeur pour b). Raisonner alors par ’absurde en supposant
que z > 0 sur [a,b] et en posant u = y'z — yz’ et en montrant que u = 0 sur [a, b].

Indication 1.3.12

(1) Montrer que o(u f f(t) > infoepoy f(2).
(2) Avec f y"(t ) A= f ( )) ( )] dt = 0 et une intégration par parties, montrer que
o(y) = A f y?(t) dt. Conclure en raisonnant par I’absurde.

Indication 1.3.13

(1) Résoudre les équations différentielles (E;) : 3’ + 322y = 0 et (Es) : —y' + 3z%y = 0 puis
si a est tel que y(a) = 0 alors étudier les fonctions z; = ye* et zy = ye * et montrer
que z; > 0 et 2o < 0 pour x < a, en déduire que y est la fonction nulle.

(2) Si y est non nulle alors montrer que 3’ garde un signe constant sur | — oo, 0] et |0, +o0]
et en déduire que les solutions maximales sont : y(z) = e iz >0, 0 iz <0
avec a < 0, ¢ = +1, ¢/ = £1.

En déduire que le nombre de courbes passant par un point de R? est

4 si (wo,yo) € R*XR* ou si (zg,90) € {0} xR*,

0 si (2o, %0) € RxRY et 1 si (20, y0) € Rx{0} (fonction nulle).
Indication 2.1.1 On a une différentielle exacte, les courbes sont en général des coniques.
Indication 2.1.2 (1) e* = In +C, (2) 22 = M+ 9yt =0, (3) 22 = Ae¥(e¥ — 2), (4)

1+ey
poser z = /y et en déduire que y = (z + Ay/|z])?, (5) poser z = 23\’/%1, on obtient alors

y = ?tan <§(x - a)) — Lsurla—7/V3,a+7/V3.
Indication 2.2.1

(1) Appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
(2) On trouve v’ = 2(u — u?).
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s . I . _ 5 N _ 1
(3) v vérifie 'équation v’ + 2v = 2 d’olt u = 5=

(4) Remplacer |y|? en fonction de u dans (E), y est solution de y' = (1 +i-— %) y d’ou
e(1+7,

Y=HRrem M E U.
Indication 2.2.2 Sur un intervalle I, si 0 € I et si 2(0) = 0 alors montrer que y(0) # 0 et

que y garde un signe constant que l'on suppose positif. Remplacer z par ¥ et poser u = %

En déduire que 3\ > 0, y = e V¥ (1 4+ /T —4z) et 2z = eV (1 — /1 —4z). Prendre
I=]—o00,1]
Indication 2.2.3 Poser u = 2% + 4%, z = z + iy et montrer que

2
si a = 0 alors v’ = 2u®/? puis u = (L> , t €] — o0, bl et |z =

t—to to ft’

2 t €lto— 5=, tol out €lto, to+ 7|

si a # 0 alors écarter la solution u = a*, on trouve u =

cosQ[a(t to)]’
et |z = cos[alt—to)] "
Indication 2.2.4 Réécrire I’équation différentielle sous la forme (y, z)’ = F(z,y, z) et appliquer

le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Si I est un intervalle ou y ne s’annule pas alors poser u = %

puis, sur I \ {0}, v = xzu. Apres avoir écarté les intégrales particulieres v = 0 et v = —1, on
_ _av_ 2 __b =2
trouve r = 27 exp (v+1)’ Y= 151 XP (v+1)'

Pour étudier une courbe intégrale (a = b = 1), poser t = Fll pour obtenir la paramétrisation
z(t) = (1 —t)e*, y(t) = te ™.

Faire la synthese : sur I; =] — 0o, 3| et I, =|3,+00[, montrer que ¢ — z(t) est un C'-
difféomorphisme et conclure que les solutions maximales sont représentées par les intégrales
particulieres y = X et y = £ auxquelles on rajoute les branches des courbes I'(t) pour ¢ € I;.

Indication 2.2.5

-2 + Arctan { +

(1) Poser z =3/ et en déduire que y = $In |22 +/\} +p selon les cas.
: + iz
(2) Si J est un intervalle maximal ol y ne s’annule pas, poser u = %, si 0 ¢ J alors

y = Iue)\a,‘2/2.
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1

(1)
(2)

(3)
(4)

C’est le théoreme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires appliqué au cas
ou F' l'espace vectoriel est M,,(C) (cf. théoréme 8.1 page 297).
Yi(z) = R(x,x0).C est solution de (1) et vérifie la condition initiale Y (zy) = C donc,
grace a l'unicité de la solution du probleme de Cauchy, on en déduit Y; =Y.
On prend alors C' = R(v,w), g = v donc Y (u) = R(u,v).R(v,w). Comme Y (v) =
R(u,u).R(v,w) = R(v,w) car, en vertu du 1, R(u,u) = I,, on en déduit que Y est
I'unique solution de (1) vérifiant Y (v) = R(v,w) d’ou Y(x) = R(z,w) et en prenant
T = u on a bien

Y(u) = R(u,w) = R(u,v).R(v,w).

La relation R(v,u) = [R(u,v)]”" est alors immédiate.

Remarque : on a en fait R(z,z) = exp (/ A(t) dt).
On a vu au 2 que Y (1) = R([L‘l,l'g).Y(l'g)o. Mais on sait que Y (x2) est une matrice

inversible (cf. théoréme 8.4 page 298) donc R(zy,xs) =Y (21).Y (z2) ™ .
On a R(xz + h,x9) = R(x + h,x).R(x, zy) donc

Az +h) = det(R(z + h,2))A(z) = A(x) det(Y (z + h).Y (z)™)
en utilisant la relation du 3.
Ensuite, grace a la différentiabilité de Y (z) = R(z,z¢), on peut écrire
Y(x+h)=Y(x)+hY'(x)+o(h) =Y (x) + hA(x).Y (z) 4+ o(h).
On adonc Y (z+h).Y (x)™! = I,+hA(z)+o(h) On utilise ensuite le développement d'un
déterminant (que 'on a utilisé pour le polynome caractéristique, cf. remarque 3.2.3 (1)

page 192) on obtient det(Y (z + h).Y (z)™') = 1 4+ h Tr(A(x)) + o(h) d’oty, en revenant
a la définition de la différentiabilité on arrive a la relation

A'(z) = Tr(A(z)).A(2)

et comme A(zg) = 1 on a bien la relation demandée en intégrant 1’équation différentielle
obtenue. Remarque : on peut aussi utiliser la relation det e? = exp(Tr(B)) et utiliser
la remarque faite a la fin de la question 2.

Solution 1.1.2

(1)

On pose z, = y, — y alors z est solution de 2’ = A(t)z. Si (x1,...,2,) est un systeme
fondamental de solutions alors z, = Y A\x(p)zy et comme z,(to) = > A\e(p)zr(to) tend
k=1 k=1

vers 0 quand p — 400 alors chaque composante Ai(p) tend aussi vers 0.

En effet (24 (t0)) ke n) est une base de R™. Soit () sa base duale alors A, (p) = vi(zp) —

0 car les ¢y, sont continues (on est en dimension finie).

On a donc la propriété demandée.

On raisonne par 'absurde, on suppose qu’il existe ¢; tel que Vk € [1,n — 1], yx(t1) = 0

et y,(t1) < 0 et pour t € [to,t1], y(t) > 0. Alors, en appliquant le théoreme des

Yn(t1) — yn(to)
t —to

accroissements finis, on sait qu’il existe to €]to, t1[ tel que ¥/ (t2) = <0

ce qui est impossible.

Toute solution y de y' = —A(t)y sur I =|0,+oo[ peut se prolonger en 0 (en effet,
le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire (cf. théoréme 8.5 page 299) nous assure
I'existence d’une solution sur tout l'intervalle de définition de A).
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Pour t € I, on pose u = n alors y(t) = x(u) ou x est solution de 2’ = A;(u)z avec

1
Ai(u) = EA(l/u) et Ay(u) > 0. Soit zyp > 0 et z, la solution de cette derniere équation

vérifiant z,(1/p) = wo alors on sait, d’apres le 2 que z,(t) > 0 pour u € [1/p, +00]
et donc y,(t) > 0 sur ]0,p]. Comme y, = —A(t)y alors y, est décroissante et peut se
Yp(t)
[y (O)l
la boule unité de R™ est compacte, on peut en extraire une suite convergente (2, )) de
limite Z (c’est la propriété de Bolzano-Weierstrass, cf. définition 5.1.38 page 234). O
choisit alors z la solution de y' = —A(t)y vérifiant z(0) = Z. On sait alors d’apres le
1. que pour tout ¢ dans [0, +00[, zyp)(t) — 2(t) et comme, a partir d'un certain rang,
cette suite est strictement positive, alors z(t) > 0 et 2/(¢) < 0.

prolonger en 0 donc ¥,(0) > 0. On pose z,(t) = alors [|z,(0)|] = 1 et comme

Solution 1.2.1

3+ V17 3—V17

(1) Les valeurs propres de la matrice du systeme sont r; = —5 ro = — d’ou les
solutions (en utilisant la remarque 8.1.4 (iv) page 299)
1 r1t rot 2 .
r=7 A(ry —2)e™ + p(ry —2)e™ + gcost—i-Zsmt :

2
y = e + e — g(cost +sint).

(2) On dérive la deuxieme équation et on reporte dans la premiere, on arrive a ’équation

d2y

a2
on obtient

+y = —cost. On utilise alors la technique exposée au paragraphe 2.2.3 page 40 et

. t ) t . 1
x = Asint + pcost + 1+ icost, Yy = Acost — pusint — §smt— §cost.

(3) On pose u =y + x, v = y — x, u vérifie 'équation différentielle u” — 2u' +u = 0, v est
solution de v” — v = 0 donc u = (at + b)e’ et v = ce' 4+ de™" ce qui donne

1 1
T=3 [(at +b—c)e" —de'], y = 3 [(at + b+ c)e' +de"].
(4) La matrice du systéme admet —2 et 3 comme valeur propre. On utilise la remarque

8.1.8 (iv) page 299 pour trouver les solutions de 1’équation homogene puis la méthode
de variation des constantes (cf. page 298) :

1
= —2Xe 2 4+ &3 |+t Arctant — 3 In(t* + 1)

1
y= e 2423 |y +tArctant — 3 In(t? +1)

L (2 0 V2 72 =2
(5) Avec P = —= | 1 V3 —V2]| et A =12 4 —1] on trouve PT'AP =
B\ 3 e 2 -1 4
3 00 2 0 1
PIAP = (O 3 0| et si X; = 1 ]1,X, = [1],X5 = [—-1] alors X =
009 —1 1 1
A X + pe Xy + ve® X3 (cf. remarque 8.1.3 (iv) page 299).
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n intégre d’abord la derniére équation : z = 1+ Ae™*, puis la deuxieéme en reportan

6) On integre d’abord la derniere équati L+ Ae™? is la deuxie tant
A

expression de z, y =t —2—Me ' +puetetenfin x =t* —3t+5+ ( =2 —put +v ) et

I ionde 2,y =t—2— e+ pue~t et enfi t23t5(2t2,ut)t

(7) On procede comme au 5 ou on écrit AX' = X+ B & X' = A~ X+ A7!'B et on trouve :

r=BM + (BN —p)t+v)e +t, y=(=3M+pue +1, 2=\ —t.
(8) A matrice du systeme alors (A + 21)% =0 et

3 3
1—2t+—t2 ¢ t— —t2
+2 2

3 3
et =e¢ t+§t2 14t —2t— =t

3
—2t + —t2 t 14+t— —t?
+ 2 + 2

Cette formule permet d’avoir les solutions en utilisant le théoréeme 8.5 page 299.

(9) On dérive une fois la premiere équation et on remplace z” par y” (deuxieme équation
dérivée deux fois) ' par y”" — 1 et 2’ par y+¢—1. On obtient y" = 3y" — 3y’ +y —t+3.
On généralise la méthode exposée au paragraphe 2.2.3 page 40 au cas des équations
différentielles du troisieme ordre. On cherche tout d’abord une solution polynomiale
y(t) = at+bd’ouy(t) = —t. On rajoute 'ensemble des solutions de I’équation homogene
d’ott y(t) = —t + e'(at? + bt + ¢). On obtient x & partir de la deuxieme équation et z a
partir de la premiere. Finalement on arrive a

x(t) = —t —2 +e'lat®* + (b+ 2a)t + ¢+ 0]
y(t) = —t +etlat® + bt + (]
2(t) = —t —5 +e'lat®> + (b — 2a)t + ¢ — b+ 2d]

et on vérifie que (z(t),y(t), 2(t)) est un systeme solution.
Remarque : on aurait pu aussi utiliser la méthode générale qui consiste a calculer
exp A ou A est la matrice du systeme (cf. théoreme 8.5 page 299).

Solution 1.2.2 On remarque que, en posant u =y — z alors v’ = —2u et u(0) = 0 donc u = 0.
Le systeme devient donc

1
y =z y=—(2' —x)

@ =+ 2 ' —a =2 =0
=
2

avec les conditions initiales z(0) = 3, y(0) =
x ( ~t 4 8e?)

Les solutions sont donc données par ¢ y = = (—e~t 4 4¢?"). La courbe solution est contenue
=3 (—et + 4e?t)

dans le plan y = z, sa projection sur Oy a pour équation (z —2y)*(x +y) —4 =0, 2 > 0.

Solution 1.2.3 Choisissons un vecteur V tel que (V, AV A?V) = (Vq, V1, V) soit une base
—
de R3. Si le vecteur OM a (z,y,2) comme coordonnées dans cette base, alors on obtient le
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=0
a
systeme ¢ ¢/ =x quis’integreen x =a, y =at+b, z = 51%2 + bt + c.
2=y

2

— — — — — — at® — — — —
On a donc OM:(aV0+bV1—|—cV2)+t(aV1—l—bV2)+7V2:OQ+tI +2 7.

e Sia # 0, les vecteurs T et J sont linéairement indépendants, la trajectoire de M est
une parabole.

e Sia=0,b+#0, la trajectoire de M est une droite.

e Enfin, si a = b =0, M est un point fixe.

Solution 1.2.4
(1) Ona g = Ag+ f(t) & (e *g) = e~ f donc

t
o) = (50 + [ et an)
0
(cf. théoréme 8.6 page 299). On a alors (comme f est T-périodique)

gt +T) = g(t) = e [(e" — L,)g(0) + w]
T
ouw = / e(T_“)Af(u) du, ce qui donne, en simplifiant par ¢4, la C.N.S. pour que g

0
soit T-périodique :

T

(e — 1,)g(0) + / eT=WAf () du = 0.
0

Les valeurs propres de e’ sont €™ oll \; désignent les valeurs propres de A. En effet,

si on trigonalise A alors A = PTP~! et donc e = PeTP~L. Comme R()\;) < 0, les

valeurs propres de e’ sont toutes inférieures & 1 en module (on a |e*| = ef*)) la

matrice e’ — I,, est inversible. On peut donc choisir g(0) = (I, — eTA)_l (w), ce qui

assure la T-périodicité de g et son unicité grace au théoreme de Cauchy (cf. théoreme
8.5 page 299).

(2) Si g est une solution de (Ef) de période T" alors ¢' — Ag est aussi T'-périodique, donc
T" = nT (car T" est une période de f). Or ¢ est aussi T’-périodique, donc, grace a
I'unicité des solutions périodiques démontrée au 1., g = ¢ et g est T-périodique.

(3) Comme ¢ est T-périodique, |[pf|| = sup [¢s(t)||. Posons a = sup [|e|| alors
te[0,7] t€[0,1]

T
Jwll < / JeT=9AYL I ()| du < o T

Si on pose 3 = ||(I,, —eT4) 71| alors ||g(0)]| < B||w| < BaT||f|]. On a donc la majoration
suivante :

les@N < Tl f(5 +1).

Solution 1.3.1 On montre d’abord que y est C? :
y est dérivable par hypothese, puis, comme y'(z) = / y(t) cos(x — t)dt + 10 alors y' est

dérivable (cf. remarque 6.2.7 (iv) page 269) et y"(x) = —by(x) + 5/ y(t)sin(xz —t) dt. y” est
0
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aussi dérivable (méme raison) avec
y"(x) = =5y (x) + 5/ y(t) cos(z — t) dt = —6y'(x) + 10.
0

y vérifie 'équation différentielle : y” + 6y’ = 10 d’ou y'(z) = a cos (x\/_) + bsin (x\/_) — en

intégrant I’équation différentielle. Les solutions sont donc a chercher sous la forme
5
y(z) = acos <x\/6> + [Bsin <x\/6> +C+ 3®
en reportant, on trouve I'unique solution :

5 25 S5+ 1
= — COS xx/é) + ——=sin <x\/6> + .
Y 3 < 36 3

Solution 1.3.2

(1) En écrivant

g(t) = f(t) + sint/o cosu.p(u) f(u) du — Cost/O sinu.p(u) f(u) du

et en dérivant deux fois (ce qui est possible) on trouve le résultat (on pouvait aussi utiliser
le résultat de la remarque 6.2.7 (iii) page 269 pour dériver sous le signe intégral).

(2) On sait alors que g(t) = f(0) cost+f'(0) sin ¢ en cherchant I'unique solution de ’équation
y"+y = 0 qui satisfait les conditions initiales y(0) = ¢(0) = f(0) et 4'(0) = ¢'(0) = f(0).

On a donc
Vi € Ry, g(t)] < 1£(0)] + | £/(0)] =
On a alors
)] < lg(®)] + / [sint — u)p(u) ()| du
<a+t / ()L (w)]
(3) On pose

_exp( /|g0 |du)[a+/|¢ J.If (u |du].

F est dérivable sur R et F'(t) < 0 donc F(t) < F(0) = a. On a donc, grace au 2.,

) 0l <aesp ( [ 1ot ) <aesp ([ lotulau)

ce qui signifie que toute solution de (E) est bornée sur [0, +o00].
Remarque : U'inégalité (1) correspond a une version du célebre lemme de Gronwall
tres utile aux équations différentielles.

Solution 1.3.3 Raisonnons par 'absurde : [a, 3] est compact, donc I'ensemble des 0 de f
admet un point d’accumulation ¢ € [«, ] et par continuité : f(c) = 0. En prenant une suite
flen) = fle)
Cp—C
d’une solution connaissant les conditions initiales) d’ot une contradiction.
L’exemple en question nous montre qu’on ne peut pas étendre le résultat a I'intervalle |a, b|.

(¢n) convergeant vers ¢, on a =0 — f'(¢) = 0 donc f est la fonction nulle (unicité
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6
Solution 1.3.4 On utilise ici la méthode exposée page 285 au c) sur le recherche de D.S.E.

1 = —(1 4+ x) ! Il est en effet toujours intéressant d’essayer de trouver des solutions
Yy ] Yy

polynomiales simples.
n—06)(n+1
( J(n+ >an_2 d’olt un rayon de convergence R > 1 (faire attention au cas ou

2) a, =
(2) a n(n —1)
n = 6 qui donne ag = 0 et par une récurrence immédiate as, = 0 pour p > 3).
3(n+1)
On obtient finalement ag,4+; = a, et pour n pair une solution
2= n + 1)(2n — 1)(2n — )2 PO TP

polynomiale : y; = ao(—5z* — 622 4+ 1) d’ot ensemble des solutions
+oo
3(n+1)
= ag(—5z* — 622 + 1 "
y=an(=5e" =62’ +1) + a1 ) 2n+1)2n—1)(2n—3)"

n=0

2-3 3
. nt a,—1 Aot R =1 (n® — 3n + 3 ne s’annule pas) et les solutions

(3) an = 7’L2

a; avec un rayon de convergence égal a 1.

4 =
T -1)
—1)P 1)
5 = = d
( ) a/4p 3X4X--X(4p—1)>(4pa0 a4p+1 4}(5}(-)(41’))((4])—‘[—1)&1 avec uln rayon de
convergence infini.
+o0o
(6) On cherche les solutions sous la forme y = Y a,2™*", ag # 0 d’olt r = +1.
n=0

2(=1)" 2
( )|a0ay:_(€z_1+x)a0a

er=1:a,=
(n+2)
(=) et , . N
er=—-1:a,= a0, Y = qui n’est pas développable en série entiere.
n!
. L. et 1—=x
L’ensemble des solutions peut s’écrire A + .
x x

Quant a ’ensemble des solutions définies sur R on trouve y = A—(e™* — 1 + x).
x

Solution 1.3.5 On cherche un D.S.E. solution pour chacune des 4 équations
(1) Les solutions sont a priori définies sur | — 0o, 0[ et |0, +oc[. On trouve en fait y =

z(acosz + fsinz).
ch+/x six >0 L )
Ve . Pour intégrer ensuite, on peut poser x = +t?

2) On trouve y(x) =
2) ve y(a) cosy/—x stz <0
et on obtient finalement les solutions sur | — oo, 0] et |0, 4+o00] :
a_cosy/—z +b_siny/—z six <0

v= {a+ch\/5+b+sh\/§six>0

1
(3) Les solutions sont & priori définies sur | — oo, —1[, ] — 1,0[ et ]0, +o0[. y = T est
x
solution et par variation de la constante on obtient :
In |z| 1

y= x—|—1+ux—|—1’
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(4) Les solutions sont a priori définies sur |—o0, 0] et |0, +00[. La seule solution développable
en série entiere au voisinage de 0 est donnée par

+oo 3"
n=0
Solution 1.3.6 On remarque que, pour les deux premieres équations, y = x est solution

(immédiat lorsque 'on note la présence de l'expression —zy’ + y). On utilise pour toutes les
équations qui suivent la méthode de variation de la constante exposée page 301.

(1) On cherche les solutions sur les intervalles | — oo, —1[, | — 1,1[, |]1,400[. En posant
y = zx on trouve les solutions

y=an/|1 — 22| + .

(2) On cherche les solutions sur les intervalles | — oo, —1[, | — 1,1[, |1, +oo[. En plus de la
solution y = , on a la solution 1 + 2% d’ol1 les solutions
y = Ar+pu(14+2?%) en distinguant les cas selon les intervalles I} =|—oo, —1[, I, =]—1, +1],

[3 :] + 17 _'_OO[

(3) On cherche les solutions sur les intervalles | — oo, —1[, | — 1, +00o[. €” est solution, une
autre solution est donnée par (222 +6x+10)e™" et on distingue les cas selon que z > —1
oux < —1.

(4) On cherche les solutions sur les intervalles | — 0o, 1/2][, ]1/2,1[, |1, 4+00[. On trouve les

1
solutions N et 19 (penser a la factorisation 1 — 3z +22% = (1 —z)(1—2x)). On
-z — 2z
étudie alors ce qui se passe dans I'un des 3 intervalles | — 00, 1/2[, ]1/2, 1], |1, +o0].

Solution 1.3.7 On remarque tout d’abord que sur l'intervalle I, f et g ne s’annulent pas.
Si on pose L(f) =4xf”" 4+ 2f" + f alors, comme L(f) = L(g) =0, on a
gL(f) + fL(g) =0
=dzgf"+29f +gf +4xfg" +2fg' + fg
=4dx(f"g+ f9") +2(fg) +2
—

——
=—2f'g’ =0

car fg = 1 et en dérivant, on obtient successivement (fg) = f'g + f¢' = 0 et (fg)" =
f"g+2f'g"+ fg” = 0. On simplifie pour trouver la relation —4xf'¢’ + 1 = 0. Ensuite, comme
!

g= 7 g = — ce qui donne finalement 4z f"* + f2 = 0. On en déduit que I C] — oo, 0[ et que

/

€
L = ——— (on sait que f ne s’annule pas donc f garde un signe constant sur /). On peut
f 2¢/—x
1

intégrer ce qui donne f(z) = Ce*V=7" et g(x) = 66_5\/_7’ avec I =] — 00, 0].

Remarque : en cherchant des solutions développables en série entiere, on aurait pu trouver
les solutions :

N cosv/x + ' siny/z si x > 0.

On aurait pu aussi s’inspirer de ’exercice 1.3.5 numéro 2...

{)\ch\/—xjtush\/—x six <0
y:
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Solution 1.3.8 On étudie comme & l’exercice 1.3.13 les solutions de (Eq1) : 2y” 4+ 5y + 3y =0
et de (Eg) : 2y” + 5y’ — 3y = 0. On aura alors tout de suite les solutions de signe constant de

(E) :

Etude des solutions de signe non constant sur R : posons u(z) = e % — e 3/2 p(z) =
e — ¢®/2. Si y est une solution de (E) qui s’annule en a, et si 3b > a tel que y reste positif
sur ]a, b] alors y s’écrit sous la forme Au(x — a), A > 0. On montre que l'intervalle maximal
contenant [a, b] tel que y > 0 n’a pas de borne supérieure. De méme, comme y'(a) > 0, y change
de signe en a, y reste négatif sur | — 0o, a[. D’ol, dans ce cas les solutions, si on pose :

) Tu(z) siz =0 ) =Tu(z) siz <0
wl@) = {—v(x) six <0 va(2) = {v(x) siz >0

alors les solutions maximales qui changent de signe sur R sont de la forme Ay;(x —a), A > 0
ou piyz(z — a), p > 0.

Solution 1.3.9 La factorisation sur R donne :
+y +y") [ =y + " -9+ —y)] =0
Les solutions seront & chercher parmi les solutions de (E;) y+vy'+y” =0et (E2) y =y = y” (ce
qui correspond a I'annulation de I'une des deux parentheses figurant dans le produit). Montrons

que l'ensemble des solutions est la réunion des solutions de ces deux équations :
soit y une solution de (E) telle que y'(a) — y”(a) # 0. Soit I un intervalle maximal sur lequel

Ve el, (y —y")(x) # 0ou(y —y)(zx) #0.

I est non vide (il contient a) et par continuité I n’est pas réduit a {a}. Supposons I # R :
soit b une borne de [ appartenant a R. On a déja y(b) = y'(b) = 3"(b) et par continuité
y(b) +y'(b) + y"(b) = 0 (car y vérifie y + ¢y’ + 3" = 0 sur I). Gréace a 'unicité d'une solution
connaissant les conditions initiales (cf. théoreme 8.1 page 297), y est la fonction nulle sur I.
Ceci est en contradiction avec I’hypothese faite sur y.
On en déduit que les bornes de I ne sont pas réelles i.e. I =R.

Conclusion : si y est une solution de (E) alors on distingue deux cas :

e S’il existe a € R tel que /(a) # y”(a) alors y est solution sur R de I'équation y+y'+y” =

0 et donc
y(x) = e /2 [@ cos (?x) + [sin (?w)

e Si, pour tout a de R, ¢/(a) = y"(a) alors y/(z) = Ae® et y(x) = Ae® + p. Dans ce cas
y+ vy + 1y’ =3X\e” + p n'est pas la fonction nulle donc il existe x tel que y'(x) = y(x)
soit 1 = 0. Dans ce cas les solutions sont de la forme

y(z) = Ne®.

Solution 1.3.10 Quitte a changer y en —y, on suppose que y(c) = sup |y(t)| (i.e. on suppose
t€[0,1]
que |y| prend son maximum pour une valeur de y positive. On a donc y'(¢) = 0.
Soient a et b les bornes supérieures et inférieures des ensembles

{r €0,d | y(z) = 0} et {z € [¢, 1] | y(z) = 0}.
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Sur |a, b[, y(t) > 0.

On a ensuite (avec le théoreme des accroissements finis, cf. théoréme 4.7 page 70)

y(c) = y(c) —yla) = (c = a)y'(a) = y(c) —y(b) = (c = b)y'(B)

y()(b—a) b—a
donc /(o) — /(1) ——————  On remarque que ————— > 4. En effet
) (c—a)b—c) (c=a)(b—¢)
(c —a)b—rc) < ( —4@ (en étudiant la fonction ¢ — (¢ — a)(b — ¢) sur [a,b]). Puis
b—a 4
>4
(c—a)(b—rc) “b—a
Bo,n
Maintenant, / |f(z)|dx > / |f(z / |ﬁg (%)‘| dz. Cette dernicre quantité est

supérieure ou égale & —/ ly"(x)| dz > —|y (o) — 4 (B)| Aot

y(c)

! >L c) =
[ 1snars @) o> e =1

Solution 1.3.11 Comme y'(a) > 0, la fonction y n’est pas la solution nulle, ses 0 sont isolés
(cf. exercice précédent). Quitte a prendre une autre valeur pour b, on peut supposer que y > 0
sur |a, b[ et y'(b) < 0. En effet, comme les zéros de y sont en nombre fini sur [a, b], on remplace
b par le premier zéro de y strictement supérieur a a.

Supposons que z > 0 sur [a,b] et posons u = y'z — yz' (ceci correspond au wronskien, cf.
définition 8.1.5 page 301),

u/:y//Z—yZ//:yZ(—f+g) 20
mais u(a) > 0 et u(b) < 0 donc u = 0 sur [a, b] (faire un tableau de variation).
En dérivant = sur |a, b, on trouve que cette fonction est constante, donc z(a) = z(b) = 0 ce
2

qui est contradictoire avec z > 0 sur |a, b)].

Solution 1.3.12
b
(1) Comme —au?(b) > 0 et / u?(t)dt > 0, on a

b
> 1nf f(x )/ w (t)dt = inf f(x)

z€[a,b]

b
car/ u?(t)dt = 1.

B ={¢(u) | u € A} admet une borne inférieure \.

On a, en normalisant (i.e. en appliquant I'inégalité p(u) > Ao & u = ——

b 1/2
( / V3 () dt) est la norme de la moyenne quadratique)

b
Vv € CY([a,b],R), ©(v) > )\0/ v(t) dt.
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b
(2) On a / [y(t)y"(t) + (A = f(1))y*(t)] dt = 0 d’on, apres une intégration par parties,

b
Le. p(y) = )\/ y*(t) dt. Compte tenu de I'inégalité stricte A < \g on en déduit y = 0

sur [a, b] par Iabsurde.

Solution 1.3.13
(1) On considere tout d’abord les équations différentielles (E;) : v/ + 32y = 0 et (Ey) :
Vi 2 . . o —x3 o 3
—y' + 3x“y = 0 qui admettent comme solutions y; = ae™ et ys = Be*".
3

Soit a tel que y(a) = 0 alors en étudiant les fonctions z; = ye™ et zo = ye*fD3

on a
2=y +3c%y <|y| + 3% =0
=y =32y > —|y| - 32"y =0
donc z; > 0 et zo < 0 pour x < a (en dressant les tableaux de variations) i.e. y = 0, de
méme pour x > a. Conclusion y est la fonction nulle.
(2) Si y est non nulle alors y ne s’annule pas (et comme 3z%y = —|y/|, y < 0), et ¥’ ne

s’annule qu’en 0 donc y’ garde un signe constant sur | — oo, 0] et ]0, +oo[. Les solutions
maximales seront alors données par :

51.3 .
>0
y(x) = {ae e avec a < 0, e = %1, ¢ = £1

1,3 .
et ® slx <

(le branchement en 0 est bien C'). On en déduit le nombre de courbes passant par un
point de R? :
e Si (zg,y0) € R*XR* alors il passe 4 solutions maximales. En effet, si, par exemple,

=2, Le choix de ¢ multiplie

xg > 0 alors on a deux choix pour a qui sont a = ype~
alors le nombre de courbes par 2.
e Si (x9,y0) € {0}xR* on a aussi quatre choix correspondant aux diverses valeurs
que peuvent prendre € et &’
e Si (z0,10) € RxRY alors il ne passe aucune courbe.
e Si (z9,y0) € Rx{0} on a vu que seule la fonction nulle répondait & la question.
Remarque : le théoreme de Cauchy-Lipschitz (cf. théoréme 8.7 page 303) ne
s’applique pas ici (on ne peut exprimer 3 en fonction de y), c’est 'une des raisons
pour lesquelles le nombre de courbes maximales passant par un point n’est pas réduit a
une seule courbe (comme dans la conclusion de ce théoreme).

Solution 2.1.1 On a une différentielle exacte, I'intégration est immédiate : ax? + 2bxy + dy* +
ex + fy+ K = 0, les courbes intégrales sont des coniques lorsque (a, b, d) # (0,0,0) sinon on
trouve des droites.

Solution 2.1.2 1 et 3 sont a variables séparables :

(1) e —1n1+€y

d
(2) On pose u = 2% = yd—Z — 2u + 2y* = 0 d’ott les courbes intégrales : 2% — \y? + y* = 0.
(3) 2% = Xe¥(e¥ — 2).

+C
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On a une équation de Bernoulli, on pose z = /y = y = (z + A/|z|)%.
y' = y*+y+ 1 satisfait au théoreme de Cauchy-Lipschitz, on cherche les solutions maxi-

males de cette équation qui s’écrit de maniere équivalente sous la forme 2’ = 7(22 +1)
2y +1

V3

On a une équation a variables séparables équivalente a Arctan

en posant z =

2y+1:£(x—a}.

V3 2
1
On obtient alors y = \/75 tan (?(x - a)) —5 sur la—m/v/3,a+7/v/3]. Tout intervalle

7T Ve . . .
ouvert de longueur — permet de définir une solution maximale.

V3

Solution 2.2.1

(1)

On a 3y = F(y) ou F est de classe C' en tant que fonction polynomiale de Re(y) et
Im(y), le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique (cf. théoréme 8.7 page 303), il existe
donc une unique solution maximale vérifiant : y(ty) = yo pour tout (o, yo) € RxC. La
fonction nulle est solution sur R en entier et donc, si f est une solution qui s’annule en un
point, f est nulle et donc, on pourra supposer par la suite que les solutions considérées
ne s’annulent pas.

On multiplie les deux membres de (E) par 7 d’ou

Yy = (1+i)u—u’

On fait de méme avec (E) obtenue en passant aux conjugués dans (E) (et en multipliant

par y). On obtient alors

Yy =(1—iu—u?

et, en additionnant ces deux égalités, on arrive finalement a
u' = 2(u — u?)

(en remarquant que v’ = (yy) = y'y + yy/, cf. dérivation d'une application bilinéaire,

proposition 6.1.1 page 257). u vérifie une équation de Bernoulli et u ne s’annule pas.

v vérifie I’équation v’ + 2v = 2 qui admet 1 comme solution évidente. On trouve alors :
1

T 1t Ae 2
e Si A\ >0, alors u est définie sur R.

u

1
e Si A <0 alors u est définie sur | — 5 In|Al, +oo[ (ne pas oublier que u > 0).

En remplagant |y|? en fonction de u dans (E), y est solution de I’équation différentielle

linéaire
/ ' o2t
V= (1 T ﬁ) v

———— € C. La condition |y|* = u donne alors |u| = 1.
VA + et

Jusqu’a présent, on a raisonné par implications, c’est a dire que les solutions de (E) sont
de la forme indiquée ci-dessus. On vérifie alors que les fonctions obtenues sont solutions
de (E) (en précisant a chaque fois quel est l'intervalle maximal).

e(1+2)t
donc y =
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Solution 2.2.2 Sur un intervalle 7, si 0 € [ et si 2(0) = 0 alors lir%y(x)@ = y4(0)2'(0) =1
Tr— €T

donc y(0) # 0. y garde un signe constant que I’on suppose positif. On a alors 2’ > 0, ' > 0.

/

En remplagant z par Y on trouve I'équation : au? —u+1 = 0 ot u = Y. On trouve
z )
1 2
alors pour z €] —00,-] 4 = ————— donc I\ > 0, y = e V(1 + /1 —4x) et
P e U PV e Y ( )
1 1
2= e 1=12(1 — /1 — 4z). En prenant I =] — oo, Z[ on vérifie que les fonctions y et z définies

ci-dessus conviennent. Pour obtenir toutes les solutions, il suffira de prendre A dans R*.

Solution 2.2.3 On reconnait un systeme différentiel autonome : (z,y) = F(x,y).

e Sia=0alors F est de classe C' sur R%. B
e Sia > 0 alors F est de classe C* sur R?\ D(O, a) o D(O, a) désigne le disque fermé de
centre (0,0) de rayon a.

Si (x,y) est un couple de solutions sur I intervalle, alors u = x? + y* et z =  + iy sont de
classe C! sur I et vérifient :

v =2uvu—a?, 2 =(Wu—a—1i)z.
/ /

Si z =re? et 2 # 0 alors ==l 40 donc @ = —1 car o = (Vu—a? —1i)z soit 0(t) =t; —t.
z T

e Sia =0 alors v’ = 2u?2. On remarque que si u s’annule alors u est la solution nulle (en

application du théoreme de Cauchy-Lipschitz, cf. théoréeme 8.7 page 303). On écarte
/

ce cas la alors u # 0 et = 2 s’integre en

u3/2

2
= ! t €] — oo, to|
u= -
t—to ) » L0

1
(on prend ¢ < to car v’ > 0). On a donc |z| = ;
o —

; et les courbes intégrales admettent

1
LO(t) =ty — t soit r(f) = ———.
to—t (1) =t () 0+t —t
e Sia # 0 alors u = a® est solution particuliere et correspond aux cas ou la courbe
intégrale est un cercle de centre O de rayon a.

comme équation polaire r(t) =

!/

U
On se place sur un intervalle ot u(t) > a?. En intégrant ——— = 2 on trouve
p (t) g ——
)
Arctan L = a(t—to) soit u = a?(1+tan*(a(t—to)]), t €Jto—=, to[ out €lto, to+2=|.
a
a? . a
On trouve alors u = —————— soit |z| =

cosla(t —to)]

cos?la(t — to)]
a . , . ; . .
qui est I'équation d’une demi-droite tangente au

Finalement r(¢) = cosla(f + ty — t1)]

cercle de centre O de rayon a.

Solution 2.2.4 On peut réécrire ’équation différentielle sous la forme

) = (5 ) = Fla)

Y — T2

ol F' est une fonction de classe C' sur Vouvert U = {(z,y,2) € R* | y — zz # 0}. Le théoreme
de Cauchy-Lipschitz s’applique (cf. théoréme 8.7 page 303).
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Analyse : On reconnailt une équation différentielle homogene en y, ', y”. Soit I un intervalle
/

ol y ne s’annule pas, alors en posant u = Y on obtient : (zu — 1) + zu® + 3u? = 0.

Sur I\ {0} v = zu est dérivable, elle vérifie : (1 — v)zv’ = v(1 + v)? (équation a variables
séparables).
Les intégrales particulieres s’obtiennent pour v = 0 et v = —1 ; elles donnent respectivement

y=Aety= K’ (on vérifie que ces fonctions sont bien solutions).
x

1—o) 1
% = — ce qui donne
v v x

av 2 " b -2
r = ex —_— (§] = (62:€
v+1 P v+1 y v+1 P v+1

car, en passant aux différentielles, on a
dy v—+1 -2 1—w
— = exp| —— |dr = ——
y a v+1 (1+v)?
qui permet d’avoir ’expression de y.
En fait les courbes intégrales obtenues I'(t) sont invariantes par la transformation (z,y) —
(az, by).

Soit K un intervalle maximal ou v(1+wv) ne s’annule pas alors on a

Pour étudier une courbe intégrale (¢ = b = 1), posons t = ey alors on obtiendra la
v
e . x(t) = (1 —t)e*
parameétrisation suivante : of
y(t) =te”

Synthése : on dérive par rapport a t les fonctions z(t) et y(t). On a z/(t) = a(l — 2t)e* et
y'(t) = b(1—2t)e~* donc, sur | — oo, 1[= I et |5, +oo[= I, t — x(t) est un C'-difféomorphisme.
On pourra donc exprimer y comme fonction de z. On vérifie alors que pour ¢ dans l'un des
intervalles [,

y'(t) —2t
—xz=y(t) —x(t =be (2t — 1
=22 =y(t) ~ 2() Gy =be (21 - 1)
et donc les solutions ainsi mises en évidence sont des solutions maximales. Compte tenu de
I’analyse, on peut affirmer que les solutions maximales sont représentées par les intégrales

particulieres y = A et y = r auxquelles on rajoutera les branches des courbes I'(¢) pour ¢ € Ij.
x

Solution 2.2.5
(1) On pose z = ¢/, on obtient une équation différentielle a variables séparables d’ou
x

A
T — A

T+ A

2
DY Arctan — + p

1
y=4¢——In

A
2
T

o

selon les cas.
(2) C’est une équation différentielle du second ordre, homogene en (y, /', y").
/

Soit J un intervalle maximal ol y ne s’annule pas, la fonction u = y est de classe C!,

I’équation se transforme en zu' =u. S10¢ Ju = Ar. y = /Le)‘IQ/Z. On obtient alors

une solution maximale de I’équation différentielle (y ne peut s’annuler aux bornes de
J).



