CHAPITRE 3

Réduction des endomorphismes

Dans ce chapitre, le corps de base K est R ou C, F est un espace vectoriel sur K
qui servira de référence.

Soit f € L(FE), on cherche une base de E ou une décomposition de E en somme
directe £ = E, @ --- @ E, avec f(£;) C Ej telle que les fjg, soient simples, par

Ao 1 0
exemple mat (fjjg,) = Ailn, ou
0 A

3.1 Sous-espaces stables, polynomes d’un
endomorphisme

3.1.1 Sous-espaces stables

DEFINITION 3.1.1. Sous-espace stable par un endomorphisme
Soit u € L(E) et F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que F' est stable par u
sSiaer W(F) C F (on dit aussi que u stabilise F').

Remarque 3.1.1. On peut alors définir un endomorphisme de F' par wr que l'on
appelle endomorphisme induit par u sur F.

PROPOSITION 3.1.1. Siu et v sont deux endomorphismes de L(E) qui commutent
alors Imu et Keru sont stables par v.

Dém :
e Soit y € Imu alors il existe x € E tel que y = u(z). On obtient
v(y) =vou(r) =uov(r)=ufv(r)] € Imu
donc Im u est stable par v.

e Siz € Keru alors u(x) =0 donc vou(x) =uov(x) =0 donc v(z) € Keru B
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PROPOSITION 3.1.2. Si E est de dimension finie alors F' est stable par v € L(E)

. PN . . (A
ssi, pour toute base de E adaptée a F', la matrice de u s’écrit (O g)

Dém : Par double implication :

e Si F' est stable par u et si (eq,...,e,) est une base adaptée a F' ((e1,...,e,)
étant une base de F) alors, pour tout j € [1,p], u(e;) € F par hypothese
P
soit u(e;) = > a;e; (les a;; sont nuls pour i@ > p + 1). Ceci se traduit
i=1

@11 ... dip Q1p+1  --- Qin

pp App+1 .- Opn
Ap+ip+1 - -+ Qptin

pl

matriciellement par M(u) = ce qui est

0

App+1 c. Apn
bien la forme annoncée.

e Réciproque : on reprend l’écriture de la matrice de u ci-dessus, il est immédiat
que u(e;) € Vect(ey,...,e,) = F donc, par linéarité, u(z) € F pour tout
vecteur z € 'l

Remarque 3.1.2. On a vu que det (181 g) = det Adet D si A et D sont des

matrices carrées (cf. cours de premiére année en 8.5.4.). Ceci justifie partiellement
Uintérét des sous-espaces stables (cf. proposition 3.2.7).

PROPOSITION 3.1.3. Soit (E\, ..., E,) une famille de sous-espaces vectoriels de E
de somme directe égale a E. uw € L(E) stabilise les sous-espaces E; ssi dans toute
base adaptée a la décomposition de E en somme directe, la matrice de u s’écrit

Ay 0
0 A,
ou les A; sont les matrices de ), .

Dém : On fait une récurrence sur p en commencant par p = 2 :
Soit (e; ;) une base adaptée a la décomposition £ = Ey @ E, (on reprend les notations
de la définition 2.1.5 page 188) : (e;;) e[1,m,] €st une base de E; pour i € [1,2].

e Si u stabilise les espaces E; et E5 alors d’apres la proposition 3.1.2, on sait que

C

la matrice de u s’écrit ( 01 A ) Mais comme u stabilise Ey alors C' = 0.
2

e Réciproque immeédiate.

On suppose que la propriété est vraie au rang p alors, au rang p + 1, en écrivant
que E=E&---®E,;®(E,® E,1) (somme de p sous-espace vectoriels), en
appliquant I’hypothese de récurrence a la somme de ces p sous-espaces vectoriels
puis la propriété a l'ordre 2 a E, @ E,;; on obtient bien le résultat W
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Remarque 3.1.3.

(1) Dans le cas de la proposition ci-dessus, on dit que u admet une matrice dia-
gonale par blocs. Le déterminant de u vaut alors det A; ...det A,.

(Immédiat par récurrence sur p).

(71) Si les espaces E; sont de dimension 1, la matrice de u est diagonale, la res-
triction de u a chaque Vect(e;) est une homothétie.

PROPOSITION 3.1.4. Soit B = (eq,ea,...,¢e,) une base de E, uw € L(E), A sa matrice
dans B, on pose E; = Vect(eq, e, ...,¢€;). On a ’équivalence suivante :

A est triangulaire supérieure ssi Vi € [1,n — 1], u(E;) C E;.
Dém : Par double implication :
J
(=) Par hypothese on a Vj € [1,n], u(e;) = > agje; par conséquent u(e;) €

k=1
Vect(eq, ..., e;) = E;. On obtient donc

Vie [1,n—1], Vj € [L,4], u(e;) € E; C E;

soit u(e;) C E;.

(<) On sait ici que Vi € [1,n—1], u(e;) € E; ce qui se traduit par u(e;) = > agex
k=1

donc la matrice de u est bien triangulaire supérieure H

3.1.2 Polynéme d’un endomorphisme

DEFINITION 3.1.2. Polynéme d’endomorphisme

SiP=ay+a; X+---+a,X? € KIX]| et u un endomorphisme de E alors on définit
P(u) = apldg +aju+ - - -+ apu? (ot u? =uowuo...ou p fois) est appelé polynome
de l’endomorphisme u (on peut de méme parler de polynome matriciel).

ProOPOSITION 3.1.5. Morphisme d’algébre
Pourw € L(E), Uapplication ¢, : P € K[ X] — P(u) est un morphisme d’algebre de
K[X] dans L(E).

Dém : On vérifie facilement que ¢, est une application linéaire :
P
e Onay,(P+Q)=(P+Q)(u) = P(u)+Q(u) : en effet, on pose P = > ap X*,
k=0

p
Q = > b X" quitte & compléter par des 0 si les degrés ne sont pas égaux,
k=0

(P+Q)(w) = (ax+bu* =D apu* + > bt
k=0 5=0 k=0
= P(u) + Q(u)

en notant u° = Idg.
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o 0u(AP) = (\P)(u) = ;é Nagu = AP(u).

Pour montrer que ¢,(PQ) = ¢, (P)e.(Q) on le prouve d’abord dans le cas ou P et
() sont des monomes :

P=XPet Q= X?alors (PQ)(u) = X" (u) = uP™ =uP ou? = P(u) o Q(u).
Puis, par linéarité, on 1’étend au cas ou P est un polynome quelconque :

(PX9)( (Z akaJrq) (u) = Z aputa
k=0
- <Z aku’“) ou? = P(u)oul.

k=0

Finalement, avec le méme argument, on généralise ce résultat au cas d'un polynome
quelconque (@ :

Enfin on a ¢,(1) =1dz B

Remarque 3.1.4. On a donc : Py Py(u) = Pi(u) o Py(u) = Py(u) o Pi(u) (dans ce
cas la loi o est commutative) et il ne faut pas oublier que P(u) va s’écrire sous la
forme P(u) = agldg + aqyu + - - - + a,u?.

Attention : ne pas écrire P(u(z)) a la place de P(u)(z) = apr+ayu(x)+- - +a,uP(x),
la premiére écriture n’ayant pas a priori de signification (sauf si l’espace vectoriel E
est muni d’une structure d’anneau).

ProrosITION 3.1.6. Algébre Klu], idéal des polynémes annulateurs

e Imyp, = {P(u),P € K} (noté Klu]) est une sous-algébre commutative de

L(E).
o Kergp, = {P € K[X] | P(u) = 0} est un idéal appelé idéal des polynomes
annulateurs.
Dém :

e On a prouvé que ¢, est un morphisme d’algebre donc Im ¢, est une sous-
algebre de L£(FE). D’apres la remarque précédente (remarque 3.1.4), on sait
que Im ¢, = K[u] est commutative.

e Kerp, idéal :

— 0 € Ker ¢, donc Ker ¢, # 0.

— Si P et @ sont dans Ker ¢, alors (P — Q)(u) = P(u) — Q(u) = 0 donc
P — Q@ € Ker p,. On en déduit que Ker ¢, est un sous-groupe de K[X].
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— Si P € Kerg, et Q € K[X] alors (QP)(u) = Q(u)o P(u) = 0 donc Ker ¢,

est absorbant, c’est finalement un idéal

ProprosITION 3.1.7. Polynéme minimal
Si E est de dimension finie n alors Ker p,, # {0} et Ker ¢, = 7, K[X].
T, est appelé polynome minimal de w.

Dém : On sait que £(E) est un espace vectoriel de dimension finie (dim £(E) = n?),
alors la famille & n? + 1 éléments : (Id, u, . . . ,u"Q) est liée.
Il existe donc une combinaison linéaire de ces éléments avec des A; non tous nuls
soit

Ao Td 4+t + - - - + A = 0.
On en déduit que Ker ¢, # {0} car il contient le polynome Ag+ X +-- -4 X2 X"’

Ker ¢, est un idéal non réduit a {0}, on sait alors qu’il est de la forme 7, K[X] avec

T, # 0l

PROPOSITION 3.1.8. On récupére ici une famille de sous-espaces stables par u, ce
sont les espaces Im P(u) et Ker P(u) pour tout polynome P.

Dém : u et P(u) commutent, on applique la proposition 3.1.1 page 201 H
/

\
THEOREME 3.1. Lemme des noyaux
(appelé aussi théoreme de décomposition des noyaux)
Si P et () sont deux polynomes premiers entre eux alors
Ker PQ(u) = Ker P(u) & Ker Q(u).
< y
Dém :
e Montrons I'égalité Ker(PQ)(u) = Ker P(u) + Ker Q(u) :
— Grace a Bézout : PA + @B = 1 donc en passant aux polynomes

d’endomorphisme, ceci se traduit par Id = P(u) o A(u) + Q(u) o B(u)
et, en appliquant cette relation au vecteur x de E, on obtient x = x1 + x5
ou x; = P(u) o A(u)(z) et 25 = Q(u) o B(u)(x).

Si z € Ker PQ(u) alors

Q(u)(r1) = Qu)[P(u) 0 A(u)(x)] = Q(u) o P(u) o A(u)(x)

.

g
=x

= A(u) o P(u) o Q(u)(x) =0

car K[u] est une algebre commutative. Par conséquent z; € Ker Q(u).
De méme on a x5 € Ker P(u).
On a prouvé que Ker PQ(u) C Ker P(u) + Ker Q(u).

— Siz =2+ x5 ou 27 € Ker Q(u) et x5 € Ker P(u) alors

(PQ)(u)(x) = (PQ)(u)(x1) + (PQ)(u)(x2) = P(u) o Q(u)(x1) +Q(u) o P(u)(z)

=0

donc Ker P(u) + Ker Q(u) C Ker PQ(u).
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On a donc prouvé 'égalité.

e Montrons que la somme est directe :
Si 0 = z1 + z2 (toujours avec z7 € Ker Q(u) et zy € Ker P(u)) alors

x1 = P(u) o A(u)(z1) + Q(u) o B(u)(z1) avec I'égalité Id = P(u) o A(u) + Q(u) o B(u)
= P(u)A(u)(z1) car Q(u)(x1) =0
= —P(u)A(u)(xs) car x; = —x9 par hypothese
—0

par conséquent x; = xy = 0, la somme est bien directe B

COROLLAIRE 3.2. 5i P = PiP,... P, et si P, A P; =1 alors
q
Ker P(u) = @ Ker P;(u)
i=1

Dém : Se fait par récurrence sur q :
e On vient de faire la démonstration dans le cas ¢ = 2.

e On suppose la propriété vraie a l'ordre ¢ > 2 : si P = P FP»... Py se
décompose en produit de polynomes premiers entre eux deux a deux alors, en
écrivant que P = Py ... P,_1(P,P,11) et en utilisant ’hypothese de récurrence,

——
=P,
on obtient

Ker P(u) = Ker Pi(u) & - - - @& Ker P, (u) & Ker(FP,P,41)(u)
=Ker Pi(u) @ --- @& Ker P,_1(u) & Ker P,(u) ® Ker P11 (u)

ce qui assure le résultat a l'ordre ¢ + 1 et termine la récurrence

Remarque 3.1.5.

(1) On peut faire une démonstration directe de ce corollaire, il suffit de remarquer
que les polynomes QQ; = 2 sont premiers dans leur ensemble et de leur appli-

quer Bézout comme pour la démonstration du théoréme 3.1 (ot on s’est limité
au cas ot q = 2).
Dém : Si D est un polynome irréductible qui divise tous les Q); alors D divise

P P

5= [ P; donc il existe k # i tel que D|Py,. Mais D\F donc il divise un P,
i g k

avec | # k ce qui donne D = 1. Les polynomes @QQ; sont donc premiers dans

leur ensemble et l’égalité de Bézout s’écrit A1GQr + -+ A,Qqy = 1. On adapte

alors la démonstration du lemme des noyauz :

[’égalité se fait exactement de la méme fagon avec x; = Q;(u)(x) puis, pour

q
la somme directe, si 0 = Y x; avec x; € Ker P;(u), alors Q;(u)(x;) = 0 pour
i=1



3.2. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME 207

J#0 (en effet Q;(u) s’écrit H Py(u) o Pi(u)) ce qui permet d’avoir
ki k£

T; = Z Q;(u)(w:) = Qilu)(x:)

= Qi(u) (-ij> = 0m

J#i

q
(13) Les projections p; attachées a la somme directe @KerPi(u) appartiennent
i=1
Klu].
Dém : Cette propriété est vraie pour q = 2, la récurrence se fait alors
comme dans la démonstration du corollaire précédent. On peut aussi utili-
ser la technique du premier point de cette remarque, comme les polynomes
Qi sont premiers dans leur ensemble alors il existe des polynomes A; tels que
A1+ +A,Qq = 1. Les projecteurs cherchés s’écrivent alors sous la forme

pi = Ai(u) o Q;(u) B

Question : Soit P =X —aet Q = X —bavec a # b et x € Ker PQ(u), exprimer z;
et x5 en fonction de z.

3.2 Réduction d’un endomorphisme

3.2.1 Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomor-
phisme

ProprosITION 3.2.1. Valeurs propres, vecteurs propres
Soit uw € L(F), si u stabilise D droite vectorielle de E alors il existe A € K tel que
Ve e D, u(x) = Azx.

e )\ est une valeur propre de u.
e Tout vecteur de D \ {0} est un vecteur propre de u.

Dém : Soit e # 0 un vecteur de D, (e) est donc une base de D. Si u(D) C D alors
u(e) € D donc il existe A € K tel que u(e) = Ae.
Si z € D alors x = x1e donc u(z) = xqu(e) = z1 e = Az A

Remarque 3.2.1. Le vecteur nul n’est pas un vecteur propre !

DEFINITION 3.2.1. Sous-espace propre
Si A est une valeur propre le sous-espace Fy(u) = Ker(u — \Idg) est appelé sous-
espace propre de u attaché a la valeur propre \.

PROPOSITION 3.2.2. Spectre
En dimension finie, A est valeur propre de u sst u — AIdg n’est pas inversible.
L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u et noté Sp(u).
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Dém : On peut raisonner par équivalences :

A valeur propre de u < u — AId non injective

< u — AId non inversible (dim. finie)l

PROPOSITION 3.2.3. Siu et v sont deur endomorphismes de E qui commutent alors
les sous-espaces propres E\(u) de u sont stables par v.

Dém : Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 3.1.1 appliquée a
u—Adgetv

N
THEOREME 3.3. Soit u € L(E) et (Aq,...,\,) une famille de valeurs propres de

m

u distinctes deux a deux alors la somme Y E), (u) est directe.
i=1

Toute famille de vecteurs propres (z;) associée aux (\;) est libre.

Dém : On utilise le lemme des noyaux : si P = H(X — \;) alors
i=1

Ker P(u) = @ Ker(u — A\ Idg) = @ E\, (u)
i=1 i=1

donc on en déduit qu'effectivement la somme des E), (u) est directe et qu’en plus
elle vaut Ker P(u) W
On peut aussi donner Iexpression des projecteurs sur les E), (u) avec les polynomes
X =\
d’interpolation de Lagrange : L; = ?,
LA — A
JFi
Ces polynomes vérifient L; +---+ L,, = 1 et ils correspondent a un facteur multi-

1
plicatif pres (A; = H SV
g#i ot Y

du lemme des noyaux.

On a donc p; = A;(u) o Qi(u) =

) aux polynomes @; de la démonstration du corollaire

u—\1dg
A — A

(ou p; désigne le projecteur de
i
Ker P(u) sur Ey,(u)).

THEOREME 3.4. Soit u € L(E) et P € K[X] alors si A est une valeur propre de
u, P()\) est valeur propre de P(u).
Si P(u) = 0 alors toute valeur propre de u est zéro du polynome P.

Dém :

e SiP=ay+a X+ - +a,X? e Sp(u) et z # 0 un vecteur propre associé
alors, en utilisant les propriétés u*(x) = Mz (immédiates par récurrence), on
a

P(u)(x) = apr + aqu(z) + - -+ + apuP(x) = ag + a1 Az + - - + ap\Px = P(\)x

ce qui signifie que x est un vecteur propre de P(u) associé a la valeur propre

P(X).
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e Toujours avec P = ag + a1 X + --- + a,X? mais avec I'hypothese suivante :
P(u) = 0 alors le méme calcul conduit & P(u)(z) = P(A\)z = 0 et comme z
n’est pas le vecteur nul, P(A) =0 W

Remarque 3.2.2. les racines d’un polynome annulateur ne sont pas toutes valeurs
propres de u (par exemple, si u* = Id alors Sp(u) C {—1,1} mais on ne peut rien
dire de plus a priori).

les valeurs propres sont nécessairement racines du polynéme minimal (conséquence
du théoréme précédent).

Ezemples :

(1) Siwu est une homothétie de rapport A alors Sp(u) = {A}, les vecteurs de E\ {0}
sont tous vecteurs propres (et ceci est une caractérisation des homothéties).
Le polynome minimal de uw est m, = X — A (u — Aldg = 0 et degm, = 1 est
minimal).

(74) Si p est un projecteur non nul et différent de I'identité alors Sp(p) = {0, 1} et

Eo(p) = Kerp, Ei(p) = Imp.
Ici 7, = X? — X car p?> — p = 0 et on utilise la remarque précédente.

(7ii) Si a est une affinité d’axe Ej, de direction F, et de rapport k # 1 avec
E = E| @ Ey (a(zy + 22) = x1 + kxs) alors Sp(a) = {1,k} et Ey(a) = Ei,
Ek(a) = EQ.
mw = (X — 1)(X — k) (immédiat).

(1v) Si s est une symétrie par rapport a E; parallelement & Ey (s(x1+x9) = 21 —22)
alors Sp(s) = {—1,1} et Ei(s) = E1, E_i(s) = Es.
Ty = X2 — 1.

PROPOSITION 3.2.4. Soit u € L(E) et E' stable par u, si on pose u' = g, alors :
Sp(u') C Sp(u) et si X est une valeur propre de v', E\(u') = Ex(u) N E'.
Dém :

e Si A est une vap de u alors il existe 2’ # 0 dans E’ tel que v/(2') = A2’ soit
u(x’) = Az’ donc A est une vap de u.

e Ensuite, on raisonne par double inclusion :

— E\(u') C E\(u) vu le premier point et E\(u') C E’ par conséquent on a
E\(u') C Ex(u)NE".

— Inclusion dans lautre sens : si z € E,(u) N E" alors u(x) = Az et comme
x € FE onav(r)=u(r)= A doncx € E)(u) R

THEOREME 3.5.

Soit a € GL(FE), lapplication u € L(F) — aouoa ! est un automorphisme de
L(E).

Sp(u) = Sp(aouoa™) et, si A € Sp(u), alors a (E\(u)) = E\(v).

Dém :
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e Soit ¢, :u € L(E)— aouoat e L(E).

— . est en endomorphisme de £(F) (immédiat),

— ¢o(Idg) = aoldgoa™ = Idg,

— pa(uov)=aouovoal=(acuocat)o(aovoat) = ,(u)op.(v),

— pa-10p,(u) =ato(acuoa)oa = u ce qui signifie que p, est inversible
et (pa) ™" = a1

Donc ¢, est bien un automorphisme de L(E).

e Si A est une vap de w alors pour tout = de E)(u), u(x) = Az et, si on pose

y=a(r),v=aouoa

v(y) =aouoa '(y) =aou(z) =a(lr) = \y.

Comme y = a(x) # 0 car a € GL(E) alors A est valeur propre de v soit
Sp(u) C Sp(v).

La relation étant symétrique en u et v on en déduit que les spectres sont égaux :

Sp(u) = Sp(u) = Sp(aua™).

e En outre on a prouvé que a(E)(u)) C Ey(v) et, par symétrie (en remplacant
a par a! et u par v) a” ' (E\(v)) C Ex(u) d’ot Iégalité B

Questions :

(1) Chercher les valeurs propres de
u P eK,[X]— (X2 —1)P" + (2X + 1)P' € K,[X].

(17) Si E = C*(R) chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de

u :fGEr—>/ f(t)ydtetv : fe Ew f.
0

(7i7) Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de u : f € C(R,C) — u(f)

défini par u(f)(z) = /0 ' sin(z — ) f(t) dt.

3.2.2 Valeurs propres, vecteurs propres d’une matrice
carrée

DEFINITION 3.2.2. Eléments propres d’une matrice carrée

Soit M € M,,(K) et u l’'endomorphisme de K™ canoniquement associé a M.

On définit les valeurs propres de M comme étant celles de u, Sp(M) = Sp(u) et
E\(M) = E\(u).

PrROPOSITION 3.2.5. Si M € M, (R) alors M peut étre considérée comme une
matrice de M,,(C) et dans ce cas, le spectre de M dans R (Spg(M)) est égal au
spectre de M dans C (Spe(M) ).

Dém :
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e Si A\ € Spgp(M) (supposé non vide) alors il existe X matrice unicolonne non
nulle telle que M X = AX, comme R C C alors A € Spp(M) (en considérant
A comme un nombre complexe), on en déduit que Spg(M) C Spe(M) NR.

e Si A € Spe(M)NR alors il existe X € M,,1(C) telle que MX = AX. On
pose alors X = X; +iX, ou X et X5 sont des matrices unicolonnes réelles.
En identifiant parties réelles et parties imaginaires on obtient M X; = A\ X et
MXy; = AX,. Comme X; et X, ne peuvent étre simultanément nulles (sinon
X =0), on en déduit que A € Spg(M).

On obtient finalement ’égalité comme annoncé : Spgr(M) = Spe(M)NR B

Dans la partie concernant la premiere année (cf. section 8.5.5 page 158, on a
vu la notion de matrice semblable et comme ci-dessus avec les endomorphismes,
M € M,(K) — PMP™ € M,(K) est un automorphisme de M,(K). On a
Sp(M) = Sp(PMP™1).

En fait, deux matrices sont semblables ssi elles représentent le méme endomorphisme
dans des bases différentes.

3.2.3 Polynome caractéristique

On suppose que, pour la suite de ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension
finie.

DEFINITION 3.2.3. Polynéme caractéristique
Ici, uw € L(E), A est la matrice de u dans une base donnée ; les définitions pour u
et A se correspondent.
Le polyndéme caractéristique de u (et de A) s’écrit :
P,(z) =det(u — x1dg) = det(A — z1,)
(noté parfois X,,, écrit parfois sous la forme det(xIldg —u)).

PROPOSITION 3.2.6. A € Sp(u) & P,(\) = 0.

Dém: On peut raisonner par équivalences :

A € Sp(u) < u — Aldg non injective
< u — AIdg non bijective
< det(u — Nldg) = P,(A) =01

Ceci est un critere tres utile pour trouver les valeurs propres en dimension finie.
DEFINITION 3.2.4. Ordre de multiplicité d’une valeur propre

On appelle ordre de multiplicité de \ valeur propre de u son ordre de multiplicité
dans le polynome caractéristique.
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Remarque 3.2.3.

(2)

(i)

(iid)

Le coefficient de z"~ dans le polynome caractéristique est : (—1)" "1 Tr(A) et
done, si le polynome caractéristique est scindé (ce qui est le cas sur C) alors,
Tr(A) est égal a la somme des vap comptées avec leur ordre de multiplicité.

Le coefficient constant est det A, il est égal au produit des valeurs propres
(toujours dans le cas ou le polynome caractéristique est scindé).

ajl — Q12 cee Qin
a Ao — T a
Dém : Soit P,(x) = ,21 * , 2n , montrons par
Qn1 [07%)) oo Qpp — X
n
récurrence sur n que P,(x) = (=1)"2" + (=1)" 1> auz" ! + Q,_o(x) ou
i=1

dean—Q <n—2.

e Sin =1, c’est immédiat,

pour n =2 aussi - Py(x) = 2% — (a1 + a22)T + 11099 — a120a9;.
N o
VvV
Tr Ag =det A

e On suppose la propriété vraie a l'ordre n, on note A, la matrice d’ordre
n, et on développe P, 1(x) par rapport a la derniére colonne :

Poa(2) = (ans1nen = 2) Pal@) + Y (=1 "1A 1 ()
i=1

J/

-~

=Rp+1(2)
— (anans —2) (-1 + (~1) Te(4,))
+ (ant1nt1 — 2)Qn-2(z) + Rota(z)
= () (1) T (Ag) + Qo ().

Or A;n+1(x) s’obtient en supprimant la derniére colonne et la i-iéme
ligne donc on enleve les coefficients a; —x €t ayy1541 — T, @l ne reste plus
que n — 1 termes a;; — v et dans le développement du déterminant, on
aura un polynome de degré au plus égal a n — 1. Donc R, € K,,_1[X],
de méme pour (ani1n+1 — T)Qn_2(x) ce qui achéve la récurrence.

On obtient ainsi le coefficient de x™ ! et, si le polynome caractéristique

est scindé alors les relations entre coefficients et racines nous permettent
d’affirmer que Tr(A) est égal a la somme des valeurs propres comptées avec
leur ordre de multiplicité.

Pour le coefficient constant, il suffit de prendre x =0 et on trouve det A B

A et AT ont méme polynome caractéristique.

ayr ... Qip n
Si A est triangulaire, A = RV alors Pa(x) = H(an- —x), les a;
0 Ann =1
sont donc valeurs propres de A.

Dém : On utilise le développement d’une matrice triangulaire ce qui donne
directement le polynome caractéristique B
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PROPOSITION 3.2.7. Soit u € L(FE), on suppose que E' est stable par u et on appelle

u' = alors Py|P,.
m

Plus généralement, si E = @EZ et st u stabilise cette somme directe alors
i=1

P,=P,...P,,.

Dém :
_ (4B (écriture
- \0 C

par blocs) alors P,(z) = det(A — xl,) det(C — z1,) = Py (z)Q(z) ou v’ est
I’endomorphisme de matrice A.

e On écrit la matrice de u dans une base adaptée : M (u)

e De méme, on écrit la matrice de v dans une base adaptée a la somme directe :

Ay 0
M(u) = : d’ott
0 A
Ay — )y, 0
P,(x) = .
0 Ay, —xl,,
=det(Ay — 1y, )x - xdet(A,, —xl,,) = Py, (x)... P, (z)R

PROPOSITION 3.2.8. La dimension d’un sous-espace propre E\(u) est inférieure ou
égale a l'ordre de multiplicité de \ dans P,.

Dém : On pose v’ = ujg,(), v est donc une homothétie sur Ey(u) donc P, =
(A = X)™ ou m est la dimension de E\(u). Comme P,|P, alors P,(X) = (A —
X)mQ(X) = (A= X)*MR(X) olt R(\) # 0 (w(\) désigne I'ordre de multiplicité de
A, valeur propre). R(X) et (A—X) sont des polynomes premiers entre eux, de méme
pour R(X) et (A — X)™. Comme R(X) divise le produit (A — X)™Q(X), il divise
donc Q(X) (théoreme de Gauss). On a alors Q(X) = S(X)R(X) et on simplifie la
relation (A — X)"Q(X) = (A — X)*VR(X) par R(X) d’on

(A= X)™S(X) = (A - X))

et par conséquent on peut conclure m < w(\) B

THEOREME 3.6. Théoréme de Cayley-Hamilton
P,(u) =0 i.e. le polynome caractéristique est un polynéme annulateur.

ai;p — & Q1in
Dém (non exigible) : Soit B(z) = A — zl, = , chaque
a1 Qpp — T
cofacteur de B s’obtient en calculant le déterminant d’une matrice obtenue a partir
de B(x) en supprimant une ligne et une colonne donc on obtient a chaque fois un
polynome en x de degré au plus égal a n — 1.
B(z)'" transposée de la matrice des cofacteurs de B(x) s’écrit par conséquent sous

la forme
B(x)’T =Bj+aBj+ -+ :10”_137'1_1
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en prenant pour matrice B! la matrice des coefficients de x'.
On utilise alors 1’égalité

B(z)B(z)'" = det B(z)I, = P,(2)I,
=(A—xL)(By+aB,+---+2"'B )

(la premiere relation a été établie a la proposition 8.5.11 page 157) et en développant,
on obtient les égalités

ABO = a,oln
ABl — BQ = alln x A
ABk - Bk;—l = akln XAk
ABn—l — Bpo=an11, XAn_l
By = (=1)"I, X AT

On multiplie alors & gauche par les matrices A* indiquées ci-dessus, on ajoute toutes
ces égalités, on a les simplifications suivantes : —A*B,_; (k + 1-iéme ligne) avec
A*By._y (k + 2-ieme ligne). Finalement, on trouve 0 & gauche (tout s’est simplifi¢)
et apl, + a1 A+ -+ (—1)"A" = P4(A) a droite soit P4(A) =0 1

Questions :

(i) Soit (u,v) € L(E)?, montrer que P, = P,,. On propose deux méthodes :
Etudier le cas ot u € GL(FE) et s’y ramener par un argument de continuité.

Si A et B sont les matrices de u et v, remarquer (!) que

BA -\, —-B I, 0\ (I, O -\, -B
0 A, ) \A I,] \A I, 0 AB-)\,/)°

(7i) Si A € GL,(K), exprimer P4-1 en fonction de Pjy.

5> —1 9
(i) StA= |3 4 0] alaide de Cayley-Hamilton, exprimer A~ dans K[A].
1 1 1

(iv) Une autre démonstration de Cayley-Hamilton : on pose, pour tout = de E\ {0},
E, = Vect(u™(x), m € N).
Montrer que u(E,) C E, et qu'il existe p € N* tel que (z,u(z),...,u?"(x))
soit une base de E,. On pose u, = ug,, montrer que la matrice de u, dans

0O ... 0 ap
;. s, . aq
la base précédente s’écrit
-0
0 1 ap—1

En utilisant le fait que P, |P,, prouver le théoreme de Cayley-Hamilton.
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3.2.4 Réduction d’'un endomorphisme en dimension finie

a) CONDITIONS DE DIAGONALISATION

DEFINITION 3.2.5. Endomorphisme diagonalisable
Soit u € L(E), on dit que u est diagonalisable ssiqep E est somme directe des sous-
espaces propres de u.

PROPOSITION 3.2.9. Si u est diagonalisable et si on appelle py les projecteurs as-
sociés a la décomposition en somme directe de E en sous-espaces propres alors

Réciproquement, si = @ E; et siu induit sur chaque Ej une homothétie alors u
jel
est diagonalisable.
Dém :
e Soit F = @ E)\(u) la décomposition de E en somme directe des sous-

AESp(u)
espaces propres de u alors tout élément x de E s’écrit

Z x) ou xy € Ey\(u).

AESp(u)

Donc, par linéarité,

u(x) = Z Z Ay

AESP(u) AESP(u)
= 2w =| > (@)
AESP(u) AESp(u)

soit u=">_ Apx.
AE€Sp(u)

e Réciproquement : on a u) g, = A; Idg,, on regroupe les A; qui sont é¢gaux de
maniere a former une partitionde I : I = UL, U... U1, ou, sii et j sont
dans le méme I alors \; = A; et \; # A; dans le cas contraire. En regroupant

m

les espaces E; on aura donc E = @ F, ou F), = @ E;.

k=1 icly,
Si x € Fy alors u(x) = gz ou py est la valeur commune des \; dans [, donc
F, C E,, (u) et comme

E:éFkCéEMCE
k=1 k=1

alors on a égalité des dimensions donc égalité des sous-espaces vectoriels soit
m
F, = E, (u). On en déduit alors que E = @Euk (u) c’est-a-dire u est

diagonalisable l
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PrROPOSITION 3.2.10. u est diagonalisable ssi il existe une base de E formée de
vecteurs propres, ce qui est encore équivalent a [’existence d’une base dans laquelle
la matrice de u est diagonale.

Dém :
e Soit (eq,...,e,) une base de vecteurs propres de u, on pose F; = Vect(e;). On
n

aFk = @ E; et u induit sur chaque F; une homothétie donc, en vertu de la
i=1
proposition précédente, u est diagonalisable.

e Si u est diagonalisable alors on prend une base de chaque sous-espace propre
que 'on concatene pour former une base de E (ce qui est possible car E est
somme directe des sous-espaces propres de u). La base obtenue est bien une
base de vecteurs propres de u. On a donc prouvé ici la premiere équivalence.

e La deuxieme équivalence est alors immédiate car la matrice de u dans une
base de vecteurs propres est évidemment diagonale, la réciproque est tout
aussi évidente

Attention ici a ne pas prendre comme définition d’un endomorphisme diagonalisable
lexistence d’une base de vecteurs propres de u, en effet, la définition donnée est plus
générale et ne dépend pas du choix d’une base. Ceci est important pour la suite, voir
la remarque suivante.

PROPOSITION 3.2.11. w est diagonalisable ssi la somme des dimensions des sous-
espaces propres de u est égale a dim E.

Dém : (=) : Si u est diagonalisable alors £ = @ E\(u) par conséquent on a

AESP(u)
dmE = ) dimE,(u).
AESP(u)
(<) On a @ E\(u) C E et la condition sur les dimensions donne
AESP(u)

dim @ Ei(u)= Y  dimE\(u)=dimE

AESP(u) AESp(u)

donc @ E\(u) = E (sous-espace vectoriel de E' de méme dimension que £
AESp(u)

Remarque 3.2.4.

(1) Si P, est scindé sur K et n’a pas de racine multiple alors u est diagonalisable
et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.
Dém : Comme P, est scindé et a toutes ses racines simples, il admet n racines
distinctes A, ..., \,. Comme chaque E\,(u) est de dimension > 1 alors

n < ZdimE,\i(u) <dimE =n
i=1

donc on a égalité a chaque niveau soit Y dim E), (u) = dim E et on utilise la
i=1
proposition précédente B



3.2. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME 217

(71) Si dim Ex(u) < w(\) ordre de multiplicité de X\ dans P, alors u n’est pas

(iid)

diagonalisable.

Dém : Pour tout p € Sp(u), dim E,(u) < w(p) (cf. proposition 3.2.8 page

213) et dim Ey(u) < w(A) donc ), dimE,(u) < >, w(u) < n. On
pneSP(u) pneSp(u)

utilise alors la proposition précédente (en prenant les propriétés contraires) B

La notion de vecteur propre n’est pas intrinséque (ainsi que l'existence d’une
base dans laquelle u est diagonalisable), par contre, la notion de sous-espace
propre est intrinseque (i.e. ne dépend que de l’endomorphisme) ainsi que le
résultat de la proposition 3.2.9. On peut alors définir sans ambiguité (par
exemple)

= 3 epretsiaz0,Vu= 3 V.

AE€Sp(u) AESpP(u)

THEOREME 3.7. u est diagonalisable ssi il existe un polynéme annulateur scindé
sur K dont toutes les racines sont simples.

Ceci est un théoreme tres important !
Dém :

(=)

(<)

Soient (A;)icqi,m] les valeurs propres de u, on pose P = H(X — i)
i=1
Si z; € Ey,;(u) alors, comme u(z;) = Ay,

et comme les endomorphismes u — \; Idg commutent

= [ (u— XiTdg) o (u— Aj)(x))

i
= [H(U = A IdE)] (u(z;) = Ajz) = 0.
i)

m
On écrit ensuite tout vecteur = sous la forme » = ) x; ot z; € Ey,;(u) d’ott

1=1
Plu)(z) = 2, Pu)(z;) =0.
j:
On utilise le lemme des noyaux avec P(X) = [[(X — ;) qui est un polynome
i=1

annulateur de w.
m

E = @ Ker(u — A\; Idg) et on écarte les sous-espaces vectoriels réduits a {0}
i=1
et on renumérote les \; qui restent, d’ou (m’ < m)

’

E = P Ker(u— \1dg)

i=1

=Ej, (u)
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donc F étant somme des sous-espaces propres de u, on en déduit que u est
diagonalisable l

On peut préciser un polynome annulateur particulierement intéressant avec le co-
rollaire suivant :

COROLLAIRE 3.8. u est diagonalisable ssi u annule le polynome H (X = \).
AESpP(u)

Dém : On reprend la démonstration du sens direct du théoreme précédent ou on a

montré que H (X — \) était un polyndéme annulateur.
AESp(u)

La réciproque est une conséquence immédiate de ce théoreme car H (X — A) est

AESP(u)
un polynome scindé a racines simples

Applications :

() Siw est diagonalisable et si ' est stable par u alors u’ = w) g est aussi diagona-
lisable.
Dém : Si P(u) = 0 alors Vo € E, P(u)(z) = 0, en particulier si x € E’ on
a P(u)(x) = P(u)(z) = 0 soit P(u') = 0 ou P est un polynéme scindé sans
racine multiple donc u’ est diagonalisable Il

(77) (Tres important) Si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables qui
commutent alors ils sont simultanément diagonalisables.

Dém : Si u est diagonalisable alors £ = @ Ex(u). Or v(E\(u)) C Ex(u)

AESP(u)
(cf. proposition 3.2.3 page 208). Vu le (i) de cette remarque, on sait que
Uy = V||g,(u) est diagonalisable. Soit (e y,...,en,,x) une base qui diagonalise

vy alors (e;) AeSp(u),ic[l,ny] €St une base de vecteurs propres communs a u et
v. Dans cette base, les matrices de u et v sont diagonales.

La réciproque est vraie (deux matrices diagonales commutent, il en est de
méme des endomorphismes) mais elle est inutile B

b) TRIGONALISATION

DEFINITION 3.2.6. Endomorphisme trigonalisable
On dit que u € L(E) est trigonalisable ssiger il exviste une base dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.

THEOREME 3.9. u est trigonalisable ssi il annule un polynéme scindé sur K. ]

Dém :

e L’implication directe est immédiate : le polynome caractéristique est un po-
lynome annulateur d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton. Or on sait que
pour une matrice triangulaire, les valeurs propres se retrouvent sur la diago-
nale avec leur ordre de multiplicité :

A1 Q1n n
M(u) = et P,(x) = 1_[()\Z — ) qui est bien scindé.
0 An =1
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e Réciproque : on raisonne par récurrence sur n = dim £ en faisant I’hypothese
suivante : si dim £ = n alors tout endomorphisme de E qui annule un po-
lynoéme scindé est trigonalisable.

— Sidim F =1 c¢’est immédiat car tous les endomorphismes sont trigonali-
sables...

— On suppose la propriété vraie a 'ordre n — 1, n > 2. Si w annule un
polynéme scindé IT = T7_ (X — X;)*" alors

det II(u) = ﬁ[det(u — N Id)]* =0

i=1

donc il existe i tel que det(u — A\;Id) = 0 (on a affaire a un produit
d’éléments de K).

Quitte a renuméroter les \;, on suppose que det(u — A\ Id) = 0. A; est
valeur propre de u et u possede alors un vecteur propre e;. On complete
(e1) en une base de F : (e, ea,...,e,). Dans cette base, la matrice de u
o A C

s’écrit M(u) = 0 Al

On utilise alors ’hypothese de récurrence avec I'endomorphisme v de
K"~! de matrice A :

x En faisant des produits par blocs, on a

mr =y E).

= ()

M(u)n _ AO” ig) |
On en déduit que TI(M(u)) = (Hé” H?A)).

x A annule un polynome scindé en prenant pour polynéme II le po-
lynome annulateur de v donc, d’apres I’hypothese de récurrence, v
est trigonalisable. Par conséquent il existe P matrice de passage telle
que A= PTP~! (ou T est triangulaire).

A C
M(u) = (0 PTP—l)
(1 0 A C\ (1 O
- \0 PJ\O T 0 P!
Cette démonstration est trés utile dans la pratique notamment le dernier produit

matriciel qui sert dans des exercices, des problémes et rend les choses plus claires et
plus faciles a rédiger.

On aura alors

ouC'"=CP 1
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COROLLAIRE 3.10. u est trigonalisable ssi son polynome caractéristique est scindé
(sur K).

Dém :

e Grace a Cayley-Hamilton, si P, est scindé alors u est trigonalisable (P, est un
polynome annulateur).

e Réciproquement, si u est trigonalisable alors dans une base ol u est trigonalisé,
on lit toutes les valeurs propres avec leur ordre de multiplicité sur la diagonale

donc, comme on I'a vu dans la démonstration du théoreme précédent (sens
n

direct) alors P,(x) = H()" — x) est bien scindé W

=1

Remarque 3.2.5. Si K = C alors tous les endomorphismes sont trigonalisables et
toutes les valeurs propres se lisent sur la diagonale avec leur ordre de multiplicité.

c) CAS DES MATRICES
On peut étendre au cas des matrices les notions vues pour les endomorphismes.

DEFINITION 3.2.7. Matrice diagonalisable, trigonalisable
Soit M € M,,(K) et u l’endomorphisme de K" associé dans la base canonique.

o M est diagonalisable ssiqer u est diagonalisable.
o M est trigonalisable ssiqe u est trigonalisable.

On peut récupérer les conditions de diagonalisation et de trigonalisation des endo-
morphismes. On notera en particulier que M est diagonalisable (resp. trigonalisable)
ssi M est semblable a une matrice diagonale (resp. triangulaire).

Plus précisément on aura M = PDP~! (resp. M = PTP~!) ou P est la matrice de
passage de la base canonique a la base de vecteurs propres (Mnémo : PD passage
a diagonale...).

D’un point de vue pratique, si (X7, X, ..., X,,) est une famille de vecteurs propres de
M (MX; = \;X;) alors la matrice de passage P est formée des vecteurs colonnes Xj; :
P =(X; Xy ... X,) et la matrice diagonale est égale a D = Diag(A1, Aa, ..., A\y).

Ce qui suit, jusqu’a la fin du chapitre n’est pas explicitement au programme mais
peut rendre des services précieux

Un théoréme intéressant concernant les matrices a coefficients réels et tout d’abord
une propriété simple.

PROPOSITION 3.2.12. Si A et B sont deuz matrices de M,,(R) C-semblables alors
elles sont R-semblables.

Dém : On sait par hypothese qu'il existe P € GL,(C) telle que AP = PB. P est a
coefficients complexes, on écrit P = R+1(Q) ou R et () sont a coefficients réels. On a
donc AR = RB et AQ = @QB. Comme f(z) = det(R+xQ) n’est pas le polynéme nul
(f(i) # 0) alors il existe € R tel que f(z) # 0. On a donc A(R+2Q) = (R+xQ)B
avec R + x(Q) inversible et a coefficients réels donc A = (R + xQ)B(R + zQ) ™" i.e.
A et B sont R-semblables B
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(THE,]ORI:]ME 3.11. Si A € M,,(R) est C-diagonalisable alors A est semblable a unD

matrice de la forme

ou les \; sont les valeurs propres réelles de A et ou les matrices A; sont des

matrices de similitude d’ordre 2 (A4; = <Zj _abj ) ).
J J

- J
Dém : On sait que A est C-diagonalisable donc, si (A;)icpi,g) sont les vap réelles
de A, (145, 1%)jen,p) les vap complexes alors A est semblable & la matrice diago-
nale Diag(A1, ..., Ag, g1, fi1, - - -, fps f3p) (en effet les valeurs propres complexes sont
conjuguées deux a deux et fp;, f1; ont méme ordre de multiplicité car le polynome
caractéristique de A est réel).

Or, en utilisant les relations

,uj 0 . 1 1 ) aj —bj 1 1
0 /Ij N 2 ]. —Z bj aj —Z Z
:B] =P =Pf1

ou a; = Re(py), by = Im(u1) on peut écrire :

Diag(A;) 0 0 I, 0 0 Diag(A;) 0 0 I, 0
0 B, 0 0 P 0 0 A, 0 0 Pt
0 0 B, 0 0 P, 0 0 A, 0 0
[k 0 0 I k 0 0
. 0 P 0 0 Pt 0 .
Comme les matrices ) et ) sont 1nverses
0 0 P, 0 0 Pt
Diag(\;) 0 0
0 Ay 0
I'une de l'autre, A est C-semblable a la matrice ) et en
0 0 A,
vertu de la propriété précédente, A est R-semblable a cette matrice B
Questions :
0 -2 0
(i) Soit % un endomorphisme de C3 de matrice M = |1 0 —1 |. Diagonaliser
0 2 0

u sur C, donner la réduction de v considéré comme endomorphisme de R3.
(i1) Soit M € M,,(C) vérifiant M3 —2M?*+ M —1I,, = 0. M est-elle diagonalisable ?

a ¢ b
(i17) Diagonaliser M = [ ¢ a+b c |, (a,b,c) € R3.
b ¢ a

(1v) Soit u € L(F) un endomorphisme trigonalisable et P € K[X]. Montrer que
P(u) est trigonalisable.

Pfl
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-3 =3 2
(v) Trigonaliser v de matrice M = | 1 1 =2
2 4 -4



