CHAPITRE 4

Espaces euclidiens et hermitiens

4.1 Espaces préhilbertiens réels

Dans toute cette section le corps de base est R.

4.1.1 Formes bilinéaires symétriques

On a défini au 8.5.2. dans les révisions du cours de premiere année la notion
d’application p-linéaire. On note S(E) I’ensemble des formes bilinéaires symétriques
de E.

PROPOSITION 4.1.1. S(E) est un espace vectoriel.

Dém : L’application nulle : O : (z,y) € E? — 0 est symétrique donc S(F) est non
vide.

Si B et B’ sont deux éléments de S(F) alors AB + puB’ est bien une application
bilinéaire symétrique (la linéarité par rapport a une variable se démontre comme
pour les applications linéaires et la symétrie est évidente). S(E) est donc stable par
combinaison linéaire, c¢’est par conséquent un sous-espace vectoriel de I’ensemble des
applications bilinéaires de £? dans R W

DEFINITION 4.1.1. Forme quadratique
Si B € S(F), on lui associe l'application Q) : © € E — Q(x) = B(z,z). Q est
appelée forme quadratique associée a B.

PrOPOSITION 4.1.2. Identité de polarisation, forme polaire
Si B € S(E) et siQ est sa forme quadratique associée alors

4B(z,y) = Q(z +y) — Qz — y).
B est appelée forme polaire associée.
Dém : Q(z+ey) = Bz +ey, x+ey) = Bz, z) +eB(y, z) + eB(z,y) + By, y) (on
e = +1) donc Q(x + ey) = B(z,x) + B(y,y) + 2¢B(z,y) par symétrie de B. On

obtient alors la relation donnée en retranchant Q(z —y) & Q(z +y) B

Remarque 4.1.1. On a aussi 2B(z,y) = Q(z +y) — Q(z) — Q(y).
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DEFINITION 4.1.2. Forme quadratique positive, forme bilinéaire positive
On dit que Q associée a B est positive ssiger Q(x) > 0 pour tout x de E (et aussi
que B est positive).

On retrouve ici I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui est en fait valable pour toutes les
formes positives :

PROPOSITION 4.1.3. Si B € S(E) est positive alors (B(z,y))* < Q(x)Q(y).

Dém : On étudie le trinome ¢(A) = Q(z + Ay) comme dans le cas des espaces
euclidiens :

e Par hypothese, p(A) > 0.
e En développant on a aussi o(\) = Q(z) + 2AB(z,y) + A*Q(y).

e Si Q(y) = 0 alors B(x,y) = 0 sinon, en choisissant par exemple B(z,y) > 0,
©(A\) — —oo quand A — —oo ce qui est contraire a I’hypothese.

e Si Q(y) # 0 alors le trindme du second degré en A : Q(x)+2AB(x,y) + A *Q(y)
est toujours positif donc soit il n’admet pas de racine réelle soit il admet une
racine double et dans ce cas sont discriminant A = 4B(x,y)* —4Q(z)Q(y) est
< 0.

Dans tous les cas, on a bien B(z,y)? < Q(z)Q(y) W

Remarque 4.1.2. Si B est définie positive alors ’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz n’a lieu que si x et y sont colinéaires.

Dém : On a en fait une équivalence, si = et y sont colinéaires alors on a égalité car,

si par exemple y = Az, B(z,y)? = \?Q(2)? = Q(2).\?Q(z) = Q(z)Q(y) mais cette
implication n’est pas tres utile.
Réciproquement : si B(x,y)* = Q(2)Q(y) alors

e dans le cas ou Q(y) # 0, le trindme sur second degré mis en évidence a la
question précédente admet une racine double Ag. On a donc ¢(\g) = Q(x +
Aoy) = 0 dott  + Aoy = 0 ce qui prouve que z et y sont colinéaires.

e Si Q(y) =0 alors y = 0 et la méme conclusion persiste l
DEFINITION 4.1.3. Matrice associée a une forme bilinéaire symétrique
Soit (eq, ..., e,) une base de E. On appelle matrice de B forme bilinéaire symétrique

définie sur E la matrice M(B) = (B(e;,e;)). Cette matrice est aussi la matrice de
la forme quadratique associée.

e Expression analytique. Si M = M (B) alors
B(xz,y) =B (Z xi@'a@J) = inB(ei7y>
i=1 i=1
== Z IL‘ZB (62‘, Z yjej>
i=1 j=1

= zyBlene) = XTMY =YTMX
()
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ou X et Y sont les matrices de z et y dans la base des (e;).
Pour la forme quadratique, on pourra écrire :

= Z xiij(ei, ej) + Z xiij(ei, ej) + Z xiij(ei, ej)
i=j 1<j j<t

on utilise alors B(e;, e;) = B(e;, e;) et on échange ¢ et j dans la derniere somme

= a!Bleie))+2 Y Bleej)ma; = X MX.

i=1 li<jn
Remarque 4.1.3. On passe de la forme quadratique a la forme polaire associée par

dédoublement des termes : x? — x;1; et TiTj — i(xzyj + z,Y;).

Dém : C’est immédiat et surtout cela se généralise au cas des formes linéaires : si
Q(x) = f(x)g(x) ou f et g sont des formes linéaires, ) est une forme quadratique

et sa forme polaire est B(xz,y) = %[f(x)g(y) + f(y)g(z) W
Questions :

(i) Soit M € M, (R), on définit Q(M) = Tr(MTM) + Tr(M)?. Montrer que @Q
est une forme quadratique.

(77) Soit () une forme quadratique positive et 2 un vecteur isotrope (i.e. Q(z) = 0).
Montrer que Vy € E, B(x,y) = 0.

(7ii) Par quoi est remplacé la proposition 4.1.3 si Q <07

S @u=3 5

1
(7v) Montrer que B(z,y) = 32

4.1.2 Produit scalaire

On renvoie au début du chapitre 9 des révisions de premiere année sur les espaces
euclidiens pour la définition du produit scalaire, pour les inégalités de Cauchy-
Schwarz, triangulaire (pour la norme euclidienne) et pour les relations entre produit
scalaire et norme notamment l'identité du parallélogramme ainsi que l'identité de
polarisation qui n’est en fait que la réédition de la proposition 4.1.2 ci-dessus.

DEFINITION 4.1.4. Espaces préhilbertiens réels
Soit E' un espace vectoriel sur R, on dit que E est préhilbertien ssige il est muni
d’un produit scalaire.

Ezemples -

(i) Si E = {(u,) € RY | Z u? < +oo} alors on définit sur £ une structure

d’espace préhilbertien avec le produit scalaire suivant

(ulv) = Zunvn
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Cet exemple fait référence a la notion de série que 'on verra en analyse au
chapitre 5.

(77) Si E = C([a,b]), on peut en particulier définir le produit scalaire suivant :

e
Ulg) = /u EDIED)

Cet exemple fait référence a la notion d’intégrale sur un intervalle quelconque
que 'on verra en analyse au chapitre 6.

4.1.3 Orthogonalité

On peut la aussi reprendre le cours de premiere année et étendre les définitions des
vecteurs orthogonaux, de sous-espaces vectoriels orthogonaux et de 'orthogonal F*
d’un sous-espace vectoriel dans le cas d’un espace vectoriel préhilbertien.

DEFINITION 4.1.5. Famille orthogonale, famille orthonormale
Soit I une famille quelconque d’indice.

o On dit que la famille (e;)icr est orthogonale ssiqsr (e5le;) =0 pour i # j.

o On dit que la famille (e;)icr est orthonormale ssiger (e]e;) = 0ij.

THEOREME 4.1. Relation de Pythagore
Si (€;)ieq1,p] est une famille orthogonale alors

lex + -+ epll* = flenl]* + - + [lep .

Dém : On fait une récurrence sur p :

e p=2: |e;+ea]|? = |le|* +2(er]e2) + ||e2]|* (en utilisant le développement de
la norme associée au produit scalaire).
e On suppose la propriété vraie a ’ordre p, a 'ordre p + 1 on écrit
lex+ -+ epor €+ epia 12 = llel® +- -+ ||610—1||2 + llep + €p+1||2
——
=e

P

en utilisant la propriété de récurrence

= lleall® + -+ llep—all* + lleplI* + Neprall?
avec la propriété a 'ordre 2, ce qui acheve la récurrence l

Ezemple : Si E = C», ensemble des fonctions continues 2rm-périodiques a valeurs
réelles, la famille (¢, ),en ou les ¢, sont deﬁms par cn(x) = cos(nx) est une famille

orthogonale pour le produit scalaire (f|g) / f(t)
La relation de Pythagore nous donne
1 2m

- (ao—i—alcosx—i—---—I—ancosn:v)Qd:p:a0—|——(a%—i—---—i—an).
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DEFINITION 4.1.6. Somme directe orthogonale

St (E;)iep p) est une famille finie de sous-espaces vectoriels en somme directe, on dit
que cette famille est en somme directe orthogonale ssiges les (E;) sont deuzr a deux
orthogonauz.

Remarque 4.1.4.

(1) Siles (E;) sont en somme directe orthogonale alors chaque espace E; est ortho-
gonal a la somme des autres.

Dém : Soit x; € E; ety € @Ej alorsy =Y y; ouy; € E;. On a alors
J#i i

(zily) =D (wily;) =0

J#i

donc, comme ceci est réalisé pour tout élément x; € E; et tout y € @ E;, on
J#i
a bien B; L @Ej [ |
J#i

(ii) Pour qu’une somme de sous-espaces vectoriels soit en somme directe orthogo-
nale, il suffit qu’ils soient orthogonaux deux a deux.

p
Dém : Soit F' =Y E;, montrons que les E; sont en somme directe :
i=1
P
si 0 =Y x; alors on prend le produit scalaire par x;, ceci donne
i=1
(Olz;) =0

p
= (wilzy) = (w)]x))
i=1
car (x;|z;) =0 sii # j. On en déduit que x; = 0 pour tout j ce qui prouve que
la somme est directe. Comme elle est orthogonale par définition, cette somme
est bien directe orthogonale B

(iti) Si E est somme directe orthogonale des espaces (E;)icpip), on associera les
projecteurs orthogonauzx sur chaque E; orthogonalement a la somme des autres.

Questions :
(7) Montrer qu'une famille orthonormale est une famille libre.

(i) Prouver le (7) et le (i7) de la remarque ci-dessus
(déja fait dans cette version).
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4.2 Espaces euclidiens

4.2.1 Bases orthonormales

On rappelle ici qu'on a déja vu la définition d'un espace vectoriel euclidien FE,
I'existence de bases orthonormales de E, I'isomorphisme canonique entre E et son
dual £* ainsi que les expressions dans une base orthonormale des coordonnées d’un
vecteur, de la norme d’un vecteur, du produit scalaire de deux vecteurs, de la dis-
tance de deux points. Enfin, on sait que la donnée d’une base orthonormale de E
de dimension n détermine un isomorphisme de R" sur F.

PROPOSITION 4.2.1. Si (e;)icpi,n] est une base orthonormale de E et si u € L(E)

n

alors Tr(u) = > (e;|u(e;)).

i=1
Dém : Si A = (aw) est la matrice de u dans la base de (e;) alors on sait que

Te(u) = Tr(a) = S o Or u(ey) = S ayer done (eu(ey)) = 3 ay(esled) = a

Cette derniere egahte fournit alors dlrectement le résultat W

Remarque 4.2.1. La donnée d’une base (e;) de E espace de dimension n permet
de définir une structure d’espace euclidien sur E en déclarant (e;) orthonormale.

Dém : En effet, on définit la forme bilinéaire B par B(x,y) = Z x;y; ou les (z;) et

(y;) sont les coordonnées de x et y dans la base (e;). On Verlﬁe alors de maniere
élémentaire que B est définie positive et que, par conséquent B est un produit
scalaire W

Question :

Montrer que toute matrice R-trigonalisable est trigonalisable dans une base ortho-
normée.

4.2.2 Projections orthogonales

Retour a la dimension quelconque. Ici, F sera un espace préhilbertien réel.

ProproOSITION 4.2.2. Projection orthogonale

Si F' est un sous-espace de dimension finie n de E, alors, pour tout vecteur x de F,
il existe un seul vecteur de F' (noté pp(x)) tel que x — pp(x) L F.

pr est une application linéaire de E dans F' appelée projection orthogonale de
E sur F.

St (€;)icin] est une base orthonormale de F alors (comme dans les révisions)

n

pr(z) = Z(€i|1’)6i
i=1
Dém : Il y a plusieurs propriétés a démontrer mais tout vient de la derniere formule.
n

Soit y = > (e;]x)e; alors y € F.
i=1
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e Ona(elr —y) = (e)]2) — (es]y) = 0 car (e]y) = 3(ed)-(esler) = (e)]) (la

=1

base des (e;) est orthonormale). Par linéarité, on en déduit que x —y L F.

e Siz e [ vérifie v —z L F alors on a (ejlx — z) = 0 soit (e;|z) = (e;]z) d’ou
(ejly —z) =0 pour tout j € [I,n]. y—z€ Fety—z L Fdoncy—z=0
(y — z est orthogonal a lui-méme et le seul vecteur orthogonal a lui-méme est
le vecteur nul). On en déduit I'unicité donc on peut définir x — y = pp(x).

e Grace a la linéarité du produit scalaire, on peut affirmer que pr est linéaire.

On a ainsi prouvé toutes les affirmations B
On peut visualiser la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F' par le

dessin suivant
T
%
I
I

) pr(z)

THEOREME 4.2. Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace
vectoriel E préhilbertien alors F'* est un supplémentaire orthogonal de F.
On a en outre codim F* = dim F et F*+ = F.

Dém : Trois propriétés a prouver ici.

e On vient de voir, avec le théoreme précédent, que x — pp(z) L F' donc avec
Iégalité x = (z — pp(x)) + pr(x) € FX + F on en déduit que E C F*+ + F.
L’inclusion dans l'autre sens étant immédiate, on a £ = F+ + F. On a vu
aussi que F'N F+ = {0} donc la somme est directe £ = F+ @ F. Ceci signifie
que F+ est un supplémentaire orthogonal de F' (ce qui n’est pas vrai dans tous
les cas, cf. remarque suivante).

e La deuxieme propriété est une conséquence immédiate de la somme directe.
e Montrons la derniere égalité par double inclusion :

— F C P+ eneffet, si z € F alors Vy € F+, (z|y) = 0 donc = 1. F* ce
qui veut dire que x € F++.

— Siz € F+ alors, comme on vient de voir que F' C F+, on en déduit que
pr(z) € F C FH dott 2 —pp(z) € F++ 1. On sait aussi que z —pp () €
F* (propriété vraie pour tout vecteur) donc z —pp(z) € FH+NF+ = {0}
par conséquent F++ C F.

Conclusion : on a prouvé que F = F+- 1

INe pas oublier que F'' est un sous-espace vectoriel
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Remarque 4.2.2. Attention, ces résultats ne marchent que si F' est de dimension
finie. Si on prend par e:vemple ]R[X] tel que la base canonique soit une base ortho-

normale et F' = {P = Z ap X" | Z ar = 0} alors F+ = {0}.
=0

Dém:siP € F*, P=ag+---4a,X", on définit Q = P—a, 1 X" oll apy1 = > a;.

@ € F car la somme de ses coefficients est nulle donc

(P|1Q) = Za

:O.

On en déduit que Vi € [0,n], a; =0ie. P =0donc F+={0} &
On retrouve les résultats de la dimension finie :

DEFINITION 4.2.1. Distance a un sous-ensemble
Si F' est un sous-ensemble de E, on pose d(x, F') = inf ||z — y||.
yekl

PROPOSITION 4.2.3. St F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E alors

d(z, F) = ||lx — pr(x)|| et ce minimum est atteint en un seul point.
On a de plus ||z||* = ||pr(2)||* + d(z, F)%

Dém : Soit y € F alors comme = — pp(z) L F, en utilisant Pythagore, on a
lz = ylI* = Iz = pr(@)) + (pr(z) = Y|
= ||z — pr(@)|* + llpr(z) —ylI*

donc ||z — y|| = ||z — pr(z)|| pour tout y € F avec inégalité stricte si y # pp(x). On
en déduit trois choses

o d(z, F) = inf [z — y[| = |lz — pr(z)|,
yel
o d(z,F) > ||z — pp(z)| car pr(z) € F,

o |z —yll =z —pr(z)| ssiy = pp(z)

donc d(z, F) = ||x — pr(z)]| et le minimum est atteint seulement en pr(z) B

. .
THEOREME 4.3. Inégalité de Bessel Si (¢;)ic[i,n] est une famille orthonormale
alors, pour tout élément x de E on a

n
> lesla)l® < Jlz?
j=1

< y

Dém : Si on prend y = 0 € F dans la démonstration précédente alors on obtient
I'inégalité

l2[1* = llz = pr(@)|* + llpr ()1 = llpr(2)]*

n
or pr(x) = > (ej]x)e; est Pexpression du vecteur pp(z) dans une base orthonormale
7j=1
n
|12 = 21 |(ej|z)]* ce qui donne l'inégalité demandée (les | ne sont pas
]:

donc ||pp(z
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nécessaires ici car le corps de base est R mais on retrouvera la méme propriété dans
le cas complexe et les | seront essentielles) B

Ezxemple : Polynémes de Tchebichef du premier genre

1
Sur C([—1,1]) on considere le produit scalaire (f|g) = M Une famille

1 V1=t

orthogonale pour ce produit scalaire est la famille des polynomes de Tchebichef :

T,(x) =

T cos(n Arccos z).

Dém : 11 faut faire attention ici car on a une intégrale sur | — 1, 1[ donc il faut utiliser
le chapitre 6 d’Analyse pour bien comprendre cette notion (a voir donc en deuxieme
lecture si ce chapitre n’a pas déja été traité).

En fait, il suffit de faire un changement de variable ¢ = cosu, u €]0, 7] pour se
ramener a une intégrale sur un segment :

o= [ L9402

= / f(cosu)g(cosu) du en changeant le signe.
0
cOS NU 1
2n—1 alors (Tn|Tm) = W
m # m (calculs déja faits apres le théoreme 4.1 page 226) B

Question : soit f € C([—1,1],R) et 7, = Vect(T})r<, ou les T}, sont les polynomes
de Tchebichef. Chercher la projection orthogonale de f sur 7Z,.

s
Comme T, (cosu) = / cosnucosmudu = 0 si

4.2.3 Adjoint d’un endomorphisme

Dans cette sous-section, F est un espace vectoriel euclidien (il est donc de dimension

finie).

DEFINITION 4.2.2. Adjoint d’un endomorphisme
Siu et v sont 2 endomorphismes de E, on dit que v est adjoint de u Ssigey

V(w,y) € E* (u(z)ly) = (a[v(y)).

THEOREME 4.4. Tout endomorphisme u de E admet un adjoint et il est unique.
On le note u* et on a : u™* = w.

Dém :

e Existence : = +— (u(x)|y) est une forme linéaire donc, comme E espace eu-
clidien est canoniquement isomorphe a son dual, on sait que dz € E tel que
(u(z)]y) = (x|2), z est unique (et ceci va servir ci-dessous).

On peut donc définir u* : y — 2, montrons que u* est linéaire :

(u(x)[ Ay + py') = (xlu™(Ay + py'))

= Mu(2)ly) + p(u(@)]y’) = Mzlu*(y)) + plz|u(y'))
= (x| " (y) + pu™(y')).

Par unicité on en déduit que u*(Ay + py') = Au*(y) + pu*(y').
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e Unicité : (z|v(y)) = (z|v'(y)) et on prend = = v(y) — v'(y) (ou on utilise
I'unicité invoquée ci-dessus) B

Remarque 4.2.3. En dimension quelconque, un endomorphisme n’admet pas tou-
jours un adjoint : exemple avec u(f) = f(0) ot E est l'ensemble des fonctions

1
continues sur [—1,1] muni du produit scalaire : (f|g) = / f(t)g(t)dt.
-1

Dém : Proposée en question a la fin de cette section B

PROPOSITION 4.2.4. L’application uw € L(E) — u* € L(E) est un automorphisme
involutif de L(E) qui vérifie (uowv)* = v*ou™.

Dém :
e La linéarité est une conséquence immédiate de la linéarité du produit scalaire.

e L’involutivité est évidente : V(z,y) € E?, (u(z)ly) = (zlu*(y)) = (u™(x)|y)
donc ™ = wu.

e La derniere propriété se démontre en revenant a la définition :

(wou(@)ly) = (u(v(x))]y) = (v(x)[u"(y)) = (z|v" 0 u*(y))
= (z|(uov)*(y))

d’ou I'égalité (uov)* =v*ou*

(I‘HE,]ORI:]ME 4.5. Soit u € L(E) b
(i) Onau(F) C F < u*(F*) c Ft.
(i) (1) Keru* = (Imu)t, (2) Imu* = (Keru)*, (3) Rg(u*) = Rg(u).
(#ii) Siu € GL(E) alors u* € GL(E) et (u*)™' = (u™1)*.
- Y

Dém :
e (i) On écrit les équivalences suivantes :
(Vy e F, u(y) e F) & (Vy € F, Vz € F*, (u(y)]z) =0) car F*- = F
& (Vy € F, Vz € F*, (yJu*(2)) = 0) passage a I'adjoint
& (Vz € Ft u'(z) € FY)

donc u(F) C F < u*(Ft) C F* (propriété tres importante qui servira pour
démontrer le théoreme fondamental de ce chapitre).

o (i7)
— (1) La encore on a les équivalences

yeKeru" Ve e E, (u'(y)z) =0
S VreE, (ylu(z)) =0
& ye (Imu)t

donc on a égalité des ensembles Ker u* = (Imu)*.
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— (2) se démontre alors en échangeant les roles de u et u* dans (1) :
Keru** = Keru = (Imu*)*

et en utilisant la relation (F+)* = F valable pour tout sous-espace vec-
toriel en dimension finie :

(Keru)*™ = [(Imu*)*]* = Imu*.
— (3) devient immédiat grace a la formule du rang :
dim E = Rg(u) + dim Keru = Rg(u) + dim(Im u*)*
= Rg(u) + dim £ — Rg(u")
donc Rg(u) = Rg(u*).
e (i7i) On utilise la proposition 4.2.4

(wou ) = (u ) ou*

=1dy, = 1dg

et comme on est en dimension finie, on en déduit que u* est inversible, d’inverse

() m

PROPOSITION 4.2.5. S% (el-)l-eﬂlmﬂ est une base orthonormée et si M est la matrice
de u dans cette base alors la matrice de u* est M.

On a alors Tr(u*) = Tr(u), det(u*) = det(u).

Dém : Si M = (a;;) alors u(e;) = > axjer, donc a;; = (u(ej)|e;) (déja vu a la
k=1
proposition 4.2.1 page 228). De méme (u*(e;)|e;) = aj; si M* = (aj;) est la matrice
de u*. On a donc
aij = (ufe;)le:) = (ej|u”(e:)) = aj;
ce qui signifie que M* = M*T R
DEFINITION 4.2.3. Endomorphisme autoadjoint
u € L(E) est autoadjoint (ou symétrique) ssiger (w(x)|y) = (z|u(y)) ssi u* = u.
L’ensemble des endomorphismes autoadjoints est noté S(E)

PROPOSITION 4.2.6. L’ensemble des endomorphismes autoadjoints est un sous-
espace vectoriel de L(E).

Dém : 0 € S(F) donc cet ensemble est non vide.
Si u et v sont autoadjoints alors

(At po)(@)ly) = AMu(@)ly) +p(u()ly) = Azlu(y)) + plelo(y)) = (@[(Au+po)(y))
donc A\u+ pv € S(E) B

PROPOSITION 4.2.7. S1 M est la matrice de v dans une base orthonormale alors :

ueSE) e M=M".

Dém : Evident avec la prop 4.2.5 1
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Remarque 4.2.4.

(4)

nn+1 . .
g en utilisant les matrices.

On o dimS(E) =

Dém : 11 suffit de prouver que la dimension de l’ensemble des matrices carrées

n(n—f—l)'

symétriques vaut Or une base de cel espace vectoriel est donné

par les matrices Ejj + Ej;, © < j et By ou Ej; est la matrice ne contenant
que des 0 sauf un 1 a lintersection de la i1-ieme ligne et de la j-iéme co-
lonne. Si on dénombre 'ensemble des indices (i,7) avec i < j alors, il suffit
de connaitre le nombre de sous-ensembles a deux éléments de 'ensemble [1,n]
(et d’ordonner les éléments de ces sous-ensembles). On sait alors qu’il y en a

n n(n—1
(2) = %, il faut y rajouter les matrices Ey; qui sont au nombre de n

pour trouver finalement la réponse B

St N est la matrice de la forme quadratique qui définit le produit scalaire dans
une base quelconque, alors u est symétrique ssi MTN = NM ou M est la
matrice de u dans cette base.

Dém : Si X etY sont les matrices (unicolonnes) des vecteurs x et y alors

(u(z)|y) = (MX)'NY = XTMTNY
(«lu(y)) = X"NMY

et ceci pour tous les vecteurs x et y donc MTN = NM (et dans une base
orthonormée N = I,,, on retrouve bien le résultat classique) B

PROPOSITION 4.2.8. p est un projecteur orthogonal ssi p*> = p et p* = p.

Dém :

=) p? = p est une propriété caractéristique des projecteurs. Ensuite, comme
y—ply) LImp?

(p(z)|y) = (p(z)|p(y)) + (p(2)|y — p(y)) = (p(z)|p(y))

= (z|p(y)) par symétrie
donc p* = p.
(<:) Si p2 =p, p est un prOjecteur, et si p* =p alors
Kerp = Kerp® = (Imp)*

ce qui caractérise un projecteur orthogonal W

DEFINITION 4.2.4. Endomorphisme autoadjoint positif

Siu e S(E), on dit que w est positif ssiger Vo € E, (u(x)|x) > 0.

On dit que w est défini positif ssiges Vx € £\ {0}, (u(z)|x) > 0.

Ce vocabulaire se transmet a la matrice associé dans une base orthonormale et on
aura les notions de matrice symétrique positive et symétrique définie positive.

En effet p(y — p(y)) = p(y) —p*(y) = 0=y — p(y) € Kerp.
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PROPOSITION 4.2.9. Pour tout u de L(E), les endomorphismes wou* et u* ou sont
autoadjoints positifs.
Si u est dans GL(FE) alors uou* et u* ou sont autoadjoints définis positifs.

Dém :

o V(zr,y) € E% (uou*(2)ly) = (u*(x)u*(y)) = (z|uou*(y)) donc u o u* est
autoadjoint.

e Pour tout x € FY on a
(wou'(z)|z) = (u(z)|u’(2)) = [lu*(2)]* = 0
donc u o u* est positif.

e Siu € GL(E) alors, si x # 0, u(z) # 0 donc (u o u*(z)|z) = ||Ju*(2)|* > 0 et
en conséquence, u o u* est autoadjoint défini positif.

Par symétrie, il en est de méme de u* ou B

PROPOSITION 4.2.10. Grace a ['adjoint, on a une caractérisation des automor-
phismes orthogonaux :

u€eOF) e u ou=uou" =Idg.

Dém : On sait quune application linéaire est un automorphisme orthogonal ssi

Vo € E, ||u(z)]] = ||z|| ce qui est encore équivalent (par polarisation) a V(z,y) € E?,
(u(z)|uly)) = (z]y).
Ensuite, comme on est en dimension finie, u* o u = Idg signifie que u* et u

sont inverses 'un de 'autre donc que v o u* = Idg. On procede maintenant par
équivalences :

ue O(F) & V(z,y) € E?, (u(z)|u(y)) = (z|y)
& Y(z,y) € E?, (z|u” ouly)) = (z]y)
& V(z,y) € E? (z|u*ou(y) —y) =0
SYyeFE, uouly) =y
Suou=Idz

PROPOSITION 4.2.11. Si a et b sont deur vecteurs unitaires distincts alors la
—a

réflexion sqp qui échange a et b s’écrit s,p(x) = v — 2(e|z)e ot e = T —all
—a

Les seules réflexions qui échangent Ra et Rb sont s, et sq .

Dém :

e On sait qu'une réflexion s est une symétrie par rapport a un hyperplan. Si
H est 'hyperplan en question et D = H+* la droite orthogonale & H alors
s(x) = z pour tout z € H et s(x) = —x pour tout x € D. Si e est un vecteur
unitaire de D et si x = y + Ae est la décomposition d'un vecteur de E dans la
somme directe orthogonale H & D alors s(z) = y — Xe.

Si s, échange les vecteurs a et b alors, avec a = y + Ae et b = 2z + pe
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(décomposition signalée ci-dessus), sq(a) = b donne y — Ae = z + pe donc
b—a

= =l |
Si maintenant x = y + Ae alors s(x) = y — Ae = — 2Xe or (e|z) = A ce qui
donne le résultat.

On remarque aussi que s, est unique.

y=zet A\ = —pu. On retrouve e =

e Si s échange Ra et Rb alors soit s échange a et b donc s = s, soit s échange
a et —b donc s =s,_, A

Questions :

(7) On dit que v € L(E) est antisymétrique ssi u* = —u.
Montrer que u est antisymétrique ssi Vo € E, (z|u(x)) = 0.
En dimension 3, montrer que, si u est antisymétrique, 3t € F | u(z) =t A x.

(22) Sur R[X], muni du produit scalaire qui rend la base canonique orthonormale,
chercher I'adjoint de 'opérateur dérivation.

(7ii) Soit u € L(F,F) ou E et F sont des espaces euclidiens. Montrer qu’il existe
v € L(F, E), unique, tel que V(z,y) € ExF, (u(z)|ly) = (z|v(y)).

(7v) Prouver l'affirmation de la remarque 4.2.3 page 232 (par l'absurde).

(v) Montrer que Ker(u* o u) = Ker u.
4.2.4 Réduction des endomorphismes autoadjoints

a) THEOREME

LEMME 4.6. Si u est autoadjoint alors le polynome caractéristique de u est scindé
sur R.

Dém : Dans une base orthonormée, on prend la matrice M de u. M est une matrice
a coefficients réels mais son polynome caractéristique P admet au moins une racine
complexe.
Soit A une valeur propre (éventuellement complexe) de M et X un vecteur propre
associé 3 alors
T T
X MX=)X X car MX = \X
—X'M'X car M est symétrique réelle
= (MX)"X =2X X

et X X = > |2i]? # 0 car X est non nul.
i=1

On a ainsi /\YTX = WTX doncAe RN

3Les composantes de X peuvent étre complexes aussi.
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THEOREME 4.7. Théoréme fondamental h
Si u est un endomorphisme autoadjoint de E espace vectoriel euclidien alors
E= P E»
AESp(u)
et les E\ sont orthogonaux y

Dém :
e On écarte le cas ou u est une homothétie qui ne pose pas de probleme.

e On procede alors par récurrence (forte) sur n = dim E : on suppose que
la propriété est réalisé pour tout espace vectoriel de dimension < n et tout
endomorphisme autoadjoint de cet espace vectoriel.

— Sin =1 alors tous les endomorphismes sont diagonalisables.

— On suppose la propriété vraie a l'ordre n. Soit £ de dimension n + 1 et
u € S(F). On sait d’apres le lemme qu’il existe A € Sp(u), A € R.

* On utilise la prop 4.5 page 232 : si F' = Ey(u)* alors u(F) C F.
* On applique ensuite la propriété de récurrence a F' et v = wp :
F= EB E,(v) (somme directe orthogonale).

HeSp(v)
x On a alors F = E)(u) ® @ E, (v) mais on sait que E,(v) = E,(u)
HESP(v)
et Sp(u) = {\} USp(v) donc E = @ E,(u).

pESP(u)
On a ainsi prouvé la propriété dans tous les cas B

COROLLAIRE 4.8. Si M est symétrique alors on peut écrire M = UDU” ol D est
une matrice diagonale et U une matrice orthogonale.

Dém : Soit u € L(R") de matrice M alors u est autoadjoint. R™ est donc somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de u. On prend alors une base or-
thonormale (pour le produit scalaire canonique dans R™) dans chaque sous-espace
propre de u et on construit une base de F en collectant toutes ces bases. Dans la
base obtenue, la matrice de u est diagonale et la matrice de passage est orthogonale
car elle correspond a un changement de base orthogonale.

On adonc M =UDU'=UDU" R
Remarque 4.2.5.

(1) On peut donc diagonaliser u dans une b.o.n. mais ce n’est pas une obligation
(en particulier si u a des vap multiples).

(13) St u est autoadjoint positif alors ses valeurs propres sont toutes positives et
meme strictement positives si u est défini positif.

Dém : Si x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre \ alors
(u(z)|z) = M|z||* = 0 done A > 0. Si u est défini positif alors l'inégalité est
stricte donc A >0l
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(iti) Si MT'N = NM ou N est une matrice symétrique définie positive alors M est
diagonalisable (voir remarque 4.2.4 (ii) page 234).

Dém : N est la matrice d’un produit scalaire sur R"™ (mais pas le produit sca-
laire canonique) alors M est la matrice d’un endomorphisme de R™ autoadjoint
pour ce produit scalaire donc M est diagonalisable B

(iv) Le dernier corollaire n’est vrai que pour les matrices a coefficients réels.
Applications :

(7) En Mécanique, on utilise cette propriété avec le tenseur d’inertie pour trouver
les axes principaux d’un solide en mouvement.

(71) En analyse numérique ou beaucoup de problemes d’optimisation font intervenir
des matrices symétriques.

b) APPLICATION A LA REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES REELLES

Soit @) une forme quadratique définie sur E espace vectoriel euclidien et B sa forme
polaire ; on sait que B(z,.) € E* et donc que Vo € E, 32 € E: Yy € E
B(z,y) = (#]y). La correspondance x — z est fonctionnelle et linéaire, on note
u I’endomorphisme ainsi défini.

Dém : On utilise ici le fait que toute forme linéaire f sur un espace euclidien s’écrit
de maniere unique sous la forme f(y) = (z|y). Grace a I'unicité du vecteur z, on
peut ainsi définir une fonction qui a x € E fait correspondre 'unique z € F tel que
Yy € E, B(z,y) = (z|y). On pose z = u(x) et grace a la linéarité de B par rapport
a x sa premiere variable, u est linéaire ll

DEFINITION 4.2.5. Endomorphisme autoadjoint associé a une forme
bilinéaire
u définie par B(x,y) = (u(z)|y) est appelé endomorphisme autoadjoint associé a B.

THEOREME 4.9. Il existe une base orthonormale dans laquelle Q(x) = >~ \;z? ou
i=1

les \; sont les valeurs propres de w.
De plus, si \; < ... <\, alors \q||z]|? < Q(z) < A\u|z||*

Dém : Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de vecteurs propres de u endomor-

n
phisme autoadjoint associé a @ (c’est le théoreme fondamental) alors, si z = > z;e;,
i=1

u(z) = > Ne; et
i=1
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compte tenu de I’écriture du produit scalaire dans une base orthonormée.
Si on ordonne les valeurs propres de u alors, pour tout i, \jz? < Az < \,z? donc,
en additionnant toutes ces inégalités on obtient

n n n
E 2 E 2 E 2
i=1 i=1 i=1

soit Ayflz]]? < Q(z) < Al W
Remarque 4.2.6. On suppose que A1 < ... < Ay,
(1) On a ”rr|1|1n Qz) =\ et |Tn”ax Q(x) = A\p.
z||=1 =

Dém : On sait déja que Hlﬂlle(l') > A\ vu le théoréme précédent or on a

Qle1) = (uley)|er) = Ay done Ny > mf Q(z) d’ou Hiﬁle(x) = A\ et cette

|z||=1
borne inférieure est atteinte donc c est bien un minimum A

(17) Si Q est définie positive alors Ay > 0.

Dém : Immédiat avec le (i) mais en plus on a équivalence B

c) APPLICATION A LA RECHERCHE DE L'EQUATION REDUITE D’UNE CONIQUE
Soit une courbe d’équation g(z,y) = ax? +28zy +y? + 20z + 2ey + ¢ = 0 dans un
repere orthonormal associé & la forme quadratique Q(x,y) = ax? + 2Bxy + vy, on
suppose que I’ensemble des points M qui vérifient cette équation n’est pas I’ensemble
vide ni un ensemble réduit a un point.

Grace au théoreme précédent, on sait que l'on peut faire un changement de base
orthonormale tel que, dans le nouveau repere, la courbe admette pour équation
g’(ﬁ’,y) _ O/ZL’,2 + v’y’Q + 202 + 2€/y/ + 90, —0.

On peut faire alors la discussion suivante (en supposant (o/,v") # (0,0)) :

(1) o > 0,~" > 0, par translation on se ramene au cas suivant

22
— + i 1 (équation d’une ellipse)
ou l'on a éliminé I’ensemble vide et ’ensemble réduit a un point.
Dém : On réécrit I’équation sous la forme
/ / ' 2 / / €
a(x +J> —I—W(?J -I—?
W—/
=X -y =y
soit &/ X2 4+ ~'Y?2 =1/,

e Si ¢y’ < 0 alors on a soit 'ensemble vide (si 1)’ < 0) soit un point—1’'origine
ici—(si ¢’ = 0). On écarte ce cas.
/ /
e Si ¢/ > 0 alors on divise par 1’ et on pose a?> = — et b> = = ce qui

&/ ,y/
X 2 y?
donne bien l’equatlon _— 2 =101
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(77) o >0, <0, par translation on se ramene donc aux cas

22 g

a T ET 1 (équation d’une hyperbole)
a

22y

2 E 0 (réunion de deux droites)
a

ou l'on a réduit le nombre de cas par symétries.
Dém : On réécrit la aussi I’équation sous la forme
/

/ / 5 2 / / 6/ 2 5/2 6/2 /
Oz(:ﬂ—l—g) +7(y—|——,> =?+—,—<p
NI Y Y

—— —_————
=X -y =/
soit o/ X% 4+ 7'Y? = /. On se rameéne au cas olt ¢ > 0 en échangeant

éventuellement X et Y.

/ /
e Si ¢ > 0 alors on divise par 1’ et on pose a®> = B/ et b? = —ﬂl ce qui
o Y
X2 y?
donne bien 'équation — — —— = 1.
a b?
e Si ¢ = 0 alors on a /X% + Y% = 0 ce qui peut se ramener (a une
X2 y?
constante multiplicative pres) a TR on
a

(7ii) o' >0, =0, par translation on a

x* = 2py parabole (p # 0)
22 = a* deux droites paralleles ou confondues.

Dém : On a cette fois-ci

AN 5/2
/ / /.1 /
a<x+—/> —I—2€y:?—cp
—— ——
=X =y

et on distingue les deux cas

/ 6./
%7 p=— d'ott X* = 2pY en divisant par o’.

5 a
il

/
6/
— Si X% = —a? avec a # 0, on obtient I'ensemble vide (cas écarté).

e ¢/ £0,onpose Y =9y —

e Si ¢’ =0 alors, en divisant par o’ on obtient X? = — = 4a?.

— Si X? = a? avec a # 0, on obtient deux droites paralleles X = a et
X = —a.

— Enfin, si X2 = 0 on obtient une seule droite correspondant au cas
limite du précédent (a — 0) et c’est la raison pour laquelle on dit
qu’on a deux droites confondues W
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DEFINITION 4.2.6. Conique propre, conique non dégénérée

Les coniques propres correspondent auz cas de [’ellipse, de ’hyperbole et de la para-
bole (on élimine les droites).

Si, de plus, la forme quadratique () est non dégénérée, on dit que la conique est non
dégénérée (on obtient soit une ellipse, soit une hyperbole).

Questions :

(i) Soit A une matrice symétrique telle qu’il existe k € N'\ {0, 1} avec A% = I,,.
Montrer que A? = I,,.
(ii) Si A est symétrique, montrer que e” est symétrique définie positive.
1 T2 =2
(7ii) Diagonaliser A = 3 2 4 -1
-2 -1 4

(17v) Que dire de la réduction d’'une matrice antisymétrique 7

(v) Réduire la forme quadratique Q(z) = 2% + 3x3 — 323 — 8zow3 + 20371 — 42179
dans le groupe orthogonal (i.e. trouver un changement de base orthonormale
dans lequel @) s’écrit sous forme de carrés indépendants).

(vi) Méme question avec Q(z) =2 Y x5
1<i<j<n
vii) Soit A e eux matrices symétriques réelles, montrer 1’équivalence des trois
i) Soit A et B d tri Stri Sell trer I’équival des troi
propriétés :

a) AB= BA

b) AB symétrique.

c) Il existe P € O(n) telle que P'AP et P~'BP soient diagonales.

4.2.5 Quadriques usuelles

Ce paragraphe est censé étre vu sous forme de travaux pratiques.
a) GENERALITES, FORMES REDUITES

DEFINITION 4.2.7. Quadrique
Si @ est une forme quadratique et ¢ une forme affine (i.e. un polynome du 1¢" degré)
alors l’ensemble Q(M) = ®(M) + o(M) = 0 est une quadrique Q. Son équation
s’écrit :
Q(M) = az® + by* + c2* + 2dxy + 2exz + 2fyz + 202 + 2By + 2vz 4+ § = 0.
On sait qu’il existe une b.o.n. dans laquelle on aura ®(M) = A\X? + pY? + vZ2
e Si \uv # 0 alors, apres une translation on obtient ’équation
AX? +puY?+vZ% =7 Rgd=3
e Si A\ # 0, v = 0 alors, toujours apres une translation :
MX?+ Y +wZ' =7 Rgd =2

e Si\#0, p=v =0 alors, apres une translation, on a AX? + 7Y’ + wZ' = 7 et
apres une rotation :
AX? +pY" =7 Rgd=1
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DEFINITION 4.2.8. Direction principale
Toute direction de droite dirigée par un vecteur propre est dite direction principale.

b) ETUDE DU CAS OU & EST DE RANG 3

e Recherche du centre de symétrie : on cherche (xo,¥o,20) tel que lon ait
Q(z + zo,y + Yo, 2 + 20) = P(x,y, z) + Q(x0, Yo, 20), alors, en utilisant la formule de
Taylor, on voit que cette recherche est équivalente a la résolution du systeme :

0
Q 9507190,20) axg+dyo+ ez +a =0

B (9507y0,20) dxo+byo + fzo+ 3 =0
0
3 — (0, Yo, 20) = exo + fyo+czo+7 =0

qui admet une solution unique car ® est de rang 3. En effet, si My = (z0, yo, 20) et
H = (z,y, 2) alors

QMo+ H) = QUM + 552 (M) +y 52 + 52 () + ()

(. J

=O

et si Mo+ H € Q alors My — H € Q (car &(—H) = ®(H)) donc M, est centre de
symétrie (si Q # ().

° Equation réduite :

x? y? 2 )1
61? _'_62? —|—€3C— =

Les g; étant égaux a +1 et n’étant pas tous négatifs.
o 22 22
e Ellipsoide : — + 7 + — =1
x = asin 0 cos
Paramétrisation < y = bsinfsinyp , 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27].
2z = ccosf
Par une premiere affinité, on se ramene au cas ou1 a = b, on obtient alors un ellipsoide
de révolution, par une deuxieme affinité, on trouve une sphere.
Compte tenu des propriétés évoquées ci-dessus, on peut dire que lorsqu’on coupe un
ellipsoide par un plan, on trouve dans t(;us leg cas ;me ellipse.
e Hyperboloide a deux nappes : x_ + ‘Z—Q — i—2 = —1.
x =ashucosv = atan@cosv
Paramétrisation ¢ y = bshusinv = btanfsinv , v € R*, v € [0,27], e = £1 (on
z=cechu=c¢/cosl
peut aussi prendre le parametre 6 dans | — 7/2, +7/2[U] 4+ 7/2, +37/2]).
On obtient 2 nappes ST et S™.
Par une affinité, on se ramene au cas ot a = b. On a alors une H2 de révolution.
Si on coupe par le plan z = A, on trouve une ellipse (a4 condition de choisir une

valeur de A convenable!). Si on coupe par le plan x = «a, on trouve une hyperbole.
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z
e Hyperboloide & une nappe : — + y_2 -5 =1
a b c
xr =achucosv
Paramétrisation ¢ y = bchusinv , u € R, v € [0,27[ (on peut aussi remplacer le
z=cshu

parametre u par le parametre 6).
Par une affinité, on se ramene au cas ot @ = b, on a alors un H1 de révolution.
Y )
Si on coupe par le plan z = A, on trouve toujours une ellipse. Si on coupe par le
plan d’équation x = «, on trouve une hyperbole ou 2 droites.

THEOREME 4.10. Un HI est une surface réglée. ]
2 2 Y’
Dém : En effet, on peut écrire — — — =1 — = ie. PQ = RS en posant P =
xr oz xr oz i ¢ yb
-4+ - QQ=—-———-, R=1+>¢et S =1-=. On obtient les génératrices par
a c a c b b
0P =sinfR P =sinpS
les équations Dy o8 s'm et D, o8y S'IHQO , 0 et p décrivant
cos0S = sin 6Q) cos pR = sin Q)

'ensemble [0, +7[ W
Remarque 4.2.7.

(i) Pour tout couple (0,¢) de [0,+n], les droites Dy et D/, sont coplanaires et
contenues dans le plan
cos f cos pP — sin 6 cos ¢ R — cos 0 sin S + sin # sin p@) = 0.

(13) Si 6 # 0" alors Dy et Dy ne sont pas coplanaires (et on a la méme propriété
avec les D).

(1ii) Par chaque point d’un H1 passe une seule droite Dy et une seule droite D:D o
0 et o sont éléments de [0, 4.

(tv) Un HI1 ne contient pas d’autre droite.

(v) Si on cherche lintersection de Dy avec le plan xOy on obtient une ellipse et
xr = asin20 + tacos 20
une autre paramétrisation du H1 : ¢y = bcos260 + tbsin 20
z = tc

(vi) Si un HI est de révolution (par rapport a Oz) alors il est engendré par la
rotation d’une droite Dy autour de Oz.

) 72 2 2
e Ftude de 61— + 6355 +e3—=0:
a? b? c2
22
On se ramene au cas — + 2= 2?2 : cone de sommet O .
a
T = au cosv
Paramétrisation { y = businv , u € R, v € [0, 27].
z=u

Par une affinité, on se ramene au cas ou a = b et on obtient un cone de révolution.
Section par des plans : z = A\ donne des ellipses, © = o ou y = 3 donnent des
hyperboles et si l'on coupe par un plan parallele a une génératrice (mais ne la
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contenant pas), on trouve une parabole. On trouve en fait toutes les coniques, ce
qui explique 'origine de cette appellation.
¢) ETUDE DU cas oU Rg(®) = 2

2 2

x
On a I'équation réduite : £1— + 62‘7;—2 +az+53=0

a
1" cas : a # 0 (par translation, on se ramene au cas ou 3 = 0), on trouve alors les

surfaces suivantes :

o= x_2 + :Z—z paraboloide elliptique (P.E.).
a

T = aucosv
Paramétrisation < y = businv , u € R, v € [0, 27[.

z=u?
Par une affinité, on se ramene au cas d’'un paraboloide de révolution (obtenu en
faisant tourner une parabole autour de son axe).

Section par des plans z = A (A > 0) : ellipse, x = X : parabole.
2 2

o= x_2 — y_2 paraboloide hyperbolique (P.H.).
a b ) B
x=—(u+0)
Paramétrisation y=-(v—u) -UE R, v € R. Cette paramétrisation prouve
|z =w
que cette surface est réglée et que l'on a deux familles de droites : D, passant par
au/?2 a/2
le point | —bu/2 |, parallele au vecteur | /2 | (et on définit de méme D,).
0 u

Section par des plans z = A (A > 0) : hyperbole, z = X : parabole.
Remarque 4.2.8.

(1) Par affinité, on se rameéne au cas ot a = b et en faisant une rotation, l’équation
s’écrit : az = wy. Les génératrices rectilignes sont dans ce cas données par

r=A y=p
ou
az = \y az = uy

(i) Par un point passent deux génératrices rectilignes.
(7i1) Deux génératrices distinctes d’un méme systéeme ne sont pas coplanaires.

(iv) S ne contient pas d’autre droite que ces génératrices.

2eme cas: a =0, B#0

2 2
x

° — + Z_Q =1 cylindre elliptique , on sait a quoi s’en tenir.
22 y?

PRy =1 cylindre hyperbolique idem.
a

Remarque 4.2.9. Le cas f = 0 nous donne la réunion de deux plans sécants
(pouvant étre éventuellement confondus).

Voici maintenant les tracés des différentes quadriques (on a écarté le cas des cy-
lindres) :
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Cone
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Paraboloide hyperbolique

Paraboloide elliptique

d) ETUDE DU cAs oU Rg(®) =1
On aura les deux cas suivants :

2? = 2pz cylindre parabolique ,
2% = a® deux plans paralleles.

On peut en conclusion poser la définition suivante :

DEFINITION 4.2.9. Quadrique non dégénérée, quadrique propre
On dit qu’une quadrique est non dégénérée si la forme quadratique ® est non
dégénérée, on a alors les quadriques suivantes : E, Hy, Hy, C.
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On dit qu’une quadrique est propre si elle est non dégénérée ou si c’est ['une des
quadriques suivantes : PE, PH, CE, CH, CP.

Remarque 4.2.10. On a en tout 9 quadriques propres, 4 sont non dégénérées, 6
sont des surfaces réglées (i.e. engendrées par une famille de droites).

4.3 Espaces préhilbertiens complexes,
espaces hermitiens

Comme le nom l'indique, a partir de maintenant, tous les espaces considérés sont
des espaces vectoriels sur C.

4.3.1 Espaces préhilbertiens complexes

DEFINITION 4.3.1. Application semi-linéaire

. ' J
Siu : E— F vérifie {(Z) V(z,y) € B u(z +y) = u(x

) +u(y),
(i) VA € C, Vo € E u(Az) = \u(z),

alors on dit que u

est semi-linéaire.
Exemple : z — Z dans C.

Remarque 4.3.1. Si u est semi-linéaire sur & C-e.v. alors u est linéaire sur E
R-e.v.

DEFINITION 4.3.2. Produit scalaire

(z,y) € E? — (z|y) est un produit scalaire (hermitien) ssige
(1) y— (z|y) est linéaire, x — (z|y) est semi-linéaire (inutile vu le (i7)).
(ii) (z|ly) = (y|z) (symétrie hermitienne),

(7ii) Six#0, (x|z) > 0.

Expression analytique en dimension finie :

B(l’,y) = YTMY = Z bijfiyj ou M = MT (bl] = E]z)

/L'7j

n n
Dém : C’est la méme chose que dans le cas réel : si x = > x;e; et y = > y;e; alors
i=1 =1

Blr.y) = B ( zyjej) S Bee)
P =1

= Z ij (Z Ti€4, €j>
j=1 i=1
%,J

en utilisant la semi-linéarité a gauche W
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DEFINITION 4.3.3. Espace préhilbertien complexe
E C-e.v. est un espace préhilbertien complexe ssiger B est muni d’un produit scalaire.

Ezemples :
(i) Produit scalaire canonique dans C" : (z|y) = >_ T;y;.
i=1

(i1) Produit scalaire canonique sur ¢ (ensemble des séries de module carré conver-

gentes, voir chapitre 5) : (z]y) = 37 F,y,

(73i) Dans C([a,b],C) : (flg) = [ b]fg.

Dém : La linéarité a droite est une conséquence de la linéarité de l'intégrale,
la symétrie hermitienne est immédiate et, si f # 0 alors / |f|* > 0 car f

[a,b]
est continue M

(7v) Dans Co, ensemble des fonctions continues 2m-périodiques sur R a valeurs

1 _
complexes : (f|g) = o }fg.

[0,27
ProPOSITION 4.3.1. Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski

o Cauchy-Schwarz |(z|y)]? < |(z|z)|-|(y|y)| avec égalité ssi x et y sont liés,

o Minkowski \/(z + ylz +y) < /(z|z) + /(yly). avec égalité ssi x et y sont

positivement liés (i.e. (A, 1) # (0,0), A =0, >0 tels que A\x = py).

Dém :

e On ne peut pas refaire ici la démonstration classique de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz que 'on a vue pour les espaces euclidiens, il faut adapter.
On pose (zly) = pe (ot p = |(zly)]) et T(N) = [l + e =?y[> > 0. En
développant on obtient *

T(\) = (z + Xe Pyl + Ne™?y)
= (z|z) + A’ (y|z) + Ae ™ (x]y) + N (yly)
= (z]z) + 2Xp + XN (yly).

On exprime alors que A = 4p* — 4(x|x)?.(y|y)? < 0 (car le trindme en A ne
change pas de signe). En simplifiant par 4 et en tenant compte de I’égalité

p = [(z[y)] on arrive a |(z[y)]* < |(z|)][(yly)]-
Le cas d’égalité correspond a x + Ae~"y = 0 avec A racine double de T'(X) = 0
(si y # 0, sinon c’est immédiat).

e Pour Minkowski, on utilise 'inégalité

Re[(z[y)] < |(z[y)] car Re(z) < ||
<V (z|x).(y|y) inégalité de Cauchy-Schwarz.

ne pas oublier que e~ (z|y) = |(z|y)|



250 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS

Alors

(z+ylz +y) = (z|z) + (y|z) + (z]y) + (y]y)
= (z]r) + 2 Re(z|y) + (yly)

< (zlz) + 2¢/(z|2).(yly) + (yly) = [V (z]z) + /(yly)]*

d’ou l'inégalité de Minkowski.

Le cas d’égalité s’obtient lorsqu’on a égalité dans les inégalités précédentes :
soit Re[(z|y)] = |(z]y)| et (z,y) liée (cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz).
Si on suppose que y # 0 alors = Ay d’ou (z]y) = A(y|y) ce qui donne
Re(M)(yly) = [Al(yly) soit A e R, W

THEOREME 4.11. Si E est un espace préhilbertien alors on peut munir £ d’une

structure d’espace vectoriel normé en posant ||z| = \/(z|x).
Dém : Il suffit de prouver que ||z|| = y/(z|z) est bien une norme :

e |z]| =0 = (z|z) =0 = x = 0 (dapres le (éi7) de la définition du produit
scalaire).

o [Azf* = (Az|Az) = [AP*(z]x) soit [[Az]| = [AL[|]]

e [’inégalité triangulaire est directement obtenue avec Minkowski H

Remarque 4.3.2. On sait alors que l’on peut associer une distance a la norme que
lon vient de définir en posant d(x,y) = ||l — y||.

~

THEOREME 4.12. Relations entre produit scalaire et norme

On a les relations suivantes :

|z 4 eyl]* = [|l]* + llyll* + 2e Re(z|y) (¢ = £1)

|z +y|* + [z — y||> = 2(||z]|* + ||y||*) identité du parallélogramme

|z +y* = ||z — y|I> = 4 Re(x]y)

é(x|y) = ||lz+y||* = ||z — y||* —i||z + iy||*> + i||x —iy||* identité de polarisatiorj

Dém : Les premieres égalités ont déja été prouvées lors du développement du carré
scalaire. Les deuxieme et troisieme égalités s’obtiennent en faisant la somme et la
différence des premieres égalités. Pour la quatrieme, on réécrit la troisieme égalité
en remplacant y par iy W

Remarque 4.3.3. Mnémo : Dans l'identité de polarisation, le coefficient devant la
norme multiplié par le coefficient de y vaut toujours 1.

On retrouve les mémes notions et le méme genre de résultats qu’avec les espaces
préhilbertiens réels, notamment

e Vecteurs unitaires ||z| = 1.
e Vecteurs orthogonaux (z|y) = 0 (= (y|z)).

e Sous-espaces vectoriels orthogonaux.
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Orthogonal d'un sous-espace vectoriel F'*-.

Familles orthogonales, orthonormales.

Relation de Pythagore : Si (€;)ic1,5) est une famille orthogonale alors

lex + -+ epll* = lleall* + -+ + [lesl”

Somme directe orthogonale.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux et projecteurs orthogo-
naux associés.

Question :

Si Fy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E préhilbertien, prouver que Fj- N
Fs- = (Fy + F»)*.

Montrer que Fi- + F5- C (Fy N Fy)™*.

4.3.2 Espaces vectoriels hermitiens

a) ORTHOGONALITE

DEFINITION 4.3.4. Espace hermitien
Un espace hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension finie.

En dépit de la difficulté liée a la notion d’espace vectoriel sur C, on retrouve, a
quelques aménagements pres, les mémes propriétés que pour les espaces euclidiens.

GHEOREME 4.13. Existence de bases orthonormales )
Tout espace hermitien possede une base orthonormale.
Dans une telle base, le produit scalaire s’écrit

(zly) = Z TiYi
i=1

ou (x;) et (y;) désignent les coordonnées de z et y.

- S

Dém : On raisonne par récurrence sur n = dim E, on pose comme hypothese de
récurrence :

Tout espace hermitien de dimension n possede une base orthonormale.

e n =1 : il suffit de prendre un vecteur normé.

e On suppose que la propriété est vraie a I’ordre n—1. Soit e,, un vecteur normé,
la forme linéaire ¢ définie par p(z) = (e,|z) et E' = Ker ¢ (orthogonal de e,
de dimension n — 1) alors ’hypotheése de récurrence appliquée a E’ donne une
base orthonormée de E’ : (ey,...,e,_1). La famille (e,...,e,_1,€,) est une
famille orthonormale. On sait que (dans le cas euclidien mais ici c¢’est pareil)
une famille orthonormale est une famille libre (cf. question (i7) page 227).
Comme dim E = n alors cette famille est bien une base B
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On retrouve aussi 'algorithme de Schmidt qui permet de construire une base or-
thonormale a partir d'une base quelconque et qui permet de prouver la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.3.2. Toute famille orthonormale se compléte en une base orthonor-
male.

Dém : Soit (eq, ..., e,) une famille orthonormale de E espace hermitien de dimension
n, on suppose que p < n. On sait que 'on peut compléter cette famille en une base
de E : (e1,...,€p,Ep415---,6,). On utilise alors 'algorithme de Schmidt : les p
premiers vecteurs sont exactement les vecteurs ey, ..., ey, on note alors ep;1,..., e,
les derniers vecteurs obtenus par cet algorithme. La base ainsi obtenue (e, ..., e,)
est bien une base orthonormale qui complete la famille (eq,...,e,) B

THEOREME 4.14. Toute forme linéaire f sur E espace hermitien s’écrit sous la
forme f(x) = (alz) ol a € E.
On peut dire alors que E et E* sont semi-isomorphes.

Dém :
e Existence de a : soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E, f € E* s’écrit
n n n
f(z) =" ajz; ou =Y xe;. 11 suffit alors de prendre a = > aje;.
i=1 i=1 i=1

Unicité : si f(z) = (alz) = (blz) pour tout x alors (a — blz) = 0 et, avec
T = a — b, on obtient ||a — b||> = 0 soit @ = b. On peut donc définir une
application ¢ qui a f € E* associe a € E défini par

f(@) = (p(f)]2)-

Semi-linéarité : si f(x) = (a|x) et g(x) = (b|z) alors

(A + ng)(z) = Malz) + p(blz) = (Aalz) + (7b|x)
= (Aa + fb|x).

On a donc p(Af + pg) = Ao (f) + fip(g)-

e L’injectivité est évidente car si ¢(f) = ¢(g) alors

f(@) = (p(f)lx) = (e(g)lx) = g(x).

La surjectivité I'est tout autant : pour tout a € E, on peut définir f € E* par

f(x) = (alz).

Conclusion : ¢ est une application semi-linéaire bijective de E* sur E donc E et E*
sont bien semi-isomorphes (en fait on a les mémes propriétés pour les applications
semi-linéaires que pour les applications linéaires, on aurait pu donc se contenter de
prouver uniquement l'injectivité) Wl

Retour a F de dimension quelconque.
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~

GHE’:OREME 4.15. Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace
préhilbertien E alors F' admet un supplémentaire orthogonal F'*.

En outre codim F'*+ = dim F et F++ = F.

La projection orthogonale sur F' va s’écrire (dans une base orthonormale de F') :

n

pr(@) =) (el2)e;

=1

Qttention a 'ordre des vecteurs dans le produit scalaire ! p

Dém : C’est exactement la méme démonstration que la proposition 4.2.2 page 228
et du théoreme qui suit (théoreme 4.2) B

Avec la définition générale de la distance a un sous-ensemble on a
PROPOSITION 4.3.3. d(z, F') = || — pp(z)]|| et, grace a Pythagore,
l2]* = [lpr(2)|1* + d(z, F)*.

Et on retrouve ['inégalité de Bessel

n
> leila)? <l
j=1

Dém : La aussi, on retrouve les méme démonstrations que pour la proposition 4.2.3
et du théoreme adjacent, théoreme 4.3 page 230 B

Enfin, pour conclure ce chapitre, voici un tableau comparatif concernant les espaces
préhilbertiens réels ou complexes. Commencons par les différences :

R C
euclidien hermitien
Alzly) = e +yll® —[lz =yl
zly) = ||z +yl]* — ||z — y|? . . . .
( ‘y) ” y” H y” —2||:E+zy||2+z||x—zy||2
FE et E* isomorphes E et E* semi-isomorphes

Maintenant, les notions communes :

Cauchy-Schwarz
Orthogonalité
Pythagore
Existence de b.o.n.
Algorithme de Schmidt
Projection orthogonale
Inégalité de Bessel

Questions :

1 2%7‘ )
(i) Prouver que dans £ = C,[X], B(P,Q) = —/ P(e)Q(e"”) df est un pro-
0

27
duit scalaire hermitien.

SiQ=X"+b, X" +...4 by, prouver que sup |Q(z)] > 1 avec égalité ssi
|z|=1

boz...:bn,le.

(ii) Montrer que Fj- + F3- = (F; N Fy)* en dimension finie.
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