CHAPITRE 5

Suites et fonctions

5.1 Espaces vectoriels normés réels ou complexes

Ici, K désigne soit R, soit C.

5.1.1 Normes et distances

DEFINITION 5.1.1. Norme, espace vectoriel normé
Soit E un e.v. surK, on appelle norme sur E toute application (notée ||.|| ou N(.))

de E dans R* vérifiant :
(1) Ve e B, ||z]| = 0= 2 =0 (on a en fait équivalence grice a (ii)),
(1) Ve € E, VA € K, || A.z] = |A.]|z],

(iii) V(z,y) € B2, [z +yll < [l=]| + [lyll.

On dit alors que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé. S’il y a ambiguité on notera

aussi ||.||g la norme sur E.

Dém : Si z =0 (vecteur nul) alors 0.z = z (0 élément neutre de K) donc, avec (i),
llz|]| = ||0.z]| = 0||z|| = 0 ce qui prouve la réciproque B

Ezxemples : Normes Ny, Ny et Ny

(i) Sur K" (z = () : Mi(z) = 3" |ai], No(e) :,/imp, No(z) = sup |zi].

=1 i€[1,n]
Dém :
e Nj est une norme : N; : K" — R, est immédiat. Montrons les autres
propriéteés :
— Si Ny(z) = 0 alors Vi € [1,n], z; = 0 (si une somme de termes
positifs est nulle alors tous ses termes sont nuls') donc z = 0.
— |Az;| = |A|.]x;| donc, en additionnant, on a Ny(Az) = |A|Ny(z).
— De méme |z; + ;| < |2 + |yi| done Ny(x 4+ y) < Ny(z) + N1(y)

'Pour s’en convaincre, raisonner par I’absurde
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e N, est une norme : Ny : K" — R, est immédiat. Montrons les autres

propriétés :
— Si No(z) = 0 alors Vi € [1,n], 27 = 0 donc = = 0.
— |Ax;| = |A|.]x;| donc

No(Az) = | Y A2 Jl?
1=1

n
=[PP fal
i=1

= [A[N2().

— L’inégalité triangulaire a été vue au chapitre 4 avec l'inégalité de

Minkowski.
e N : K" — R, est immédiat. Montrons les autres propriétés :

— Si Noo(z) = 0 alors Vi € [1,n], x; = 0 car le sup est nul donc z = 0.

— |Ax;| = |A|.]x;] done, en passant au sup (qui est ici un maximum), on
a Noo(Az) = | A Nuo ().

= |zi+yil < |2l + yil < sup |z +sup|y;| done Noo(z) + Noo(y) est un

j j

=Noo () =Noo (y)
majorant de I'ensemble des |z; 4+ y;| ce qui entraine que

sup |7; + ¥il = Noo(7 +y) < Noo(2) + Noo(y) B

(i bis) Sur K[X] (avec P = iaiXi) : Ni(P) = i la;|, No(P) = i la;|?,

i=0 =0

1=
No(P) = sup |a;.
1€[0,n]
Dém : C’est la méme démonstration que celle que 1'on vient de faire Bl

(if) Sur C([a,B]) : Ny(f) = / O dE, No(f) = / P,
Nalf) = st 1700

tela,b
Dém : Pour Ny, voir le théoreme 5.53 page 332, pour N, voir la proposition
5.4.2 page 334 et pour la norme infinie, voir le théoreme 5.1 page 260 l

+00 +oo
(#i) Sur &7 ot j € {1,2,00} Ni(u) = 37 |uy| (sur £1), Na(u) = (| 37 |un|? (sur £2),
n=0 n=0

Noo(u) = sup |uy,| (sur £°) cf. définition 5.3.5 page 320.
neN

Dém : Pour Ny, on verra ceci avec les séries (méme démonstration que pour le
(1), cf. théoreme 5.42 page 320), pour No, voir aussi plus loin dans ce chapitre,
% est un espace de Hilbert (cf. théoréme 5.43 page 320). Enfin, pour N, on
reprend la premiere démonstration (cf. théoreme 5.4 page 266) W

DEFINITION 5.1.2. Distance associée a une norme
On définit la distance entre deux points de E par d(x,y) = ||z — y||.
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Remarque 5.1.1. d vérifie :
(i) Y(z,y) € E* d(z,y) =0z =y séparation,
(i1) Y(z,y) € E?, d(z,y) = d(y, ) symétrie,
(i17) Y(z,y,2) € E* : d(z,y) < d(x,2) +d(z,y) inégalité triangulaire.
Dém : Ces trois propriétés sont simples a prouver :
e dlz,y) =0z -yl =0 =y,
o d(z,y) = |z —yll = lly — =] = d(y, ),
o dlz,y) =llz—yl =llz—2)+ G-yl < llz—zl+lz—-yll = d(z,2) +d(z,y)

DEFINITION 5.1.3. Boule ouverte, fermée

L’ensemble B(a,r) = {x € E,d(a,x) < r} est appelé boule ouverte de centre a, de
rayon r > 0, et l'ensemble B(a,r) = {x € E,d(a,z) <1}, boule fermée de centre a,
de rayon .
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DEFINITION 5.1.4. Distance a un ensemble
Soit A un ensemble non vide, alors on pose d(x, A) = ingd(x,y).
=
DEFINITION 5.1.5.  Vecteur unitaire
On dit que x € E espace vectoriel normé est un vecteur unitaire ssiqe ||| =1 (cela
dépend évidemment de la norme choisie).
. € ) oo S
Sixz e E\ {0} alors u = Tl est appelé vecteur unitaire associé a .
x

PROPOSITION 5.1.1. Si E est un espace préhilbertien (réel ou complexe), la norme

euclidienne ||x|| = +/(z|x) vérifie ||z| = sup |(z|y)].

lyl<1

Dém : Si x = 0 I'égalité est immédiate, on se place donc dans le cas ou z # 0. On
va montrer 1’égalité par double inégalité :
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e Soit y € FE tel que ||y|| < 1 alors, par Cauchy-Schwarz, on a

|@ly)] < [l Nyl < [l«]

donc A = {|(xly)l, lyll < 1} est borné par o]l d'ott sup |(xly)| < ||z

lyll<1
it mai — Tyl = _ll=l? o
e Soit maintenant y = R llyl| = 1 et |(z]y)] = T |z|| ce qui signifie que

x x

[z] € A done [[z]| < sup A= sup [(z]y).
lyll<1

Conclusion : on a bien montré que ||z|| = sup |(z|y)| B

lyll<1

DEFINITION 5.1.6. Ensemble borné, diamétre
On dit que A # 0 est un ensemble borné ssiqs il existe une boule fermée contenant
A. Dans ce cas, on parle du diamétre de A :
6(A) = sup d(z,y).

(z,y)€A?
Dém : Cette définition est 1égitime car A C B(a, r) par définition d’ou, par inégalité
triangulaire, d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r pour tout (z,y) € A% par conséquent
{d(x,y), (z,y) € A?} est majoré donc il possede une borne supérieure W

DEFINITION 5.1.7. Application bornée, Ensemble B(A, F)

Soient E' et F' sont deuz e.v.n., on dit que f € F(A, F) ou A C E est une application
bornée ssiger f(A) est borné dans F.

L’ensemble des applications bornées est noté B(A, F).

THEOREME 5.1. L’ensemble B(A, F)) muni de la norme No.(f) = sup || f(z)]|» est
z€A

un espace vectoriel normé.

Dém : C’est la démonstration classique que 'on retrouve ici, on vérifie les axiomes
de la norme (on a évidemment No(f) € Ry), ||.||r désigne la norme sur F.

e Si No(f)=0alors Vx € A, f(z) =0 soit f =0.

e On utilise la propriété

Sup Ao = Asup «
acA acA

pour ACRet A >0:

— Aa < Asupa est immédiat donc Asup a est un majorant de I’ensemble
acA acA

{Aa, a € A} donc

sup Aa < Asup a.
acA a€cA

— Si A = 0, 'égalité est immédiate, supposons A > 0 alors, on applique
I'inégalité que 'on vient de montrer & B = {\a, o € A} et u = X d’ott
suppufB < pusupfor uf=aet € B ubf=ac Adou
BeB BEB

sup a < — sup A«
acA a€cA
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Cette derniere inégalité permet de conclure a I’égalité en multipliant par A.
On prend alors A = {[|f(2)||r, x € A} d'oit Noo(Af) = |A|[Noo(f) (en rem-
plagant A par |A| et en utilisant la propriété ||Af(x)||r = |A.||f(x)||F).

o [lf(@)+g@)lr <IIf(@)lr+lg(@)llr < Noo(f) + Noo(g) done Noo(f) + Noo(9)
est un majorant de {||f(x) + g(z)||r, © € A} et par conséquent

Noo(f +9) < Noo(f) + Neo(9);

Conclusion : N4 est bien une norme sur B(A, F') donc B(A, F') muni de N, est
bien un espace vectoriel normé Wl

DEFINITION 5.1.8. Application lipschitzienne
Soit k € Ry, on dit que f : AC E — F est k-lipschitzienne SSiqey

1/ () = F@ < Kllz =yl

On dit que f est lipschitzienne ssiqgep Ik € Ry telle que f est k-lipschitzienne.

PROPOSITION 5.1.2.
La composée de deux applications lipschitziennes est lipschitzienne.
L’ensemble des fonctions lipschitziennes de F(A, F') est un sous-espace vectoriel de

F(AF)

Dém : Notons Lip (A, F') I'ensemble des applications lipschitziennes de A dans F'
(notation non standard, utilisée de fagon épisodique).

e Soit f € Lip(A, F), g € Lip(B,G) avec f(A) C B (pour pouvoir définir go f),
A C FEet BC F. On suppose que f est k-lipschitzienne et g h-lipschitzienne.
Alors, pour tout (z,y) € A% on a

lgo f(z) —go f(y)lle <hllf(z) = fy)lr <khllz —ylle
donc g o f est lipschitzienne.

e Si f et g sont dans Lip (A, F)) (ensemble non vide car I'application nulle en
fait partie), si f est k-lipschitzienne et g h-lipschitzienne. Alors, pour tout
(z,y) € A% et tout (\, u) € K? on a

A+ pg) (@) — (Af + pg)Wlr = Af(z) = f(y) + plg(z) — g(y)l
<AL @) = fF@)lle + el llg(@) — g(y)llr
< [MElz = ylle + lplhllz —ylle
< (IME A+ |plh) |z =yl e

donc Af + pg est bien lipschitzienne B
Ezemples -

(1) Les applications x +— ||z|| et  — d(x, A) sont 1-lipschitziennes.
Dém :
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e On utilise I'inégalité triangulaire : ||z|| = ||(z —y) + y|| < ||z — y|| + ||y]|
dou [[z]| —[lyll < [z =yl et, par symétrie, [ly|| = ||z[| < [ly—=[| = [z -yl
On a ainsi

—llz =yl < lell = llyll < llz =yl
ce qui signifie que |[|z]| — [ly]|| < ||z — y|| (inégalité trés importante)

donc x +— ||z|| est 1-lipschitzienne.

Pour tout (z,z) € E? et tout y € A on a
d(z, A) < d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

donc d(x, A) — d(z,2) < d(z,y) donc d(z, A) — d(z, z) est un minorant
de {d(z,y), y € A} (il ne dépend pas de y) par conséquent il est majoré
par la borne inférieure de cet ensemble soit

d(z, A) — d(z, 2) < d(z, A)

doud(z,A) —d(z,A) < d(z,z) = ||x — z||. Par symétrie, comme dans la
démonstration précédente, on a

[d(z, A) = d(z, A)| < [lo — z]]

donc z +— d(z, A) est 1-lipschitzienne (la aussi, ce résultat est trés im-
portant) l

(it) Sur A = {(x,y),2* + y*> < 1}, f(z,y) = (2% y?) est lipschitzienne pour la

norme 2.
Dém : Soit (z,y) et (2/,y) dans R?, f(z,y) — f(2',y) = (a? — 2", y% — y°).

I1f (2, y) = fa',y)]l2 = V(w— )2 (x+ )2+ (y — )2 (y + ¢)?
<VA(@ — )2 +4(y — i)

car [lzf <1, [l < Tet [lyl <1, [ly']l <1

< 2||(x,y) - (l’l,y/)Hg.

Donc f est lipschitzienne (on verra que toutes les normes sont équivalentes sur
R? donc ce résultat ne dépend pas de la norme choisie) B

DEFINITION 5.1.9. Norme induite, distance induite

Si B’ est un sous-espace vectoriel de E et si N est une norme sur E alors la res-
triction de N a E' est une norme que l’on appelle norme induite sur E’.

Si A est une partie non vide de E alors la restriction de da Ax A est appelée distance
induite sur A

Dém : Si on note N’ = Npg alors il est immédiat de vérifier que N’ définit sur E’
une norme (il suffit de restreindre I’ensemble E a I'ensemble E’) B

Remarque 5.1.2. On ne peut parler de norme induite sur une partie quelconque
car les axiomes de la norme ne sont plus vérifiés.
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PROPOSITION 5.1.3. Soient (E;, N;) des e.v.n., sur E = Eyx---xE,, i € [1,p],
N(x) = sup;ep py Nilzi) définit une norme.

Dém : La démonstration est exactement la méme que celle donnée pour la norme
infinie sur R" W

DEFINITION 5.1.10. Produit fini d’espaces vectoriels normés
Dans le cadre de la proposition précédente, (E,N) est appelé espace produit des
e.v.n. (E;, N;).

Remarque 5.1.3. Vu la norme choisie sur le produit fini d’espaces vectoriels
normés, les applications coordonnées sont 1-lipschitziennes.

Dém : Prenons par exemple p; : (z1,...,2,) € E = Eyx---xE, — x; € E; alors
Ni(pi(x)) = Ny(x1) < N(z) donc on en déduit que

[Ni(p1(2) = pr(y))] = Ni(z1 —91) < Nz —y)

i.e. pp est 1-lipschitzienne (on a pris comme norme sur R la valeur absolue qui est
la seule norme sur R a un facteur multiplicatif pres) B
Questions :

(i) Soit f € GL(FE) et (E,||.||) un espace vectoriel normé, prouver que N(z) =
| f(z)| est une norme.

fr-

1
(i) Prouver que [z —yl| > o (max([|], [[y])) ’
2 ]l Tyl

5.1.2 Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

On retrouve ici une généralisation de la notion de convergence d'une suite :

DEFINITION 5.1.11. Limite, suite convergente, suite divergente
On dit que la suite (u,) tend vers a € E quand n — +00 SSiges

Ve>0, ANeN |Vn> N, |u, —a| <e¢

noté lim w, = a ce qui s’écrit encore lim ||u, — al| = 0.
n—-+00 n—-+o0o

S’il n’existe pas d’élément a de E vérifiant la propriété ci-dessus, on dit que (uy)

diverge.

Remarque 5.1.4. Si (u,) posséde une limite, celle-ci est unique.

Dém : Supposons que u, — a et u,, — b alors

la = bl = [[(a — un) + (un = D) < [la = vnl| + [Jun — b — 0O

et on peut directement conclure que a = b (on pouvait aussi faire une démonstration
par I'absurde).
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Ceci justifie le fait que l'on puisse écrire 1'égalité lim w, = a puisqu’il n’y a pas

n—-+00

d’autre choix possible (sinon il faudrait parler de I’ensemble des limites de (u,)) B
On retrouve alors les propriétés classiques sur les limites :

(. : :
THEOREME 5.2. Si on note C(E) I'ensemble des suites d’éléments de E conver-
gentes alors

e C(F) est un espace vectoriel

e l'application lim : (u,) — nkrfoo u, est une application linéaire de C(F)
dans E.

- v
Dém : On va prouver les deux affirmations en méme temps (en remarquant que
C(FE) # (0 car les suites constantes sont dans C(E)).
L’ensemble des suites de F est un espace vectoriel (c’est ’ensemble des applications
de N dans F), on va montrer plus simplement que C(E) est un sous-espace vectoriel
de EN 2,
Soit u, — a et v, — b deux suites convergentes. Comme avec les applications
lipschitziennes, on a

[Atn + pon) = (Aa+ pb)|| = [[A(un — @) + p(vn = D)
< [A[lun = all + [pl-flon — al] — 0

donc, en utilisant les propriétés des suites réelles, on en déduit que

o (Au,+ pv,) admet une limite (donc C(E) étant stable par combinaison linéaire
est un sous-espace vectoriel de EV),

° liril (A + pvy) = A lirf Uy + [ liril v, donc application limite définie

par lim : (u,) — lirf uy,, est une application linéaire de C(F) dans £ B

Remarque 5.1.5. La aussi on pourra avantageusement se ramener a l'étude des
limites en 0.

THEOREME 5.3. Comparaison des normes
Si N et N’ sont deux normes sur I'espace vectoriel E alors on a l’équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

(1) Toute suite convergeant vers 0 au sens de N converge vers 0 au sens de N'.

(27) 11 existe un réel a > 0 tel que N’ < aN.

< J

Dém :

e (i1) = (i) immédiat : si u,, — 0 au sens de N, cela signifie que N(u,) — 0.
Or 0 < N'(u,) < aN(u,) entraine que N'(u,) — 0 donc u, — 0 au sens de
N'.

2Notation qui désigne I’ensemble des suites de E
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e (i) = (i1) par contraposée, la négation de (i7) s’écrit

Va> 0,3z € E | N'(z) > aN(x).

Avec av = n, on sait qu'il existe x € F tel que N'(x) > nN(z). = dépend de
x, on le note z,,. On construit alors une suite (x,,) (et on a x, # 0 pour tout
n car N'(z,) > nN(z,) > 0 donc N'(x,) > 0).

x
Soit y, = " alors

N'(zn)

1
donc N(y,) < — et par conséquent y, — 0 pour N, pas pour N’ car N'(y,)
n

est constamment égal a 1 W

Remarque 5.1.6. Si N' < aN alors si (u,) converge pour N, (u,) converge pour

N'.

Dém : En effet, si u,, — a pour N alors N(u, —a) — 0 donc N'(u,, —a) — 0 soit
u, — a pour N’ (et les deux limites sont égales) B

DEFINITION 5.1.12. Normes équivalentes

Si N et N' normes sur E, on dit qu’elles sont équivalentes ssiqer il existe (o, 3) € Rf
tel que

N' <aN et N < BN'.

Remarque 5.1.7.

(4)

(i)

Soit C'(F) U'ensemble des suites convergentes pour N' alors C(E) = C'(E).
Dém : Si N et N' sont équivalentes alors N' < aN entraine que toute
suite convergeant pour N converge pour N' (c’est la remarque précédente) i.e.
C(E) C C'(E). N < BN’ permet d’arriver a l'autre conclusion : C'(E) C C(E)
d’ou l’égalité¢ C(E) =C'(F) 1

On a aussi équivalence avec N' est a-lipschitzienne par rapport a N et N est
B-lipschitzienne par rapport a N'.

Dém : On montre 'équivalence N' < aN < N’ est a-lipschitzienne par
rapport a N.

e Si N’ est a-lipschitzienne par rapport a N alors
V(z,y) € E?, |N'(z) = N'(y)| < aN(z —y).

On prend alors y =0 d’ou |[N'(z)| = N'(z) < aN(z) i.e. N' < aN.

e Si N' < aN alors on utilise une propriété de la norme (cf. Exemple (i)
page 261) : |[N'(z) — N'(y)| < N'(z —y) On a alors la réponse :

IN'(2) = N'(y)| < N'(z —y) < aN(z —y)
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On a prouvé la moitié de la propriété, l'autre s’en déduit immédiatement par
symétric B

(7ii) Pour prouver que deuz normes ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver
une suite d’éléments de E qui tend vers 0 pour une norme et pas pour [’autre.
Dém : C’est ce qu’on a fait lors de la démonstration du théoreme 5.5 R

(tv) Sur K" les trois normes N1, Na, N sont équivalentes mais ce n'est pas vrai
sur K[X], C([a,d]), ¢
Dém : On va comparer les normes deux a deuz (la relation “étre équivalente”
pour les normes est transitive donc il suffirait de ne faire que deux comparai-
sons) :
o Ny et N : immédiat, en effet

n

Noo(@) = sup |z < Ny(@) =Y |oi| < nNuo(@)

1€[1,n] i—1

s01t Noo < N1 < nlNL.

e Ny et Ny : on fait la méme chose mais en élevant au carré :
n
Nool@)? = sup af? < Nof@)? = 3 Joif? < nNw(2)?
i€[1,n] i—1
501t Ny < Ny < /N Nw.
o Ny et Ny : on intercale Ny d’ot

nNOO < nN2
VnN, < VnN;l

NN

Ny
Ny

(v) Si N’ est a-lip par rapport a N, on dit que N est plus fine que N’ mais cette
notion n’est pas au programme...

THEOREME 5.4. L’ensemble (>°(E) des suites bornées d’éléments de E muni de
la norme N, est un espace vectoriel normé.
L’ensemble C(E) des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de (*(E).

Dém :
e On montre simultanément les propriétés ¢*°(FE) sous-espace vectoriel et Ny
norme (¢>°(FE) est non vide, prendre la suite nulle).
— Soit u = (uy,) € £°(E), si No(u) = 0 alors Vn € N, u,, = 0 car le sup est
nul donc u = 0.
— |[Aug|| = |A|-||un|| done, en passant au sup, on a Noo(Au) = [N\ Neo(u).

— Si v = (v,) est une autre suite de (*(FE) alors

Hun + Un” < [tn]| + [[vn]] < sup HunH +sup anH
n n

—_——— N——
=Noo(u) =N (v)
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donce Ny (u) + Nyo(v) est un majorant de 'ensemble des ||u, + v, || ce qui
entraine que

sup ||t + vnl| = Noo(u 4+ v) < Noo(u) + Noo(v).

On déduit de ceci que > est un sous-espace vectoriel de EN et que N, est
bien une norme sur cet ensemble.

e Il est immédiat que C(E) est un sous-espace vectoriel de £>° :
en effet toute suite convergente est bornée, si u,, — a alors il existe N € N tel
que Vn = N, |lu, —a| < 1 donc [Juy,| < [Ju, —al| + ||la|| < 1+ |a]. On prend
alors M = max{||u,||, n < N, 1+ ||a||} qui est un majorant de ||u,| W

PROPOSITION 5.1.4. Si (u,) = (ul,u?,... ,uP) est une suite d’éléments de l’espace
E = E, x ... xE, produit d’espaces vectoriels normés alors on a l’équivalence sui-
vante

(u,) converge dans E < Vi € [1,p], (u)) converge dans E;
Dém : C’est une démonstration que 1'on retrouvera assez souvent.

e (=) Onpose lim u,=a=(ay,...,a,) donc No(u, —a) — 0. On en déduit
que n—-+00 |
Vi e [1,p], Ni(u;, —a;) < Noo(up, —a) — 0

donc Vi € [1, p], lirf u', = a; i.e. (ul) converge dans Ej;.

e (<) Onsuppose que lim u!, = a; € E; pour tout i et on pose a = (a1, ..., a,).
n—-—+00

Traduisons ceci :

Vi € [1,p], Ve >0, In; € N | Vn > n;, N;(u

n CLZ‘) < €.
On prend alors, pour chaque €, ny = max(n;) d’ou
Ve >0, 3ng € N | Vn = ng, Vi € [1,p], Ni(u', —a;) <¢
ce qui signifie encore que N(u, — a) < € et prouve la réciproque B
DEFINITION 5.1.13. Swuite extraite

On dit que la suite (v,,) est extraite de la suite (u,) ssiger 3¢ : N — N strictement
croissante telle que v, = Uy(y)-

DEFINITION 5.1.14. Valeur d’adhérence
On dit que a € E est valeur d’adhérence de la suite (u,) SSiger il existe une suite
extraite qui converge vers a.

Remarque 5.1.8.

(1) 1l se peut qu’une suite (u,) n'ait aucune valeur d’adhérence (prendre u, = n
dans R).



268 CHAPITRE 5. SUITES ET FONCTIONS

(77) Une suite convergente n'a qu’une seule valeur d’adhérence.
Dém : 1l suffit de montrer que toute suite extraite d’une suite convergente vers
a converge elle aussi vers a :
Soit (uy,) une suite convergente dans E vers a alors

Ve>0, ANeN |Vn > N, ||u, —a|] <e.

ST v, = Uym) est une suite extraite alors, comme @ est strictement croissante,
en+1) = ¢(n)+ 1 et par une récurrence immédiate, p(n) > n. Sin > N
(de la propriété ci-dessus) alors p(n) = N donc ||v, — al = ||upm) —al| < e
ce qui signifie que v, — a M

PROPOSITION 5.1.5. Si la suite (u,) a au moins deux valeurs d’adhérence distinctes
alors elle diverge.

Dém : Immédiat par contraposée avec la remarque (ii) ci-dessus
On retrouve les relations de comparaison que 1’on avait définies pour les suites
réelles :

DEFINITION 5.1.15. Notations de Landau, suites équivalentes
Soit (u,) € EN et (a,) € RY, alors

(1) wy = o(a,) SSiger ||unl|l = o(aw,).

(17) wp = O(ew,) SSiger ||unl| = O(aw,).
(iii) Si (v,) € EN est une autre suite alors w, ~ vy, $Siag Un — vy = o(||vn]).
Questions :

(1) Prouver que sur C([a,b]), N1, Ny et Ny, ne sont pas équivalentes.

(72) Donner un exemple de suite bornée qui n’a pas de valeur d’adhérence.

(77i) Donner un exemple de suite bornée, divergente, qui n’a qu'une seule valeur
d’adhérence.

5.1.3 Exemples d’étude de suites

a) COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SUITES

DEFINITION 5.1.16. Conwvergence linéaire, convergence quadratique
Soit (u,) € EN, ou E est un e.v.n., convergeant vers a € E. On pose e, = u, — a.

o Sienp1 ~ Ae, on dit que la convergence de la suite (u,) est linéaire.

o Silleny1] ~ Allen]]* on dit que la convergence de la suite (u,,) est quadratique.

1

e Etude de la suite ug =1, up = Up_1 + -
n!

On pose v, = u, + on a vu au 3.1.5 page 55 que les suites u,, et v,, étaient

. . 1
adjacentes et que u, < e <wv,ie 0<e—u, < —
nn!

nn!’
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e Moyenne arithmético-géométrique.
Soit 0 < a < b 2 réels, on définit la suite (u,) par :

Up + v
Ug = a, Vo =0b et Upr1 = \/UpVp, Upy1 = "2 o
. Tty
LEMME:51O<x<yalors:p<,/xy<T<y.

Dém :
— Pour la premiere inégalité, on éleve au carré 22 < xy est immédiat.
— Pour la deuxitme, on pose 2’ = \/z, y' = \/y alors \/zy = 2"y’ et

$/2 _'_y/2 _ 2x'y' + (y/ _ x/)Q > Q.T/y,.

r+y y+y
< —
2 2

On déduit du lemme que (u,) 7, (v,) \, et u, < v, on en tire les inégalités

y

— La troisieme est simple :

Up — Up
Upt1 — Upt1 < Upg1 — Up < 2

b—a

n

d’on, par récurrence : v, — U, <

Remarque : on a une meilleure majoration

(7~ VP (on =
2 2 T /5
(vn — up)?
8a
car /U, = /Uy, > Va = (\/u, + /vn)? > 4a.

On a en fait une convergence quadratique (a chaque itération on double le
nombre de décimales).

0< Un+1 — Un+1 =

<

b—a
8a

27L
On obtient alors la majoration suivante v, —u,, < < > 8a (ce qui donne

b—a

une convergence tres rapide des que <1).

Un — Up

8a
b—a

op
En fait on peut prouver que vy,4, — Upyp < ( ) 8a ce qui explique la

> 1.

rapidité de convergence méme si au départ

e Amélioration de la convergence, méthode de Richardson
€T n
Soit u,(z) = (1 + —) , on sait que lirf un(x) = e” (prendre le logarithme)
n n—-+00

mais la convergence est tres lente. Si on pose e, (z) = e* — u,(x) alors ne,(z)
a une limite.

La méthode de Richardson, dans ce cas, consiste a remplacer u,(z) par la suite
Un(z) = (n 4+ 1)tpi1(x) — nuy,(x). On obtient le tableau suivant (pour x = 2)

n | 10 | 100 | 1000
Uy, | 6,19 | 7,245 | 7,37431
v, | 7,18 | 7,386 | 7,38902
eZ | 7,38 7,380 | 7,38005
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ce qui prouve, dans ce cas, I'amélioration de la convergence.

Dém : On peut écrire le développement de u,(x) sous la forme
)=+ 212 0
up(z) ="+ —+ = —
n  n? n3

(cf. question (i7) ci-dessous) donc

_ ST Y S Y N TR ]
() = (n+1) [e +n+1+(n+1)2+0(n3)] n{e + - +n2+0(n3)}

~ o g 3) 0 ()

n+1 n
—_——

_ —1
“n(n+1)

ce qui prouve (mathématiquement cette fois) I'amélioration de la convergence
constatée numériquement ci-dessus Wl
Questions :

(7) On définit la suite (u,) par ug = 1, 1 = uy, + 5+ Utiliser la méthode

1
(n+1

de Richardson pour améliorer la convergence de cette suite. Sachant en fait

™ a9 1 ) .
que up = — + — + — + O — donner une suite qui converge encore plus
6 n o n n
rapidement.
2 .x
T\ T
(7i) Montrer que e* — <1 + —) ~ S Utiliser I'amélioration de la question
n

n
précédente (en supposant que l'on a les mémes hypotheses) pour la suite
n

up(z) = (1 + %

b) ETUDE DES SUITES RECURRENTES

THEOREME 5.5. Théoréme du point fixe b
Soit f: A—KouACKet f(A) C A, K =R ou C admettant un point fixe
ac A

Si f est contractante sur A (i.e. Ik < 1, V(x,y) € A% |f(z) — f(y)| < klx — y|)
alors a est I'unique point fixe de f.

Sion pose zg =b € A, x,11 = f(x,) et si f(A) C A alors la suite (x,) converge
vers a, de plus on a |z, — a| < k"|b — a. B

Dém :
e Unicité : si @’ est un (éventuel) autre point fixe de f alors
|f(a) = fla)] = |’ — a| < kla’ —

donc (k —1)|a — a’| = 0 ce qui impose a = @' car k —1 < 0 (on pouvait aussi
raisonner par ’absurde).
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e On a ensuite |z, —a| = |f(x,-1) — f(a)| < k|z,—1 — a| d’ou la majoration par
une récurrence simple W

COROLLAIRE 5.6. Si A C R est un intervalle et si f est C' sur A, f contractante,
ona Ty —an~ k(x, —a)ouk= f(a).

Dém : On utilise la formule de Taylor avec reste d’Young a l'ordre 1 :

T —a = f(zn) = f(a) = (zn — a)f'(a) + o(zn — a)

donc x4 —a ~ k(z, —a) B

Exemple : Soit u, la suite définie par ug = 1 et u, 1 = Un + sinwu, = f(u,). On
a f(x) > x pour z € [0,a] out a est 'unique solution de f(z) = z sur [0, 27] (faire
une étude de fonction). La suite (u,) est croissante et converge vers a car f est
contractante sur [1,a]. On a le tableau de valeurs suivant :

n 1 2 3 4 5 6
u, | 1,3415 | 1,6446 | 1,8196 | 1,8790 | 1,8924 | 1,8949

alors que a#1,89549426703.

Amélioration de la convergence, méthode du §* d’Aitken
Soit (z,,) une suite convergeant vers a € K telle qu’il existe C' € K, |C| < 1 vérifiant
a— xp41 = C(a— x,) alors on a

Lnln+2 — x%lr‘rl (A$n+1)2 o (Axn)Q

a = = Tny2 — =Tp —
Tpio — 21 + Tp A2z, A2z,

olt A, = Tpy1 — T b A%z, = A(Ax,) = Tpio — 20501 + T

Dans le cas général, on aura plutot a — x,.1 ~ C(a — z,,). La méthode d’Aitken

(Axn+1)2
Ax,

Si 'on reprend I'exemple de la suite (u,) et avec les valeurs calculées dans le tableau

(AU5)2

A2U4

consiste a remplacer la suite (z,,) par la suite (z,) définie par ), = 42—

on obtient ug — #1,89552 ce qui constitue une bien meilleure approximation.

Dém :

a—Tn1 =Cla—u1y,)

e Comment obtenir la premiere égalité : on a { et on

a—Tprz =Cla—xp41)
élimine C' entre ces deux équations (on suppose C' # 0) : on peut faire le
rapport de ces deux égalités (en espérant qu’aucune des quantités ne s’annule)
ou mieux, faire le produit en croix (ce qui revient au méme mais est moins
risqué !). En tous cas, on arrive & (a —T,42)(a—x,) = (a—z,)?. On développe
et on simplifie le terme a? d’on

2
_a(xn + xn—l—Z) + TpTpyo = —2&1’n+1 + Tpi

TpTpt2 — x%+1
Tp — an—l—l + Tn42 .
Le dénominateur de s’annule pas constamment sinon la suite (x,) est une
suite récurrente double qui se résout en x,, = o + n (1 est racine double de
la résolvante). On a supposé que (z,) avait une limite, ce qui impose = 0
(et @ = ), et on a supposé aussi que C' # 0 donc la suite n’est pas constante
ce qui permet de conclure.

soit @ =
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e On peut alors réécrire la relation ci-dessus en faisant intervenir 'opérateur A.
On remarque tout d’abord que

A(Azy,) = A(rpg1) — Axy = (Tpgo — Tpgr) — (Tpg1 — T)

= Tpyg — 2Tpiy + o, = A%z, (notation)
On a alors

TnTniz = Tpyy
Ty — 2xn+1 + Tp42
C Zpga(Tn = 2Tng1 + Tpge) — (@0, — 2001 T0g0 + T )
N A2z,

a =

_ (Axn+1>2
= T TRy

que 'on peut aussi écrire

LTy — 2Tpg1 + Tpgo) — (22, — 2Tp 12, + 22)

A2z,

(Ax,)?
A2z,

:l’n—

La derniere relation est plus simple a écrire (et a retenir éventuellement), elle
justifie appellation §% d’Aitken mais on préférera la premiére car x,.o est
une meilleure approximation de la limite (en général) et le terme correctif
(Axn+1>2 .
———— sera plus petit W
A, plus p
Calcul de la racine carrée d’un nombre complexe
Soit a € C*, on note +a les deux racines carrées de a. On définit la suite (u,) par

1
up =b € C*\ A ou A est la médiatrice de A(a)A'(—a) et up41 = 3 (un + i).

un

(U, + a)?

2u,,
que u; ¢ A et par une récurrence immédiate, u, ¢ A. Les termes de la suite (u,)
sont donc tous définis (aucun ne s’annule).
Sik = avec |k| < 1 on a une convergence quadratique et =k

b+« Uy, +

Dém :

Par un calcul simple on a u,,; + a = donc, comme uy ¢ A on montre

b—« Uy, — on

e Montrons la premiere relation :

1 a
Upp1ta = = (un + —) + «
2 U,

(U, £+ a)?

Lo
(u;, + at2u,a) S,

2u,,

e Si U, 1 = Fa alors (u, + «)? = 0 soit u, + a = 0 et par une récurrence
descendante, ug + a = 0. On a donc ici une suite constante. On écarte ce cas
la par la suite.
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La médiatrice de AA’ est I'ensemble des points M vérifiant MA = M A’ soit

|z — a| = |z + al. Or avec la relation que 1'on a prouvée au premier point,
Up41 — & 2
Unt1 = ———— = Up,
Up+1 +
on a |v,1] = |va|® Si|vg| # 1 (ce qui est supposé par hypothese), alors

|un| # 1, en effet :

— si |vg| < 1, |v1| < 1 et par une récurrence immédiate, |v,| < 1,

— si |vg| > 1, |v1| > 1 et par une récurrence immédiate, |v,| > 1,

donc u,, ¢ A pour tout n.

a
Montrons alors que u,, # 0 pour tout n : si u,; = 0 alors u,, + — = 0 donc
Un,

u? = —a = (ia)?. On en déduit alors que u,, = i soit

luy, — o] = |a].|+i — 1| = |a|.|xi + 1] = |u, + ¢

mais on vient de voir que ceci n’était jamais réalisé donc la suite (u,,) est bien
définie pour tout n.

, . ‘1 N Up — &
e v,,1 = v2 donc, par une récurrence immédiate, v, = k?" ol k =
Uy +
(attention ici & ne pas écrire v, = k*, erreur souvent rencontrée dans les
raisonnements).
2n
i Uy — O " 14+ k .
On résout =k u, = — Sik<1alorsu, — ol
Uy, + o 1—k
Questions :
(i) Que se passe-t-il dans le dernier exemple si |k| =1 7
(13) Si xpy1 = f(x,) calculer I'abscisse 2/, du point d’intersection de la droite
T, Tnt1 : — / 1
A , B avec la droite y = x (calculer 2/, en fonction de z,,
Tn+1 Tn+2

Aw,, A%z, ot Ax, = 1,1 — x,). Que remarque-t-on ?

(7ii) On pose e, = ,, — a et on suppose que e,,1 = (A+e,)e, oue, #0, |A] <1

et €, = o(1). Montrer alors que T 0 quand n — 400 (cf. (i7)).

n

(7v) On suppose que f admet sur I'intervalle  un unique point fixe a, que f est de
classe C? et enfin que f'(a) = 0.
Montrer que si la suite récurrente x,, .1 = f(z,) converge vers a alors la conver-
gence est quadratique (i.e. z,,1 —a ~ C(z, — a)?), on double pratiquement
le nombre de décimales a chaque itération.
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5.1.4 Topologie d’un espace vectoriel normé

DEFINITION 5.1.17. Voisinage d’un point
On dit que V, est un voisinage de a ssiqe V, contient une boule ouverte de centre a.

PROPOSITION 5.1.6.
Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.
Tout ensemble contenant un voisinage de a est un voisinage de a.

Dém :

e Soit Vi,...,V, des voisinages de a alors pour tout i € [1,n] il existe r; > 0 tel

que B(a,r;) C V;. On pose r = rﬁ{linﬂ(n) alors B(a,r) C V; pour tout i donc
i€[1l,n

Bl(a,r) C ﬁ Vi.
i=1

Conclusion : ﬂ V; est un voisinage de a.
i=1

e Si A contient V un voisinage de a alors il existe r > 0 tel que B(a,r) CV C A
donc A est un voisinage de a W

DEFINITION 5.1.18. Partie ouverte, partie fermée
Une partie A C E est un ouvert ssiger A est un voisinage de chacun de ses points.
Une partie B C E est un fermé ssiqgs son complémentaire dans E est un ouvert.

PROPOSITION 5.1.7.
Une boule ouverte est un ouvert, une boule fermée est un fermé.
Dém : Soit B(a,r) une boule ouverte, r > 0.
e Montrons que pour tout B(a,r) est un voisinage de tous ses points :
Si x € B(a,r) alors B(xz,r —d(a,z)) C B(a,r) (faire un dessin), en effet soit
y € B(x,r —d(a,x)) alors
d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,z) + (r —d(a,z)) =r
donc y € B(xz,r) ce qui prouve effectivement que B(a,r) est un ouvert.

e Montrons que le complémentaire de B(a,r) est un ouvert :
Si x ¢ B(a,r) alors montrons que B(z,d(a,z) — r) est contenue dans le
complémentaire de B(a,r). Soit y € B(x,d(a,z) — r) alors, en utilisant
I'inégalité triangulaire, on a

d(a,y) > d(a,z) —d(y,x) > d(a,z) — (d(a,x) —r) =7

donc B(x,d(a,z) —7)N B(a,r) =0 A
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PROPOSITION 5.1.8.
Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Dém :

e Sixe U O; alors, par définition d’une réunion d’ensemble, il existe ig € I tel
iel
que z € Oy,.
Comme O, est un ouvert, il existe r > 0 tel que = € B(z,r) C O,y C U O;.
iel
Conclusion : U O; est un ouvert.
iel

n
e Siz e m O; alors, pour tout 4, il existe r; > 0 tel que B(z,7;) C O;. On pose
i=1
alors, avec r = minr; > 0, on a B(xz,r) C (), O; (on pouvait aussi utiliser la
propriété 5.1.6) B

Remarque 5.1.9.

(1) Une intersection infinie d’ouverts n’est pas un ouvert,

exemple m | = 1/n,1/n[= {0} (cf. exemple page 113).

neN*

(ii) Par complémentation, on obtient les propriétés sur les fermés :

Une intersection quelconque de fermés est un fermé, une réunion finie de
fermés est un fermé.

DEFINITION 5.1.19. Point adhérent, adhérence d’une partie

Soit A une partie non vide de E, on dit que a est adhérent a A ssiger tout voisinage
de a rencontre A.

L’ensemble des points adhérents a A est appelé adhérence de A et est noté A.

Par convention, on notera () = ().

Remarque 5.1.10.

(1) On a évidemment A C A.
Dém : Soit x € A alors, pour tout voisinage V, de x, on ax € V, N A ce qui
signifie que x € A M

(ii) On a alors A={a € E |VV,, VaNA#D}.
Dém : En fait, c’est exactement la traduction avec des quantificateurs de la
définition H

DEFINITION 5.1.20. Partie dense
On dit qu’une partie A de E est dense dans E ssigey A = E
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Ezemples -

(1) Q est dense dans R.
Dém : On prend bien str la valeur absolue comme norme sur R. On sait que
tout intervalle ouvert de R rencontre Q. Soit x € R alors, pour tout r > 0,
]z — 7,2 +7[NQ # () donc, par définition, z € Q. On a R C Q, I'inclusion
inverse étant immédiate on a bien Q = R W

|az‘|
i1+ 1

alors

(17) Soit E = R[X] que 'on muni de la norme N : N (Z aiXi) =>
i=0 i=0
A={P eR[X]| > a; =0} est dense dans R[.X].
i=0

n .
Dém : Soit P € R[X], on écrit P = )" @; X", montrons qu'il existe une suite
i=0
d’éléments de A qui tend vers P :
- o |Z?:0 i

on pose P, = P — (Z ai) X* alors N(P — P) = — 0. Pour tout

]
i=0
r > 0 il existe k tel que N(P — P) < donc B(P,7) N A # () ce qui signifie
que P € A. Comme ci-dessus, on peut conclure que R[X] = A N

THEOREME 5.7. Caractérisation des fermés

Si A est une partie non vide de E alors A est le plus petit fermé contenant A (i.e.
'intersection de tous les fermés contenant A).

A est fermée ssi A = A.

Dém : Soit F ={B C E | B fermé et A C B}.

e Montrons que (Z)C est ouvert (et donc que A est fermé) :
Soit x € (Z)c alors, en prenant la contraposée de x € A (VV,, V, N A # 0)) on
obtient I'existence de V,, voisinage de x tel que V, N A = (). Ceci se traduit

alors par :
AB(z,r) | B(x,r)NA=1.

Or, pour tout y de B(z,r), B(y,r — d(z,y)) N A = () (on a déa vu que
B(y,r — d(z,y)) C B(x,r)—cf. démonstration de la propriété 5.1.7 page
274—et B(x,r)N A=) donc B(x,r) C (A)¢ et (A)° est un ouvert.

On vient de prouver que A € F donc ﬂ FC A

FeF

e Montrons que c’est le plus petit fermé :
Soit F' un fermé contenant A, si x ¢ F alors, comme F© est ouvert, il existe un
voisinage de x, V,, tel que V, N F =0 ie. V,NA=0 (car A C F) donc, par
contraposée (cf. premiere partie de la démonstration) o ¢ A et en conclusion
ACF.
Ceci étant vrai pour tout F', on obtient A C ﬂ F.
reF

On a ainsi prouvé I'égalité A = ﬂ F.
FeF
L’équivalence est alors immédiate :

e En effet, si A est fermé alors A € F (donc AC A)et AC A (cf. remarque
5.1.10) par conséquent A = A.
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e Réciproquement : si A = A alors, comme A est fermé, A est fermé W

DEFINITION 5.1.21. Point intérieur, intérieur d’un ensemble
S1 A est une partie non vide de E, on dit que a € E appartient a lintérieur de A
ssiaer Ul existe une boule ouverte B(a,r) contenue dans A.

[e]
L’ensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et est noté A .

[¢]
Par convention, on notera () = ().

Remarque 5.1.11. Ona A = U 0.
OCcCA

Dém : Posons A’ = UOetO:{OCE|OouvertetOCA}.
ocA

e Soit x € A alors, par définition, il existe B(x,r) C A or B(x,r) est un ouvert
contenu dans A donc B(z,r) C A’ ce qui entraine que x € A’ et en conséquence

que A C A

e Soit x € A’, par définition de la réunion d’'une famille d’ensembles, il existe
O € O tel que = € O donc, comme O est ouvert, on trouve B(x,r) C O C A

ce qui se traduit par z € A C A’. On a prouvé que A’ C A C A'.

Conclusion : on a ainsi I'égalité A C A’ = U on
OCA

THEOREME 5.8. Le complémentaire de l'intérieur d’'un ensemble A est égal &
I’adhérence du complémentaire,

le complémentaire de ’adhérence de A est égal a 'intérieur du complémentaire.
Si on note A° le complémentaire dans E de A alors cette propriété s’écrit

(i)c:ﬁet (Z)Lj?
. y

Dém : On reprend les notations de la question précédente.

e En utilisant 1’équivalence (O Cc A, O ouvert) & <Oc D A, OF° fermé) on
obtient

A= U O = par complémentation (A) = ﬂ F = Ac
ocA FDAe

e On peut redémontrer la deuxieme égalité de la méme maniere ou remarquer
que le complémentaire du complémentaire de A est A donc

o

@) = (A7) = (ﬁc)cc _im
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DEFINITION 5.1.22. Point frontiére, frontiére d’un ensemble

St A est un ensemble non vide, on dit qu’un point a € E est point frontiére de A
ssiqer il appartient a l'adhérence de A et a l’adhérence de son complémentaire.
L’ensemble des points frontiéres de A est appelé frontiere de A est noté Fr(A).

Remarque 5.1.12. Grace au théoréme précédent, on sait que Fr(A) = A\ A .

Dém : On peut raisonner par équivalences :

reFr(A)erecAnA par définition
Gredn A
@er\jl u

THEOREME 5.9. Caractérisation séquentielle de I’adhérence, d’un fermé
a est adhérent a A ssi a est limite d'une suite d’éléments de A.
A est fermé ssi toute suite d’éléments de A qui converge dans E converge dans A.

Dém :
e — Siae€ Aonprend a, € Ba, n+r1) N A (ensemble non vide car a € A). La
1
suite (a,) appartient & AY et ||a — a,|| < —— donc lim a, = a.
(an) app I I< = Hm

— La réciproque est immédiate : soit B(a, ) une boule ouverte centrée en a
et (a,) € AN une suite qui converge vers a. Par définition de la limite, il
existe N € N tel que, pour tout n = N, |la—a,|| < r donc B(a,r)NA # ()
ce qui se traduit par a € A.

e Enfin, A fermé ssi A = A. Montrons 'équivalence ;
— Si A = A4, soit (a,) € AN une suite qui converge vers a € E. On en déduit
que a € A = A.
— Réciproque : soit @ € A alors on vient de voir que @ = lim a, ol
n—-—+00

(a,) € AN, On sait, d’apres 'hypothese de la réciproque, que a € A donc
A C A (et A C A est une propriété générale) donc A = A, A est fermé.

Cette derniere équivalence est tres utile pour prouver qu’un ensemble est fermé
et sera souvent utilisée l

Il est parfois nécessaire de retrouver les notions que l'on vient de définir sur F
espace vectoriel normé pour une partie A non vide de E, notamment lorsque A est
I’ensemble de définition d’une fonction.

DEFINITION 5.1.23. Topologie induite
Si A est une partie non vide de E, on définit alors

(1) Voisinage relatif de a € A : V, N A ou V, est un voisinage de a dans E.

(77) Ouwert relatif dans A : ON A ou O est un ouvert de E.
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(7ii) Fermé relatif dans A : FNA ou F est un fermé de E.

Ezemple : sur R, si A =]a,b], c € A alors [c, b est fermé dans A.

En reprenant les définitions données dans le cas général, on peut définir I’adhérence
relative, 'intérieur relatif et un ensemble B dense dans A.

Enfin, pour terminer cette sous-section, une derniere définition.

DEFINITION 5.1.24. Propriété vraie au voisinage d’un point

Soit f € F(A, F) une fonction définie sur une partie A de E, on dit qu’une propriété
(portant sur f) est vraie au voisinage de a € A ssiqer elle est vraie sur l'intersection
de A avec un voisinage de a.

Si E =R et a = 400, on étend cette définition en prenant ’ensemble |c, +00],
| —00,c] sia=—o0.

Enfin, si E est un e.v.n. et si a est a l'infini, on prend le complémentaire d’une
boule de centre 0.

Ezemples -
(7) On dit qu'une fonction est positive au voisinage de +oo s’il existe I =|e¢, +o0[
tel que f > 0 sur I.
1

(77) f(x) = —sin — n’est pas bornée au voisinage de 0.
r x

Question : soit A C E, A non vide, on sait que §(B(a,r) N A) < 2r mais qu’il n'y a
pas forcément égalité (cela dépend de A). Montrer que 6(B(a,r)) = 2r (ici, A = E).

5.1.5 Etude locale d’une application, continuité

Comme sur R, on définit la limite d’une fonction.

DEFINITION 5.1.25. Limite d’une fonction

Soit f :A—F, ACE etac A, Etant donné un élément b de F, on dit que f
admet b comme limite au point a si, pour tout nombre réel e > 0, il existe un nombre
réel n > 0 tel que, pour tout élément x de A, la relation ||z — a|| < n implique la
relation || f(z) — b|| < e.

Ce qui donne avec les quantificateurs

Ve>0, In>0, Ve e Al |z—al <n|flx)—b| <e.

PROPOSITION 5.1.9. Le vecteur b est unique, on le note lim f(z) = b et la traduction

r—a

en terme de voisinage s’écrit
YW, 3V, f(VaNA) C Vi
Dém :

e On va faire ici (pour changer) une démonstration par 'absurde. Soient b # b’
1o — V|

deux limites de f en a. On prend € = , par définition, il existe n > 0

tel que

Vz €A, |lz—all <n=|f(z) - bl <eet|f(z) -V <e
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2
done=|b=0| <|b—f@)|+|If(x)=V| < ?8 ce qui est tout simplement
impossible.

e Pour la deuxieme propriété, on a une équivalence que 'on va prouver (comme
souvent) par double implication.

— Des € vers les voisinages : soit V}, un voisinage de b alors il existe € > 0 tel
que B(b,e) C V,. Or on sait qu'il existe n > 0 tel que, si z € B(a,n) N A,
alors f(z) € B(b,e). On prend donc comme V, voisinage de a la boule
B(a,n) et on a bien f(V,NA) C V.

— Des voisinages vers les ¢ : soit € > 0, on prend V, = B(b, ), on sait par
hypothese qu'il existe V, tel que Vo € V, N A, ||f(z) — b|| < e. Comme
V, est un voisinage de a alors il existe n > 0 tel que B(a,n) C V,.
En reprenant ce qu’on vient d’écrire on aura bien Vo € B(a,n) N A,
[f(z) =0 <e W

DEFINITION 5.1.26. Extension de la notion de limite

e a = foo, £ = R on prend les voisinages |c, +o0[ si a = +00 et | — 00, c| si
a = —oo0.

e De méme si f est a valeurs réelles et b= +o0.

o Si f est a valeurs vectorielles, on dit que f — 00 ssige || f|| — +o00.

DEFINITION 5.1.27. Limite selon un ensemble
Soit P une partie de A et a adhérent a P, on dit que f admet une limite en a selon

P ssiger la restriction de f a P admet une limite en a notée lim Pf(x)
rT—a,re

DEFINITION 5.1.28. Continuité en un point
[ est continue en a ssiger a € A et la limite de f en a existe. Cette limite est bien
entendu égale a f(a). Avec les voisinages, on a VVyy, Vo | f(VaNA) C Viw.

Remarque 5.1.13. On a I’équivalence suivante : f admet une limite en a € A\ A
ssi f se prolonge par continuité en a.
La aussi, on retrouve les propriétés usuelles de la continuité en un point.

ProprosiTION 5.1.10. Limite du composé de deux fonctions
Soit ACE et BCF,E,F,G trois evn. et ge F(AF), f € F(B,G).
Si g(A) C B on a alors

lim g(x) =)
(fﬁ fla) = ) = lim fog(z) =c.

z—b
Dém : Immédiat avec les voisinages, on traduit les hypotheses :
(1) YV, Va [ g(VaN A) C VA,
(ii) WV, 3V} | (VN B) C V..
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Soit V. un voisinage de ¢ alors il existe un voisinage de a, V, tel que g(V,NA) C V}/
(on utilise la propriété (i) avec V;/ mis en évidence par (i7)). Comme g(V,NA) C B
(c’est la qu’intervient I'hypothese g(A) C B), ona g(V,NA) C V/N B et

Fog(VanA)C (/N B)C V.

donc on a prouvé que YV, IV, | fog(V,N A) C V. ce qui traduit exactement la
conclusion attendue : lim fog(x) =c Bl

On retrouve aussi les propriétés de linéarité des limites.

Dém : Les démonstrations sont les mémes que pour les fonctions d'une variable
réelle.

Si f et g sont définies sur A C E a valeurs dans F' espace vectoriel normé, si f et g
ont une limite en a alors

lim(Af + pg)(z) = Aim f(z) + ulirr})g(x).
On remplace les valeurs absolues des démonstrations par des || W

ProprosITION 5.1.11. Fonction a valeurs dans un e.v.n. produit
Si f = (f1,..., fp) est une fonction définie sur A C E a valeurs dans Ey1x ... xE,
alors

(ilrrcll f(z) existe ) < (Vi € [1,p], ;lcmclz fi(z) existe.
Dém : On retrouve la démonstration que l'on a pu faire pour les suites (cf. propo-
sition 5.1.2 page 267).

e (=) : On pose lim flz)=0b=(by,...,bp).
Pour i € [1,p] on a Ny(fi(x) —b;)) < N(f(x) —b) — 0 donc lim f;(z) = b;.

r—a
e On peut reprendre en effet la démonstration citée ci-dessus ou bien utiliser
I’argument suivant :
par récurrence sur p, si gp,..., g, sont des réels, on montre que I'application
m :(g1,...,9p) — max(gy,...,gp) est continue, on utilise les formules :

1 1
— max(g1, g2) = 5(91 +92) + §|91 + 92l
— max(gy, ..., gp,) = max(max(gi,...,gp—1) gp)-
On prend alors g;(x) = N;(fi(x) — b;) et, par définition de N, on a

max(g;(z),...,gy(x)) = N(f(x) —b) donc N(f(z) —b) — 0 grace a la conti-
nuité de m W

Et comme en premiere année on a le théoreme suivant qui se généralise.

4 )
THEOREME 5.10. Caractérisation séquentielle d’une limite

Soit f € F(A, F) alors

lim f(z) =b < V(z,) € AY, lim z,=a= lim f(z,)=>.

r—a n—-+00 n—-+4o0o

Dém :
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e (=) Soit (z,) € AN une suite telle que lim x,, = a alors

AN, Vn > N, |lzn —all <n=[[f(zn) -0l <e
i.e. lim f(z,) = b. On peut aussi utiliser le théoreme de composition des

limites (généralisé) en considérant les applicationsz :n € N— z(n) =z, € A
et f. On a alors f(x,) = fox(n) et lirf fox(n)=0b.

e (<) Par l'absurde, on nie la propriété
Ve >0, >0, | Vo€ AN B(a,n), ||f(x)—b|| <e
ce qui donne

Je>0,Vn >0, IxeA |lx—a||<n, |[f(x)=0]|>¢

1
et donc, avec 7 = — on construit une suite (x,,) telle que z,, — a mais, comme

() — bl| > € alors f(zn) /bW

Remarque 5.1.14.

(1) Le dernier théoréme nous permet aussi de caractériser la limite en un point a
par

pour toute suite (x,) qui tend vers a.

(12) On peut remplacer ce théoréme par

lim f(x) existe ssi ¥(x,), lirf Ty =0 = liril f(z,) existe.

Dém : Le sens direct est immédiat, pour la réciproque, il suffit de montrer que
si (xy,) et (y,) sont deuz suites qui tendent vers a alors les suites (f(x,)) et
(f(yn)) ont méme limite :

Z2n = Tn

pour cela, il suffit de définir la suite (z,) par La suite (z,)

Zm+1 = Yn
tend bien vers a, donc (f(z,)) admet une limite (par hypothése). Or, si
lim f(x,) =0, lirf flyn) =0 et lUm f(z,) =10 alors

n—-+00 n—-+00

b= lm f(z9,)=0b"= lim f(22,01)=10"

n—-+00 n—-+o00

On a ainsi prouve qu’il existe b € F' tel que, pour toute suite (x,) qui tend
vers a, lirf f(x,) = b, on utilise alors le théoréme précédent B

Pour la suite de ce paragraphe, on prend a € A et on note lim f la limite de f en

a : lim f(x).

DEFINITION 5.1.29. Notations de Landau
Si feF(AF) et ¢ € F(AR) alors

(1) f = o(p) ssigg Ve > 0, IV, voisinage de a tel que Vx € V,, || f(2)] < elp()]

(on peut aussi dire que lim i =0 si ¢ ne s’annule pas).
2

(i) f = O(p) ssiag IM >0, IV, Yz €V, [|f(2)]| < M

(@)l
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DEFINITION 5.1.30. Fonctions équivalentes
Si f et g sont dans F(A, F') alors on dit que f est équivalent a g au voisinage de a
ssiaerf — g = o(||gl|), relation notée f ~ g.

DEFINITION 5.1.31. Continuité sur un ensemble
On dit que f est continue sur A ssigy [ est continue en chaque point de A.
L’ensemble des applications continues sur A est noté C(A, F).

PROPOSITION 5.1.12. C(A, F) est un sous-espace vectoriel de F(A, F).
C(A) ensemble des fonctions continues a valeurs dans K = R ou C est une sous-
algebre de l’ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans K.

Dém :

e Si f et g sont des fonctions continues sur A alors, grace aux propriétés de
linéarité des limites, pour tout x € A, pour tout (A, pu) € K, Af + ug est
continue en = donc A\f + ug € C(A, F). C(A,F) est donc un sous-espace
vectoriel de F(A, F).

e La fonction constante égale a 1 est continue donc elle appartient & C(A). On
utilise ensuite le fait que si f et g ont une limite en z alors fg admet aussi
une limite en z. C(A) est donc une sous-algebre de F(A,K) B
PROPOSITION 5.1.13.
(1) SigeC(AF), feC(B,G) etsig(A) C B alors fogeC(A,G).
(i1) Si f € C(AF) et si Ay C A alors fy = fila, € C(A1, F).

(13i) St F = Fy x ... XxF, est un espace vectoriel normé produit alors

f=(f,...fp) €ECAF)Vie[l,p], fi e C(AF).

Dém :

(1) SigeC(AF), f € C(B,G) et si g(A) C B alors on peut appliquer, pour tout
x € A, la composition des limites donc f o g € C(A,G).

(it) Si f € C(A,F) et si Ay C A alors fi = fila, € C(A1, F) est immédiat (on
restreint le domaine de départ).

(7i7) Conséquence immédiate de la proposition 5.1.11 page 281 B

THEOREME 5.11. Soient f et g deux applications continues de A dans F et si f
et g coincident sur une partie B dense dans A alors elles sont égales.

Dém : Soit x € A, comme B est dense dans A alors il existe (z,) € BY telle que

lim x, = a. Par hypothese, on a donc
n—-+o0o

VneN, f(z,) = g(z,)
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et comme f et g sont continues, on peut passer a la limite, d’ou f(z) = g(z) et ceci
pour tout x donc f =9 W

Ce théoreme est souvent utilisé avec les relations fonctionnelles, on prouve que deux
fonctions continues sont égales sur Q ou sur I’ensemble des réels de la forme 2% pour
conclure a leur égalité.

THEOREME 5.12. Caractérisation des applications continues
f est continue sur A ssi YO ouvert de F', f~1(O) est un ouvert relatif de A.

Attention a la topologie induite!
Dém : Résultat un peu abstrait mais tres général, permet de faire des démonstrations
particulierement simples.

e (=) Soit O un ouvert de F, on suppose que f~(O) # (( sinon, par convention
() est un ouvert et la démonstration est terminée).
Siae f7YO) et b= f(a) € O alors O est un voisinage de b donc il existe
V,, voisinage ouvert de a tel que f(V, N A) C O (par propriété de la limite) et
donc

VanAcC fHf(VanA)) c f710)

(on a conservation des inclusions par image réciproque et l'application réci-
proque “grossit”). On en déduit que f~1(O) est un voisinage relatif de a dans
A et ceci pour tout a € A donc f~1(O) est un ouvert relatif de A.

o (&) Soit a € Aet e > 0. On pose Vi = B(f(a),e). Par hypothese,
1 (B(f(a),e)) = f 1 (Vi) est un ouvert relatif de A. C’est donc aussi un
voisinage relatif de a que I'on note V,. On a ainsi

F(Va) = F([7 (Viw)) = F(fTH(B(f(a),€))) € B(f(a),e) = Vi
(Papplication directe “réduit”, au contraire de I’application réciproque). On
peut alors conclure a la continuité de f en a pour tout a € A.
Dans le livre, je propose une démonstration plus “synthétique” :
pour tout V; il existe O tel que b € O, O C V;. On prend V, = f~1(O) et on
a f(Va) C Vi B
Remarque 5.1.15. On a aussi équivalence si on prend des fermés.
Dém : La propriété s’écrit
f€C(AF) & VC fermé de F, f~1(C) est un fermé de A.

Et cela vient du fait que f~1(B¢) = f~1(B)¢, que 'on peut prouver par équivalences :

re fN(B) s fr)e B & f(v) ¢ B
sré¢ fY(B)ercfY(B)NA

Question : Soit f € C(A,R), montrer que {z € A | f(x) # 0} est un ouvert de A.
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5.1.6 Applications linéaires continues

THEOREME 5.13. Caractérisation des applications linéaires continues
Soient (E, N) et (F,N') deux e.v.n., u € L(E, F) ; on a alors équivalence entre :

(1) u est continue sur F,

(#7) w est continue en 0,

(i51) 3C > 0, N'(u(z)) < CN(2).
< S

Dém :

e (i) = (ii) : Evident.
e (i1) = (4¢i7) : On traduit la continuité de u en 0 :

Ve >0,3n > 0,N(z) <n = N'(u(z)) <e.

£
On pose C' = p et pour y € E'\ {0} on prend z = -

On a N(z) = N(#y)n) = 7 donc, N'(u(z)) < € vu la propriété rappelée
ci-dessus. Ceci s’écrit alors sous la forme

N(ute) =V (sulo) ) = N (ul) < <

6N(y) = CN(y) (évident si y = 0).

0
o (iti) = (i) : On a N'(u(x) —u(y)) = N'(u(z —y)) < CN(z —y) donc u est
C-lipschitzienne i.e. u est continue sur £ W

done, pour tout y € E'\ {0}, N'(u(y)) <

Ezemples : il est utile d’avoir des exemples d’applications linéaires non continues.

(1) Soit ¢ : P € R[X]+— P(2) € R ou R[X] est muni de la norme 1. Si P, = X"
alors Ny (P,) =1 et ¢(P,) = 2" — +o0.

Dém : Si ¢ était continue, il existerait C' tel que |¢(P)| < CNy(P) pour tout
polynome P. Avec les polynomes P, cela donne 2" < C' pour tout n est c’est
impossible.

Conclusion : ¢ n’est pas continue Hl

(i1) (R[X], Noo)> (R[X], Ny) olt I est lidentité et P, = 1(1+ X + -+ + X 1),

1
Ni(P,) =1 et Noo(P,) = 1. '
Dém : Si I est continue, méme raisonnement que ci-dessus, il existerait C'
1
tel que Ni(I(P)) = N1(P) < CN,(P) et, avec P,, on a 1 < C'— ce qui est
n

la aussi impossible. I n’est pas continue et cela peut paraitre surprenant, le
théoreme qui suit précise justement ce genre de situation Wl
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GHE’:OREME 5.14. Caractérisation de I’équivalence des normes \
Soit ' un espace vectoriel, N et N’ deux normes sur F alors on a équivalence
entre les trois propriétés ci-dessous

(1) N et N’ sont équivalentes,

Ig:x€(E,N)—x € (E,N)

(1) les applications Iz (BN z € (E,N)

sont continues,

(7i1) (E,N) et (E,N’) ont les mémes parties ouvertes.

.

Dém :

e (it) = (i) : Ip et I} sont continues, on utilise le (i7i) du théoreme précédent,
donc il existe C et C”" telles que

Vo € B, N'(Ip(z)) = N'(z) < ON(z)
Vz € E, N(Iy(z)) = N(z) < C'N'(z)

par conséquent N et N’ sont équivalentes.

e (i) = (it) : On a N'(Ig(z)) = N'(x) < aN(z) donc, grace au théoreme
précédent, I est continue. De méme en échangeant les roles de N et N’ on
obtient N(I;(x)) = N(x) < BN'(x). N et N’ sont équivalentes.

e (i1) < (i17) : On utilise le théoreme 5.12 page 284 et 1'équivalence est alors
immédiate :
notons 7 et 7’ 'ensemble des ouverts pour N et pour N’.

— (i1) = (it7) : Soit O' € T’, comme I est continue, O’ = I1(O’) est un
ouvert de (E,N), O' € T i.e. 7' C T. Par symétrie, on a aussi 7 C 7"’
donc 7 =7,

— (i13) = (di) : On sait que O’ ouvert de (E, N’) est un ouvert de (E, N)
donc I71(0’") € T. D’aprés le théoréme 5.12, I est continue.
Il en est de méme pour I, I}, est continue B

Remarque 5.1.16. Grace au (iii) du théoreme sur la caractérisation des applica-
tions linéaires continues, ||u(x)|| est bornée sur la boule unité et on a égalité entre :

[u(z)]]

sup |lu(z)]], sup |lu(z)|, sup ———— et inf{C > 0|Vz € £, ||u(z)|| < C||=||}.
= e <1 w0 2]l

Dém : cf. question (i) page 289 B

DEFINITION 5.1.32. Norme subordonnée
Si(E,N) et (F,N') sont deuzx espaces vectoriels normés et u une application linéaire
continue de E dans F', on appelle norme subordonnée a N et N' le réel

lul = sup N'(u(a))
N(z)<1
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Remarque 5.1.17.

(1) Sile choix des normes sur E et F ne présente pas d’ambiguité, on adopte la
meéme notation pour les normes.

(#0) On a aussi [[u(@)]| < [lull.|lz]

Dém : Par définition, on a ||u|| = sup [u(@)l ce qui s’écrit encore

w20 |||

voe £\ (o}, Ll <l m

(1ii) Certains auteurs notent |||u]|| la norme subordonnée, d’autre |ul...

THEOREME 5.15. Espace LC(E, F)

Si E et F' sont deux espaces vectoriels normés, I’ensemble des applications linéaires
continues de E dans F' muni de la norme subordonnée est un espace vectoriel
normeé.

Dém : On utilise la propriété ||u|| = sup ||u(x)||r. LC(E, F), ensemble des appli-
llzllz=1

cations linéaires continues de £ dans F' est non vide (il contient I’application nulle).

On montre (rapidement ici) que c’est un espace vectoriel normé.

e Si ||ul| = 0 alors Vax € Sg(0,1) (sphére unité de E), on a [|u(z)||r = 0 donc
u(z) = 0. Par homothétie on a Vy € E\ {0} :

)
() = llylle (||y||E> F
donc u =0 (dans L(E, F)).

o Les propriétés ||Aul| = |A|.[|u|| et ||u+v]| < [Ju||+||v| ont déja été démontrées
avec Noo.

Grace aux propriétés mises ainsi en évidence, on en déduit que LC(FE, F') est stable
par combinaison linéaire (c¢’est donc un sous-espace vectoriel de L(E, F')) et la norme
subordonnée est bien une norme M

THEOREME 5.16.
Siue LC(E,F),v e LC(F,G) alors vou € LC(E,G) et ||voul| < |v|.|lu-

Dém : On a, pour tout = de £ :
[vou(@)la < [lvlllu(@)l[r < [[o]-llull-l|lz] 2

donc v o u est continue.
Si ||z|| = 1 alors ||v]|.]|u|| est un majorant de ||vou(x)||g. Par définition de la norme
subordonnée, ||v o u|| < ||v]|.|Ju]| (||[voul|| est le plus petit des majorants) B

DEFINITION 5.1.33. Algébre normée unitaire
Soit A une algébre unitaire munie d’une norme (définie sur sa structure d’espace
vectoriel), on dit que A est une algébre normée unitaire ssiqe la norme vérifie
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PROPOSITION 5.1.14.

B(A,K) ensemble des applications bornées de A dans K munie de la norme infinie
est une algebre normée unitaire.

LC(E) ensemble des endomorphismes continus de E muni de la norme subordonnée
est une algebre normée unitaire (notée aussi L.(E)).

Dém :
e B(A,K) est une algebre :

— On sait déja que B(A, K) est un espace vectoriel normé (cf. théoreme 5.1
page 260).

— B(A,K) est un sous-anneau de F(A,K) car il est stable par produit :

[f(@).g(x)] < [f(@)]-1g(2)] < [ flloc-[[9loc

pour tout (f,g) € B(A,K)? par conséquent f.g € B(A,K), en outre
1f-9llse < 1 lloc-[19]l-

— On vérifie alors que

VAEK, (f.9) € B(AK), A(f.g)=(\f)g=f.(\g).

B(A,K) est donc une algebre normée (unitaire).
e LC(E) est une algebre normée :

— LC(E) est une sous-algebre de L£(F) (on a vu que ¢’était un sous-espace
vectoriel de L(E), E = F cf. théoréme 5.15 page 287),

— la stabilité par la loi o a été établie au théoreme 5.16 ainsi que la propriété
[v 0wl < lvfl-[lull

On a prouvé que LC(FE) était une algebre normée W

ProprosITION 5.1.15. Cas des applications bilinéaires
Soit B une application bilinéaire de EXF' dans G, sl existe k > 0 tel que

1Bz, y)|| < Ellz]]- ||yl
alors B est continue.
Dém : On écrit
Bz +2',y+y) — Blz,y) = [Blx+ 2",y +y) — Blx +2",y)| + [B(z + 2", y) — B(z,y)]
=Bz +2',y) + B(2',y)

puis, en passant aux normes, on obtient

1Bz + 2",y +y) — Bla,y)| < k[lle+ [l + [|2[]- 1yl
et on passe aux € : solent ¢ > 0, ',y € E tels que ||| < n et ||y/]| < n avec

1= min (s 1) alors

1Bz + 2,y +y') — Bz, y)|| < kn(llz + 2" + lyll) < En(llz]| + [|2'] +]ly]))
<1
<kn(llzfl + flyl[+1) <e

donc B est continue W
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Ezxemples d’applications bilinéaires continues :
(1) (N x) e KXxE — \x € E (||A.z]| = [A.||z])-

(i7) Si E est préhilbertien réel (z,y) € E* — (z|y) (|(z|y)| < ||=|.||y|| par Cauchy-
Schwarz).

(7ii) Si A est une algebre normée (z,y) — z.y (||z.y]| < ||z||.||y|]| par définition)

Dém : Dans tous les cas, on a ||B(x,y)| < ||z||.||y|]| et on applique la proposition
précédente
Questions :

(i) Prouver 'égalité sup |u(z)|| = sup ()] =inf{C > 0| |lu(z)| < C|z|}.

[lx]|=1 w20 |2

(i1) Soit f : (R?%||.|[1) — (R?||.]|2) linéaire, de matrice dans les bases canoniques

“ "), chereher | £].

112) Soit R{X]| muni de la norme ||P|| = ai| ou P(X) = ar X* : on considere
(i12) ;

n

k=0 k=0
la forme linéaire définie par u(X*) = 1, est-elle continue ? Méme question si
on choisit ||P|| = sup |agl.
kefo,n]

5.1.7 Complétude, compacité

a) COMPLETUDE

Dans la pratique, le programme recommande de se placer en dimension finie, cepen-
dant le critere de Cauchy peut rendre des services pour les séries de fonctions donc
les démonstrations se feront en dimension quelconque sauf mention contraire.

DEFINITION 5.1.34. Swuite de Cauchy
On dit que la suite (u,) d’éléments de E e.v.n. est une suite de Cauchy ssizey

Ve >0, N €N, Vn> N, Vp €N, |upyp — un| <e.

Remarque 5.1.18. Toute suite convergente est de Cauchy, réciproque fausse.

Dém : Si la suite (u,) converge (vers b) alors

Ve >0, BN €N | Vn = N, |ju, — | <§.
Sip e Nalors n+p > N donc ||uyi, —b|| < % d’olt
[ttty — Unll = [ (Untp = b) + (b= wn)|| < [[unsp — 0l + flun — bl <€

donc la suite (u,) est de Cauchy B
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Ezemple : dans (R[X],||.|[1), Po =14 X + -+ 2.
Dém : Cf. question (i) page 297 B

DEFINITION 5.1.35. Espace complet

Soit E un e.v.n., si toute suite de Cauchy de E converge alors on dit que E est un
espace complet.

Cette notion s’étend, par le biais de la topologie induite, au cas des parties de E
(qui n’est pas forcément un espace complet).

THEOREME 5.17. R est complet
Toute suite de Cauchy de réels converge dans R.

Dém : Soit (u,) une suite de Cauchy de réels.

e Elle est bornée : on prend £ = 1 dans la définition : il existe N € N tel que
Vp € N, |UN+p| < ‘UNer — UN| + |UN| <1+ |UN|
On pose alors M; = max{|ug|,k € [0, N — 1]} et M = max(M;,1 + |uy]|) et
onaVneN, |u,| <M.

e Pour chaque p, on pose a,, = inf,,>, u, et §, = sup,,>, u,. (a,) est croissante,
(Bp) est décroissante car cy,;; est la borne inférieure d’'un ensemble plus petit
que pour o, argument que ’on renverse pour 3,41.

e Grace au critere de Cauchy, on prouve que 3, — o, — 0 :
en effet, Ve > 0, AN e N | Vp > N, V(k,1) € N?, |upip — upry| < € don

V(k,1) € N2, wppp < tpyy +€

par conséquent, u,;; + € est un majorant de {u,;r, k € N} et on en tire
I'inégalité 3, < upq + €.
B, — € est un minorant de {u,;, | € N} d'ou 3, — ¢ < op. Comme a, < 3,
on en déduit que
0< B, —a,<c¢
ce qui signifie que lim (8, — a,) = 0.
p—+oo
e On peut donc appliquer le théoreme des suites adjacentes, par conséquent

lim a, = lim (, =wu. Or on al’encadrement suivant
p—too p—-+oo

ap < up < By
qui permet de conclure a la convergence de (u,,) par application du théoréeme

d’encadrement Wl

DEFINITION 5.1.36. Espace de Banach
Un espace vectoriel normé complet (i.e. dans lequel toute suite de Cauchy converge)
est appelé espace de Banach.

DEFINITION 5.1.37. Espace de Hilbert
Un espace préhilbertien complet est un espace de Hilbert.
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THEOREME 5.18. Si les (E;);ep p) sont des espaces de Banach alors Ey X ... xE,
est un espace de Banach pour la topologie produit.

Dém : Si u, = (u),...,uf) est une suite de Cauchy alors (u)),..., (u?) sont des
suites de Cauchy (par définition de la norme produit). Comme les E; sont des
espaces de Banach, chaque suite converge donc (ul, ..., u?) converge (cf. propriété

5.1.2 page 267) B

[COROLLAIRE 5.19. R™ et C™ sont des espaces de Banach. ]

Dém : On sait que R est complet et sur C, la norme du module est équivalente a la
norme infinie donc C est complet en application du théoreme précédent.

On peut alors conclure que K" est complet pour la topologie de la norme produit
(mais on verra qu’en dimension finie, tous les espaces sont complets B

Remarque 5.1.19. (C([a,b],R), ||.||oc) est un espace de Banach de dimension infinie
mais (C([a,b],R), ||.|[1) n'est pas un espace de Banach.

Dém :

Montrons que E; = (C([a, b],R), ||.|lo) est un espace de Banach, on va utiliser pour
cela des techniques que l'on rencontrera plus loin avec les suites et les séries de
fonctions.

Soit (f,) une suite de Cauchy de Fj.

e Montrons que, pour tout x € [a,b], (fn(x)) est une suite de Cauchy (qui
converge par conséquent) : on a
Ve >0, dng e N |Vn>=2ng, VpeN, ||forp — fullo <€ (1)
Ve >0, dng e N|Vn >=ng, VpeN, Vo € [a,b], |forp(x) — fulx)] <e (2
La derniere propriété signifie en effet que (f,(x)) est une suite de Cauchy. On
note f(z) sa limite.

e On fait alors tendre p vers U'infini dans (2) et, par conservation des inégalités
dans les limites, on a
Ve >0, 3ng € N | Vn = ng, Vo € [a,b], |f(z) — fu(z)] <€ (3)
et, en passant a la borne supérieure sur z, on a ||f — f,||lc < € donc la suite
de Cauchy (f,) converge.

e Pour conclure, il reste a prouver que f est continue :
soit xg € [a, b], on utilise (3) avec €/3 : | fn,(x) — f(2)| <

on utilise ensuite la continuité de f,, en xg :

pour tout x,

Wl ™

Ve >0, 3 >0 [ [z —zo] <= [fng(#) = fno(w0)] <

Wl M

et on rassemble toutes ces inégalités :

[£(2) = f(@o)l < [£(2) — Fno(@)]+ [ fo (2) — fro (20)

(.

<e

+ | fao (20) — f(20)

> (. >

~~ g

<e/3 <e/3 <e/3
ce qui prouve la continuité de f.

Conclusion : on a prouvé que (f,,) suite de Cauchy de E; convergeait dans F; donc
FE est un espace de Banach.
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Montrons maintenant que Ey = (C([a,b],R),||.||1) n’est pas un espace de Banach.
Il suffit en fait de trouver un exemple de suite de Cauchy de FE, qui ne converge
pas. On prend f,, affine par morceaux sur [0, 1] définie par f,, = 1 sur [0,1/2 —1/n],
fo=0sur [1/24 1/n,1]:

1

e (f,) est de Cauchy : le dessin ci-dessus représente une fonction f,, n > 2. On
peut majorer || f,+p, — full1 par laire hachurée (le tracé de y = f,4,(z) passe
dans cette partie) donc || frip — full1 < % (somme des aires des triangles).

n
(fn) est bien de Cauchy.

e Montrons qu’elle ne converge pas, par ’absurde :
On suppose qu’il existe f € C([0,1]) telle que || f — full1 — 0.
Montrons (& nouveau par 'absurde) que f(z) = 0 pour z €]3,1] :
supposons qu’il existe z €], 1] tel que f(z) # 0. Comme f est continue, on

pent trouver [, 6] 13, 1] tel que vy € [, 3], |f0)] > 51(2)]

1
Pour N assez grand, on a 3 < 3 + N < a donc, sin > N, f, est nulle sur

[, B]. Par conséquent, on a

1 B8
1 = fulli = / @) = fuly) dy > / @) — fuly)] dy

=
2

p o
> / F)ldy = 2= @)

ce qui est impossible car ||f — f.|1 — 0.
1
On montre de méme que f(z) = 1si z € [0,1[. f n’est pas continue en 5 car

lir}q flz) =1et liI? f(z) = 0. Conclusion : la suite (f,) ne converge
r—1/2— r—1/2+

pas dans C([0, 1]), C([0,1]) n’est pas un espace de Banach et, par homothétie-
translation, il en est de méme de C([a,b]) W

PROPOSITION 5.1.16. Si E est un espace de Banach et si A C E, A # 0, on a
équivalence entre
A complet < A fermé
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Dém : On utilise le critere séquentiel pour les fermés :

e (=) Soit (z,,) € AY une suite convergente dans E, (x,,) est une suite de Cauchy
(cf. remarque 5.1.18 page 289) donc elle converge dans A car A est complet.
Ceci entraine que A est fermé.

e (<) Soit (z,,) € AY une suite de Cauchy. Comme E est complet, (z,,) converge
dans E. Or, comme A est fermé, on sait que toute suite de AN qui converge
dans E converge dans A. On en déduit effectivement que A est complet B

L’implication directe = n’utilise pas I’hypothese E complet donc toute partie
complete est fermée.

. )
THEOREME 5.20. Critere de Cauchy pour les fonctions

On suppose que f : AC E — F ou E et F sont des e.v.n., I’ complet, on a alors
I’équivalence

lim f(x) existe ssi Ve > 0, In >0, ¥(z,y) € [ANB(a,n))? ||f(x) - fy)| <e.

r—a

< y

Dém : On utilise ici le critere séquentiel de continuité.

e (=) Soit b = lim f(z), on utilise la méme démonstration que pour la remarque
5.1.18. Traduisons 1'hypothese :

Ve >0, Ip>0, | Vo € Bla,n)NA, || f(z) - b <

DO ™M

donc, pour tout (z,y) € [B(a,n) N A]?,
1 () = F) < [[f(2) = ol + [Io = f(y)ll <e.

e (<) Soit (x,) une suite convergente vers a alors

Ve>0, I3n>0, AINeN |Vn >N, ||z, —a| <7
Vp €N, [[zusy — all <1

donc (2, Z,4,) € [AN B(a,n))? ce qui entraine que || f(z,4,) — f(z,)| <e.
La suite (f(x,)) est une suite de Cauchy et comme F est un espace de Banach,

lim f(x,) existe. Comme ceci est vrai pour toute suite z,, — a, on en déduit
n—+o0o

que lim f(z) existe (cf. remarque 5.1.14 (ii) page 282) B

Ezemple : soit f dérivable sur |a,b[ a valeurs réelles, f’ bornée alors, grace a
'inégalité des accroissements finis, on peut prolonger f par continuité a [a, b].

Dém : On utilise le ghéoréme des accroissements finis : si M > 0 est une borne de
|f'| alors, avec n = —, on a

M

Y(2,y) €la,a+nl, |f(@) = f)I < Mz —y| < My =e

donc f admet une limite grace au théoreme précédent M
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b) COMPACITE

DEFINITION 5.1.38. Propriété de Bolzano-Weierstrass, partie compacte
A C E vérifie la propriété de Bolzano- Weierstrass ssiqe de toute suite de A, on peut
extraire une sous-suite convergente dans A. On dit dans ce cas que A est compact.

PROPOSITION 5.1.17. Si A C E est un compact alors A est un fermé borné de E.
Dém

o A est fermé en utilisant le critere séquentiel : soit (z,,) € AN une suite conver-
gente dans E. On peut extraire (:vq,(n)) une suite qui converge dans A car A
est compact. Or, on sait que toute suite extraite d'une suite convergente vers
a converge elle aussi vers a. On a donc

a= lim =z,
n—-4oo

= lim 2 € A

i.e. a € A donc A est fermé.

e On prouve que A est borné par I’absurde : si A n’est pas borné alors on nie
la propriété
dM >0 |Vxe A, ||z| <M

ce qui donne VM > 0, 3x € A | ||z|| > M. Si on prend M = n € N alors on
met en évidence une suite (z,,) € AN telle que ||z,| > n. La suite (z,) est
divergente, en effet

Vp €N, [[znip = Zall Z [[2nipll = [lzall Z 1 +p = [lon]] = +00

quand p — 400. (x,) n’est pas une suite de Cauchy donc elle ne converge pas

(on pouvait aussi raisonner par ’absurde en supposant que lim =z, = a et en
n—-+00

prouvant que ||z, — al| — +00).
Soit ¢ : N — N strictement croissante, on a ||z, || = ¢(n) = n donc (zy(n))
ne peut pas converger ce qui est contradictoire avec 'hypothese A compact B

PROPOSITION 5.1.18. Si A est compact, B C A, alors B fermé ssi B est compact
(i.e. pour les sous-ensembles de A, on a équivalence entre compact et fermé).
Dém :

e (=) Soit (z,) € BY, (x,,) est aussi une suite d’éléments de A donc, comme A
est compact, il existe une suite extraite convergente dans A : (zy@,). Or B
est fermé donc (z,(,)) converge dans B i.e. B est compact.

e (<) On vient de voir a la proposition précédente que si un ensemble est com-

pact alors il est fermé M

PROPOSITION 5.1.19. Si A; est un compact de E; alors A;xAsx --- XA, est un
compact de E1xFEy--- X FE,.
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Dém : On procede par récurrence et on extrait des suites convergentes des suites
coordonnées :

e Pour n =2, A = A;xAy, soit (u,) = ((up), (u)) € AY, il existe ¢ telle que

(u}o(p)) converge dans Aj. (u?p(p)) est une suite de Ay qui est lui aussi compact
donc il existe ¢ telle que (ui(w(p))) converge (attention ici a l'ordre entre ¢

et 9, pour s’en convaincre, écrire vg = u?, , alors la suite extraite a pour

e(p)
terme vi(p) = ui(w(p))). (u;(w(p))) converge aussi donc (ug(y(p))) converge dans

A1><A2.
e On suppose 'hypothese vraie a l'ordre n alors si A = (Ayx -+ A,) XA,

=B compact
A = Bx A, est lui aussi compact grace a la propriété prouvée a 'ordre 2 B

PROPOSITION 5.1.20. Si (u,,) est une suite d’éléments de A compact et si (u,) n'a
qu’une seule valeur d’adhérence alors (u,) converge.

Dém : Soit a l'unique valeur d’adhérence de la suite (u,), on définit I'ensemble
N.={neN| ||lu, —a| > ¢}

Montrons par I'absurde que cet ensemble est fini :

s'il existe € > 0 tel que Card(N.) = +oo alors, en rangeant les ¢léments de N,
dans l'ordre croissant, on écrit N. = {¢(0),¢(1),...,¢(n),...}. On pose v, = Uy,
(v,) € AN et comme A est compact, (v,) admet une valeur d’adhérence b. Comme
par hypothese, ||v, — a|| > ¢ alors ||[b — a]| > € i.e. b# a. On peut donc extraire de
la suite (u,) une suite qui converge vers b # a ce qui est contradictoire.

N est donc fini, on pose N = max(N,) + 1 alors Yn > N, n ¢ N. ce qui entraine
que ||u, —al| < e.

Conclusion : on a prouvé que, pour tout € > 0, il existe N tel que n > N entraine
|lun, — al| < e ce qui traduit le fait que (u,) converge (vers a son unique valeur
d’adhérence) W

THEOREME 5.21. Théoréme de Bolzano-Weierstrass
Sur R et C", A compact ssi A fermé borné.

Dém : On sait déja que si A est compact, il est fermé, borné (cf. proposition 5.1.17).
Il reste a prouver que si A est fermé borné, il est compact.

On sait qu'un segment [a, b] est compact par la version du théoreme de B.W. vue en
premiére année, puis si A est borné pour la norme infinie (mais c’est la méme chose
pour les normes 1 et 2) alors il existe M > 0 tel que A C B(0, M) = [-M, M]".
A est donc contenu dans un produit d’intervalles compacts qui est compact (cf.
proposition 5.1.19). Par conséquent A est compact comme fermé dans un compact
(cf. proposition 5.1.18) W

PROPOSITION 5.1.21. Si A est un compact de E alors A est complet.

Dém : Soit (u,) une suite de Cauchy de AN, comme A est compact, on sait qu'on
peut extraire (u,(,)) une suite convergente vers a € A soit

Ve >0, AN e N | Vn = N/, ||upm) — al| <e/2
et on traduit I'hypothese (u,,) suite de Cauchy :
Ve>0, AN eN|Vn >N, VpeN, |unsy — unl| < /2.
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Soit N” = max(N, N'), n > N”, comme ¢(n) > n, on peut écrire ¢(n) = n+p d’ou

lun = all < [lun = v || + [lupem) —al| <€

(. > . >

g

(1)<e/2 (2)<e/2

car dans (1), on utilise le critere de Cauchy et dans (2) la convergence de la suite
extraite.
Conclusion : on a prouvé que toute suite de Cauchy converge donc A est complet B
Un théoreme tres important qui permet par exemple de prouver quun ensemble est
compact.

THEOREME 5.22. Etant donnée une application continue f de A dans F, I'image
par f d’une partie compacte de E incluse dans A est une partie compacte de F'.

Dém : On utilise la propriété de Bolzano- Weierstrass :

Soit K C A un compact, (y,) € f(K)N une suite. On sait que, pour tout n, il existe
z, tel que y, = f(z,) (par définition). Comme K est compact, il existe (z,(,)) une
suite extraite qui converge vers x € K.

On utilise alors la continuité de f : yom) = f(Ty@m)) tend vers y = f(z).
Conclusion : de toute suite (y,) de f(K)Y, on peut extraire une suite convergente
dans f(K), donc f(K) est bien un compact B

Remarque 5.1.20. On a vu en premiére année que ce dernier théoréme permettait
de prouver qu’une fonction définie sur un intervalle compact, a valeurs réelles était
bornée et atteignait ses bornes (théoréme de Heine n “2). Ce résultat est aussi vrai
pour f € C(A,R) ou A est compact i.e. [ est bornée et atteint ses bornes. De méme,
si f € C(AF), ||f]| est bornée et atteint ses bornes (car ||f|| est continue).

DEFINITION 5.1.39. Continuité uniforme
On dit que f est uniformément continue sur A sSige

Ve>0, In>0, Y(z,2") € A%, ||z —2/|| <n=||f(z) - f(@)] <e.

On retrouve alors le théoreme de Heine n ° 3.

THEOREME 5.23. Si f € C(A, F) ou A est un compact alors f est uniformément
continue.

Dém : Par I'absurde : on suppose que f n’est pas uniformément continue ; écrivons
donc la propriété que l'on veut nier :

Ve >0, I >0, V(z,2) € A% Jlz — 2’| <n= | f(z) — f(&)ll <e
d’ou

Je >0, V>0, I(z,2") € A% |lz — 2’| <met || f(z) — f@a)] > &

1
On prend n = —E ce qui nous fournit un couple (z,, 7)) € A% A? est compact
n
donc on peut extraire une suite convergente (Zy(n), 2, ,)) vers (z,2') € A2,

On a alors

o [[Zpm) — 2l < POES! — 0 donc z = 2’ a la limite,

e(n)+1
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e comme f est continue, ||f(zym)) — f(@))[l — 0

ce qui méne a une contradiction car || f(zm) — f(2,, || > € ne peut tendre vers 0.
Conclusion : on a prouvé que f est uniformément continue l

Remarque 5.1.21. Si [ est lipschitzienne alors f est uniformément continue.
Dém : Si f est k-lipschitzienne (k > 0) alors il suffit de prendre n = % :
Ve >0, In = % | V(z,a") € A%, |z — 2’| < = [ f(2) = f@)]| < Kllz -2/ < <M

Questions :
n

X
(¢) Prouver que, dans (R[X],|[].||1), la suite P, =1+ X +--- 4 —- est de Cauchy
n!

mais ne converge pas.

(43) Si la sphere unité S(0,1) est compacte dans E espace vectoriel normé alors
prouver que B(0, 1) (la boule unité fermée) est aussi compacte.

5.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

5.2.1 Topologie d’un espace vectoriel de dimension finie

THEOREME 5.24. Théoréme fondamental
Dans un espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale a 1, toutes les
normes sont équivalentes.

Dém : (non exigible) On prend K = R en premiere lecture. Soit (e;);cqi,n) une base
de E (choisie une fois pour toutes) et on prend la norme infinie dans cette base
(notée Ny, ici).

e L’application (1, %s,...,2,) € K" +— x1e; + x99 + -+ + w6, € E est

continue si on choisit N(x) = sup |z;| dans K" (o x = (xq,...,2,)) :
en effet, on a N,)(¢(x)) = N(x) donc ¢ est continue, de norme subordonnée
1.

e Comme ¢ est continue, Sg(0,1) = ¢(5(0,1)) est un compact de E (Sg(0,1)
désigne ici la sphere unité de E et S(0,1) celle de K™).

e Si N’ est une autre norme sur E, grace a I'inégalité triangulaire, elle est conti-
nue par rapport a N :

N'(z) = N' (Z%‘ei) < Z |2 N'(e:)
; =1
< ZN/(ei) N(ei)(x) < aN(ei)(x>
i=1

=«

et on utilise la célebre inégalité des normes

IN'(z) = N'(y)| < N'(z —y) < aNe,(z — ).
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e N’ est bornée et atteint ses bornes sur Sg(0, 1) en tant qu’application continue
donc

3(x0,%0) € SEe(0, 1)2 | Vo € Sp(0,1), N'(zo) < N'(z) < N'(yo)

e Soit y € E'\ {0}, on pose x = Y ¢ SE(0,1) et a = N'(xo), b= N'(yo). a

N(ez)(y)
et b sont > 0 car zy et yy ne sont pas nuls. En traduisant I'inégalité ci-dessus,
on obtient N
N(ez)(y)

soit alN(,)(y) < N'(y) < bN(,)(y) (encore valable si y = 0).

a < N'(z)

On a montré que toutes les normes étaient équivalentes a N(.,) donc, par transitivité,
toutes les normes sur F sont équivalentes.
En deuxieme lecture, on prend K = C, la démonstration est la méme B

Remarque 5.2.1. Une conséquence directe du théoréeme fondamental est que, en
dimension finie, il n’y a qu’une topologie compatible avec les mormes ; donc, on
pourra traiter tout probleme relatif a la topologie dans un e.v.n. avec la norme de

son choix (notamment les problemes de limite et de continuité). Par exemple, pour
N n

prouver que la suite o admet une limite, on prendra une norme appropriée (cf.
n=0 7

théoréme 5.45 page 322).

Dém : On “rappelle” quune topologie désigne ’ensemble des ouverts d’un espace
vectoriel normé. On a vu (cf. théoreme 5.14 page 286) que deux normes équivalentes
définissaient la méme topologie. La remarque s’en déduit alors immédiatement M

COROLLAIRE 5.25. Tout e.v.n. de dimension finie est complet (i.e. est un espace
de Banach).

Dém : En effet, on peut prendre n’importe quelle norme, en particulier la norme
infinie associée a une base et on se ramene ainsi a K" :

Soit E un espace vectoriel normé de dimension n > 1, (eq,...,e,) une base de E,
on choisit la aussi la norme infinie que I'on note Ni,).

Si (z,) € E" est une suite de Cauchy alors, en reprenant I'application ¢, la suite
(¢ '(zp)) est une suite de Cauchy de KN. En effet, on a N(¢~!(z},)) = N, (z,) (N
désigne ici la norme infinie de K").

On sait que K" est complet (cf. théoreme 5.19 page 291) donc la suite (¢ (z,))
converge dans K. Comme z, = (¢~ '(z,)) et que ¢ est continue, on en déduit que
la suite (z,) converge.

Conclusion : E est complet B

COROLLAIRE 5.26. Les parties compactes de F sont les fermés bornés (en par-
ticulier, la boule unité fermée est compacte). C’est le théoreme de Bolzano-
Weierstrass.

Dém : Le sens direct est immédiat.

Réciproque : si A est fermée bornée dans E alors ¢ 1(A) est aussi fermée, bornée
de K" (on utilise toujours la méme application ). On sait alors, d’apres le faux
théoreme de Bolzano-Weierstrass (cf. théoreme 5.21 page 295), que ¢~ '(A) = K est
compacte donc A = ¢(K) est aussi un compact Bl
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Remarque 5.2.2.

(2)

(i)

La partie constituée des éléments d’une suite convergente et de sa limite est
compacte.

Dém : un peu pénible a rédiger. Soit (x,) € EY une suite de limite a, on pose
A ={x,, n € N}U{a} et on veut montrer que A est compact. On considére
pour cela une suite (y,) € AY.

— Sl existe x € A tel que Card P est infini ou P = {n € N | y,, = 2} alors,
en ordonnant les éléments de P, on écrit P = {¢(0), p(1),...,¢(n),...}.
La suite (yymy) est stationnaire donc convergente.

— On écarte maintenant le premier cas.
On sait que yp, = Tyny ot : N — N est une application quelconque.
t(n) — 400 : en effet, soit P €N, {n € N | t(n) < P} est fini (sinon il
eriste m € N et une infinité d’entiers n tels que t(n) = m, la suite (yy)
prendrait une infinité de fois la valeur x,, ce qui est écarté). Il existe
donc N =sup{n € N | t(n) < P} +1 tel que Yn > N, t(n) > P (ce qui
est la définition d’une suite tendant vers +00).
On déduit de ceci que y, — a.

Conclusion : on a prouvé dans tous les cas que, de toute suite de A admettait
une sous-suite convergente donc A est compact.

Remarque : on pouvait aussi prouver que A est un fermé borné en dimension
finie, la démonstration proposée est valable en dimension quelconque B

En dimension finie on a équivalence entre partie compléte et partie fermée.
Dém : un espace de dimension finie est un espace de Banach, il suffit alors
d’utiliser la proposition 5.1.16 page 292 A

COROLLAIRE 5.27. Si E est un e.v.n. de dimension finie alors LC(FE, F') = L(E, F).

Dém : On prend (e;) base de E et on choisit la norme infinie sur £ alors

Hf(z zje;)

Z%‘f(@j)

< Z EZIRIVACHIIFEES H:CHEZ 1F(e5)l

—_——
=A

F

< Allzllg

donc f est bien continue. L(E,F) C LC(E,F). L’inclusion inverse est immédiate
donc LC(E,F)=L(E,F) R

Remarque 5.2.3. Il en est de méme des applications multilinéaires :
si f € L(Ey, By, E, ;F) etsiles E; sont des e.v.n. de dimension finie, alors f
est continue.

Dém :

Ceci n’est pas au programme, on peut le prouver en généralisant la

démonstration que 'on a pu faire pour les applications bilinéaires (cf. proposi-
tion 5.1.15 page 288) et en majorant f(zy,...,x,) comme ci-dessus.
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On peut aussi exprimer f dans une base de E et une base de F'. Dans ce cas, les
applications coordonnées de f sont polynomiales donc continues (on se sert de cet
argument pour montrer que 'application qui a une matrice fait correspondre son
déterminant est continuc) Ml

\

GHEOREME 5.28. Caractérisation des applications continues a valeur
dans un espace de dimension finie
Soit f € F(A,F) ou F est un espace vectoriel normé de dimension finie, si

n
(€i)icqi,n] est une base de F', on écrit f = ) fie; alors
=il

e si f est continue alors, pour toute base (e;), les f; sont continues

e s’il existe une base (¢;) telle que les f; soient continues alors f est continue.

\ J

Dém :

e Soit p; 1z € F — x; € K application coordonnée, p; est une forme linéaire,
elle est par conséquent continue. f; = p; o f est continue par composition des
applications continues.

e Si f; est continue pour tout ¢ € [1,n] alors f;.e; est également continue donc

n
f=>" fi-e; est continue A
i=1

Remarque 5.2.4. On obtient le méme résultat avec les suites et les suites coor-
données.

Questions :
(1) Montrer que O(n) = {P € M, (R) | PP" = I,} est compact.
(77) Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E espace vectoriel

normé (de dimension quelconque), montrer que F' est fermé.

5.2.2 Connexité par arcs

DEFINITION 5.2.1. Connezité par arcs
A est conneze par arc ssige V(a,b) € A%, I(a, B) € R?,
a< B, 3f :la,B] — A continue telle que f(a) = a et f(5) =b.

Ezemples -

(1) Les intervalles de R sont connexes par arcs.
Dém : cf. prochain théoreme B

(77) Plus généralement, toute boule d'un e.v.n. est connexe par arcs.
Dém : Prenons l'exemple de B(a, ) boule ouverte de centre a, de rayon r > 0.
Soit (z,y) € B(a,r)?, on pose f(t) = (1 —t)x + ty.
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e f est continue car f(t) — f(t') = (t — t')(y — =) donc

LF(8) = N =1t = ']y — =]
i.e. f est lipschitzienne.

o f(0)=u=, f(1)=y,
e f([0,1]) C B(a,r) :

la = fOI = lla = (1 =)z —ty| = [|(1 =) (a —z) + t(a -y
< =dlla—zl +tfla—yl <r

(en distinguant par exemple les cas t = 0 et ¢ > 0 pour avoir I'inégalité
stricte).

On a alors prouvé que B(a,r) est connexe par arc mais, a la différence des
intervalles de R, on n’a pas équivalence Ml

e N
// \
\
s
e \
4 |
7T T T~ ___/// |
/
/ I,
i /
4 /
1 a /
| /
| //
\ 7’
\ b 7
\\ //’
AN //
~ -

-~ _—

On a vu en premiere année le théoreme des valeurs intermédiaires, il se traduit alors
de la maniere suivante.

THEOREME 5.29. Sur R on a équivalence entre les notions d’intervalle et de partie
connexe par arcs.

Dém :

e Si I est un intervalle, on sait que V(a,b) € I*, a < b, [a,b] C I. 11 suffit alors
de prendre f(t) =t qui est continue (ou de reprendre la démonstration que
I'on a faite pour les boules).

e Réciproque : soit I un ensemble connexe par arcs, (a,b) € I%, a < b. Par hy-
pothese, on sait qu'il existe (a, 8) € R?, a < 3 (par exemple), f € C([a, 5], 1)
telle que f(a) =a, f(B) =b.

On applique alors le théoreme des valeurs intermédiaires : Ve €]a, b], 3y €la, 3]
tel que f(vy) = ¢ donc c € [.

On a ainsi prouvé que [a,b] C I pour tout couple (a,b) € I? donc I est bien
un intervalle Il

Ce théoreme se généralise dans les espaces vectoriels normés.
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N
THEOREME 5.30. Si E est un espace vectoriel normé alors toute partie convexe
de E est connexe par arcs.

Dém : C’est la méme démonstration que celle qu’'on a pu faire pour les boules (en
plus simple). Si A est convexe et si (a,b) € A? alors on prend f(t) = (1 — t)a + tb.
[ est continue, a valeurs dans A car A est convexe et f(0) =a, f(1) =01

PROPOSITION 5.2.1. Si A et B sont deux parties connexes par arcs d’intersection
non vide alors AU B est aussi connexe par arcs.

Dém : Soit c € AN B et (a,b) € (AU B)?. On traduit les hypotheses :

3f €C([a, B, AUDB)| f(a) =a, f(B)=c
Jg € C([, 6], AU B)| g(7) = ¢, g(0) =

(f([e, B]) € A C AU B, de méme pour g). On pose alors

h(z) = f(x) s?xE[oz,ﬁ]
glx—p+v) sizelf,f+0-1]

h est continue a droite en (3 car g(z — (3 + ) l'est, h est continue a gauche en [ car
f Vest donc h € C([a, B+ 6 — 7], AUB), h(a) =a, h(B+ 6 —7) =b.

Conclusion : A U B est connexe par arcs (cette propriété qui se généralise par
récurrence a une réunion finie d’ensemble connexes par arcs A; U ... U A, avec

AN A #0) W

Remarque 5.2.5. Pour les formes différentielles, on a besoin de la notion de partie
étoilée (i.e. A est étoilée ssi il existe a € A tel que pour tout b € A, [a,b] C A).
On vérifie facilement que toute partie étoilée est connexe par arcs.

Dém : Soit A étoilée par rapport a a. Si (z,y) € A? alors [z, a] et [a, y] sont connexes
par arcs et [z,a] N [a,y] # 0 donc [z,a] U [a,y] C A est connexe par arcs d’ou

Ao, B) €R? a < B, If €C([lo, B, A) | fla) ==, f(B) =y

ce qui signifie que A est connexe par arcs il

THEOREME 5.31. Soit f € C(A, F) et B C A une partie connexe par arcs alors
f(B) est une partie connexe par arcs. En d’autre termes, 'image continue d'un
connexe par arcs est un connexe par arcs.

Dém : On utilise la composée d’applications continues :
Soit f € C(A,F) et B C A connexe par arcs. Si (a/,V) € f(B)? alors @’ = f(a) et
v = f(b) ot (a,b) € B®. On traduit 'hypothese faite sur B :

I, ) €R?, < B3, g €C([a, 8], B) | g(a) = a, g(B) =b.

h=fogel(apb],f(B)), h(a) = f(a) = d, h(B) = f(b) = ce qui signifie que
f(B) est connexe par arcs l

Ezxemples d’applications :
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(i) Tl n’existe pas d’application bicontinue de R sur R2.
Dém : Par absurde, on suppose que 3f € C(R, R?) bijective, f~! € C(R? R)
et A= f(a) € R2. R?\ {A} est connexe par arcs (il suffit de “faire le tour” de
A) mais f71(R?\ {A}) = R\ {a} n’est pas connexe par arcs (14, on ne peut
pas “faire le tour”). On a donc une contradiction, I'image d’'un connexe par
arcs (R?\ {A}) par f~!, supposée continue, n’est pas connexe par arcs W

(77) Il n’existe pas d’application bicontinue de [0, 27[ sur U (ensemble des nombres
complexes de module 1), notamment ¢ € [0, 27[— e n’admet pas de fonction
réciproque continue.

Dém : Toujours par 1'absurde, soit f € C([0,2n[, U) bijective telle que f~! €
C(U, [0,27[). On utilise le méme argument que ci-dessus :
U\ {f(m)} est connexe par arcs mais [0, 27[\{7} ne 'est pas B

5.3 Séries d’éléments d’un espace vectoriel normé

5.3.1 Suites et séries

DEFINITION 5.3.1. Série dans un espace normé, somme partielle

Soit E un espace normé, (u,) une suite d’éléments de E, on appelle série associée
p
a la suite (uy), la suite (s,) ot s, = u, que lon notera ) uy,.
n=0
La suite (s,) est appelée suite des sommes partielles de la série Y uy,.

Ezemples -

1
(i) Série harmonique ) —.
n

(77) Série géométrique > ar”.

(1ii) Série télescopique si u, = v, — U,_1, Uy = vy alors s, = v, : ceci est un

exemple tres intéressant dans la pratique et on l'utilise dans les deux sens.

1 1 1 1
———onawas,=1——— (Onawu, =— — ).
n(n+1) p+1 n n+1

Réciproquement, a partir d’une suite (v,), on peut étudier la série »_ u, ou
U, = v, — v,_1 appelée série aux différences .

Avec u,, =

DEFINITION 5.3.2. Série convergente, somme d’une série

Si la suite (sp)pen des sommes partielles d’une série est convergente alors on dit que
+00

la série » u, est convergente. La limite de cetle suite est notée > u,, et est appelée
n=0

somme de la série.

+00 p
Remarque 5.3.1. Attention !, la notation »_ w, correspond a la limite de _ u,

n=0 n=0
quand p tend vers +o00. Ce n’est en aucun cas une somme !

PROPOSITION 5.3.1. Espace vectoriel des séries convergentes
L’ensemble des séries convergentes sur E est un espace vectoriel.
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Dém : On définit

D tun Y 0a Y (un+va)
)\Zun(ﬁfz AUy, .

Grace aux propriétés des limites et de la convergence, si > u, et > v, convergent
alors > u, + > v, converge et

+o0
Zun—i—vn Zun—i—Zvn
n=0

De méme A > u, converge et Z Ay, = A Z U,
n=0 n=0
Conclusion : la série nulle est convergente donc I'ensemble des séries convergentes

n’est pas vide et on vient de montrer qu’il est stable par combinaison linéaire, c¢’est
donc un sous-espace vectoriel de N W

Remarque 5.3.2. Dans un e.v.n. de dim. finie, une série converge ssi chacune
des séries coordonnées converge.

Dém : Si dim £ = p, soit (eq,...,e,) une base de E. Pour tout n € N, on écrit

P p
= > Upie;. On aalors > u, = > (D u,;)e; et on applique le résultat relatif
= i=1
aux suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie H

THEOREME 5.32. Pour qu’une série converge, il est nécessaire mais non suffisant

que lir}ra u, = 0 (contre-exemple : u, = In(1+ 1/n)).

Dém :

e Si > w, converge alors u, = s, — s,_1 (S, est la somme partielle). Or (s,) et
(Sn—1) sont deux suites qui admettent la méme limite donc u,, — 0.

e u,=In(1+1/n) =In=L =In(n+1) —Inn (pour n > 1).
Onas, =Y u,=In(n+1) — +oo donc > u, diverge B
k=1

DEFINITION 5.3.3. Reste d’une série convergente

S uy, est une série convergente alors r, = Z Up — S, est appelé reste de la série.

Onaalorsr, = > u,.
n=p+1
Ezemple des séries géométriques : Y ar™ converge ssi |r| < 1 (r peut étre complexe)
+o00o
etona » ar" = :
n=0 L—r
arptl
Un résultat aussi intéressant : r, = 7 car dans la pratique, le fait de connaitre
—r

explicitement le reste d’une série peut rendre de grands services.
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Dém : On utilise la formule donnant la somme d’une suite géométrique :

+

Zarp:a pour r # 1.

et r,=s—s5,= n
1—r

+o00o
On en déduit les 2 résultats : si [r| <1, > ar™ =
n=0

Remarque 5.3.3.

(1) On ne modifie pas la nature d’une série en changeant un nombre fini de termes
(la notion de convergence pour une série est un caractére a l'infini).

(13) Si les premiers termes d’une série ne sont pas définis (prendre par exemple

1
Uy = ﬁ) alors il est d’usage de les remplacer par 0 sauf mention expli-
n(n —
cite du contraire.
GHEOREME 5.33. Théoréme des séries alternées )
(1)  UpUppr <0
Soit (u,) € RN, si | ()  (lual) \ alors > u, est convergente.
(z4i) lim w, =0
n~>+oo
p+1

Si upt1 > 0 alors Zun Zun Zun

On peut dire les choses d’ une autre mamere . le reste d’ordre p, 7,, d’'une série
alternée est majoré en valeur absolue par le premier terme négligé (i.e. |u,4q|) et

e\st du signe de upy1. J

Dém : On démontre ce résultat en prouvant que les suites (sg,) et (s9,41) sont ad-
jacentes :

Quitte a changer de signe, on peut supposer que u,, = (—1)"v, avec v, > 0. Mon-
trons que (sa,) et (s2p41) sont adjacentes.

® Sop11 — Sop = (—1)# g, = —vgp1 — 0 et 89, > Sopp1 (hypothese (744)).
® So,i1 — Sop_1 = —Ugpi1 + Vgp > 0 car la suite (v,) est décroissante (hypothese
® Sopto — Sgp = Ugpy2 — Uopt1 < 0 (ldem)

On peut donc appliquer le théoreme des suites adjacentes, les suites (sg,41) et (s2p)
convergent vers la méme limite par conséquent la suite (s,) converge et on a

2p+1

Vp € N, Zun<2un<2un

—1)"
Ezemple : La série ) ( +)1
n

converge, sa somme vaut In 2.
Dém :

(—=1)"
n-+1

vérifie bien le théoréme des séries alternées.

® U, =
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1 1
e Calcul de la somme : on parachute le résultat T / " dz, la somme
n 0

partielle s’écrit alors

n=0
p 1 1/ P
= (—1)"/ 2 dr = / Z(—x)" dx
n=0 0 0 n=0
/1 1— (—z)Pt! /1 dz
—= —= —|—’]“p
0 1+ 0 1+

Laptlg ! 1 1
ou |Tp|:/ ’ ’ </ 2Pt dr = (on a majoré parl). r, — 0
donc s, — In2 W

Question : nature et éventuellement somme des séries de terme général

0 (=n"

cosn on*+n-3 ()
3n+1’ v thn

—on )

2
, (1i1) Arctan 3 (iv) 3" sin®

(7)

n!

5.3.2 Séries de nombres réels positifs

a) GENERALITES

THEOREME 5.34. Pour qu’'une série > u, de nombres réels positifs converge,

il faut et il suffit que la suite (s,) des sommes partielles soit majorée. Alors
+o0

> u, = lims, = sup s,.

n=0 p P

Dém : Comme u,, > 0, la suite (s,) est croissante. On sait alors que, pour une telle
suite, on a I’équivalence

(sp) converge < (s,) majorée.

et de plus lim s, =sups, B
PROPOSITION 5.3.2.
>, diverge = > v, diverge

SiVn € N, u,, <v, alors
> v, converge = > u, converge

Dém : On utilise le fait que, si (s,) * est majorée alors elle converge, sinon elle
diverge (c’est le théoreme précédent). On note s, la somme partielle de la série ) u,
et s, celle de la série ) v,. On remarque que s, < s),.

e Si ) u, diverge, s, — 400 donc s, — +00, la série ) v, diverge.

. , , . L
e Si ) v, converge alors s, < sups, donc la suite (s,) est majorée et par
P
conséquent, la série »_ u,, converge B
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Remarque 5.3.4. Celte derniere propriété subsiste si on suppose seulement u, < v,
a partir d’un certain rang.

Dém

: On suppose que I'on a 0 < u,, < v, pour n > ng. On écrit alors (pour p > ng)

no—1 p p
sng un—I—E un:U—l—E U,
n=0 n=ng n=no
no—1 y4 p
/
Sp = E U + E v, =V + E Up,
n=0 n=ng n=ngo

d’olt s, < U —V + s, et on peut reprendre la démonstration précédente B

Applications :

(2)

(i)

Convergence des séries de Riemann.
1 1 1
Sia>1 — > (a—1)—+
(n+ 1)

no—1 (n_|_ 1)a—1 -
1
Dém : Soit f(x) = -oua > 1. f(z) = (1 —a)— et le théoreme des
a— xOC

accroissements finis appliqué a f entre n et n + 1 donne

(T.A.F.) donc ) L C.
na

a—1
n)—f(n+1)=-1xf(n+60) = ——, 0€)0,1
F) = 1) = ~1x -+ 6) = o 0 €01
a—1
T (n+1)e
1 L L. 1 L.
car x — — est décroissante. Or la série v,, = — est une série
¢ no—1 (TL + ]_)04—1
aux différences, de somme partielle 1 — W qui converge donc, grace
n a-
a—1

au théoreme de comparaison, la série > converge i.e. ) — converge W
n

na
1 1 1 1

—>—>In{1+4+—), donc ) — D.

n* n n ne

Dém : Soit v, = In(1 + 1/), on sait (contre-exemple du théoreme 5.32 page

Siagl

304) que > v, diverge donc, par comparaison, »  — diverge. Comme — > —
n ne n
1

pour < 1, il en est de méme de > — W
n

1
> — Cssia>1
nOt

Régle de Riemann :

a<l|la>1
- o« [#0 D C
Slnkrfoon u, = [ alors =0 7 o
[ =00 D ?

Dém : On distingue les trois cas
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e Sil >0 (on étudie ici les séries a termes positifs) alors, par définition de
la limite, il existe ng € N tel que n > ng entraine [/2 < n%u,, < 2l soit

l e < 21
Ine X Up X E'
: e 2 Lo :
Sia > 1 alors on utilise I'inégalité u, < — et le théoreme de comparaison
n

pour conclure & la convergence de > w,,.
Si o < 1, on utilise l'autre inégalité s < Up, Y uy diverge.
n

e Sil=0cet a>1alorsil existe ng tel que n > ng = n“u, <1 et comme
ci-dessus, la série ) u,, converge.

1
Si a < 1, on ne peut pas conclure avec par exemple u, = R qui
nln”n
converge si # > 1 et qui diverge si # < 1 (cf. séries de Bertrand question

(1) page 318).

e Sil=+4o00et a<1alors il existe ng tel que n > ng = n%u, > 1, la série
>, diverge.
Si @ > 1, on ne peut pas conclure, on peut reprendre exactement
I’exemple ci-dessus des séries de Bertrand B

(771) Comparaison a une série géométrique : si, a partir d’un certain rang, u,, < ar”

oun0 <r<1alors ) u, C.
Dém : C’est immédiat avec le théoreme de comparaison B

b) DEVELOPPEMENT DECIMAL D’UN REEL

PROPOSITION 5.3.3. Sia € N, a > 2, si (v,) € [0,a — 1]V (v, entier naturel) alors
. ’ s, (%
la série de terme général u, = —Z converge et on a
a

—+o00
0< E U, < 1.
n=1

Dém : Pour tout n de N, on a

Ogﬁ\ an a1 an
. o P 1 L
et, en additionnant ces inégalités, Vp € N, 0 < > — < 1= - < 1. On en déduit
n=0a a

deux choses :
Un N ..
> — converge et, par passage a la limite, 0 < >, — <1 W
am™ =0 a"
On peut appliquer ce résultat en prenant a = 10 ; pour « € [0, 1], on pose v, =
[10"a] — 10[10" ], on a alors la propriété suivante :

PrOPOSITION 5.3.4. Développement décimal d’un réel
+o0o

a= Y u, noté a =0,v10y...0,... appelé développement décimal de c.
n=1
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Dém : Avec v, = [10"a] — 10[10"'a], la somme partielle de la série s’écrit
Z Z 10” B Onil ] . [10p04]
107 10n IV (T

Or, par définition de la partie entiere, 10Pa — 1 < [107«] < 10Pa, soit, en divisant
par 107,

1 [10va]
T I
——
Zn 1 [lfonn]

et, en prenant la limite quand p — +o00, on obtient bien

. *i ([10"a] —122[10"104]) =

n=1

Remarque 5.3.5. On 0 0,99...9... =1 et si dans un développement décimal on
avp—1 <9 etv, =9 pour tout n supérieur a p alors a = 0,v1v2...(vp_1 +1) ; «
est en fait un nombre décimal.

Dém: 0,99...9... est une écriture imprécise (a cause des ...) et elle correspond en
fait a la somme d’une série i.e.

0,99...9...= — = =1
' ~ 10" 1-0,1

qui est la somme de la série de raison 0, 1 et de premier terme 0, 9.
On écrit ensuite

a=0v1...0,199...=0,v1...v, 1 +10°710,99...9. "
:0,1)11)2...(vp_1+1) [ |

Non explicitement au programme, le théoreme suivant est une application
intéressante des séries.

N
THEOREME 5.35. Caractérisation d’un rationnel

On reconnait un rationnel a la périodicité de son développement décimal i.e.

a=0,vvs...0,... € Q& Ipe N Ire N Vn>p v =0,

Dém :

e (=)Sia= 9 on utilise I’algorithme de recherche du développement décimal.

On suppose ici que « €]0, 1] pour éliminer une éventuelle partie entiere.
On fait des divisions euclidiennes :

— 10a = bv; 4+ a1, 0 < a1<bdou6:%+1a_01b’
— puis 10a1=bv2+a2,0<a2<bd’ou3:ﬂ+ v

b 10 100 100b
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— L’algorithme se poursuit ainsi avec 10a,,_, = bv, + a,, soit

0N~ U e
b_zlop+10”b

p=1

a

S’il existe n € N* tel que a,.; = 0 alors — est un nombre décimal, son
développement est bien périodique (il n’y a que des 0).

Sinon, on utilise alors le fait que n — a, n’est pas injective (puisque les a,
prennent leurs valeurs dans [1,b — 1] ensemble fini) : il existe donc ny € N*
et r € N* tels que a,,+» = a,. Si on reprend l'algorithme ci-dessus on a

10ay,, = bUpgt1 + Angt1

10ang+r = bUngirs1 + Qngtri
Comme a,, = a,,+, alors, par unicité du quotient et du reste dans la division
euclidienne, on a vpy41 = Ungtrs1 €6 Apgr1 = Qpoiry1. Par une récurrence

immédiate, on obtient v, 4x = Vnyirik donc (v,) est périodique a partir d'un
certain rang.

e (<) La périodicité a partir d'un certain rang du développement décimal de «
se traduit par

a=0,v1...00-1(Ung - - - Ungtr—1) - - (Ung - - Ungpr—1) - - -

:O,Ul...Un0,1+O,O...OUnO...’UnOJrr,l—l—"'
\ - > - g

Vv Vv
et _ PngUngtr—1
~ 1m0 1 ~ 1onotr—l
V1...Upg—1 Ung..vmgtr—1 _
_ S [
10701 1001
. V1...Upg—1 /UTLO~~~U7L0+7‘—1 1
© 10met 10m0tr=1 1 —10-7
_ UL Ungo1 | Ung - Ungir-1 1 com
10m0—1 10m0—1 10m -1

c¢) COMPARAISON LOGARITHMIQUE

PROPOSITION 5.3.5. Si, pour tout entier n, u, > 0 et ay, > 0, et si, a partir d’un

Un+1 (07}
<
Uy,

n
En particulier o, converge = Y u, converge.

certain rang

alors u, = O(ay,).

U Qo

Dém : On suppose qu’a partir du rang p, on a ntl < ntl pour n > p. On
un an

Un+1 Unp, ,

< —. On montre par une récurrence

Opi1 Qp

immédiate sur n > p que — < —= = k donc u,, < ko, ce qui signifie que u,, = O(a,,).
@
n P
Par le théoreme de comparaison, on en déduit immédiatement que si > «,, converge
alors > u, converge B

peut encore écrire ceci sous la forme
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Applications :
l<1C
(i) Régle de d’Alembert : si lim Dl _Jalors{I>1D  (oncompare
n—-+oo un
l=1"D

u, & une série géométrique).
Dém : La aussi on distingue les cas (comme pour la regle de Riemann).

n 141 "
e Sil < 1 alors il existe p € N tel que Untl < % (par définition de la
un
- . o L 1+1\"
limite). On utilise la proposition précédente avec o, = — ) >y,

est une série géométrique de raison < 1 donc elle converge, il en est alors
de méme de > u,,.

u
e Sil>1loul=1" (ie. —*1 tend vers 1 par valeurs supérieures) alors il
Un

Unp,
existe p € N tel que (dans les 2 cas) —-

> 1, la suite (u,,) est croissante

n
a partir d’un certain rang, elle ne peut donc pas tendre vers 0. La série
> u, est par conséquent divergente B

(7i) Régle de Duhamel : (cette regle n’est pas au programme mais elle est
souvent utile) dans le cas ou [ = 17, si on peut faire le développement asymp-

U 1
totique suivant : ntl - é +o0 (—) alors,
Up, n n

1
e si 3>1:) u, converge (on compare u, & —5)
2

n
1

e sif<1: > u,diverge (on compare u, a —).
n

Dém : On utilise toujours le critere logarithmique.

1
e S5i 3 >1onprend a = —j;ﬁ > 1 (par exemple) et a < [ et on pose
1 s ’ ez Un+1
v, = —. On écrit le développement limité de :
ne Up,

n ¢ 1\ “ 1
Up, n+1 n n n

n n - 1 , .
doy Zntt _ Unil _ f-a +o0 (—> On en déduit que

U, Up, n n

n(vnH—M) =0f—-—a+o(l)—-pF—-—a>0

Un Unp,

Un+1 Unp+1 PPN . . . Un+1
T T est positif & partir d’un certain rang i.e. <

Up, U Un, Up
Comme ) v, converge (a > 1) alors ) u, converge.

un—i—l

donc
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1 v, 1 1
oSiﬁ<1onprendvn:—,v+l—1——+0<)dou
n

Un
Un+1 i Un+41 o
Un Up
+1 Unp+1 .
qui tend vers 0 par valeurs négatives donc, Un < = A partir d'un

n TL
certain rang. Comme ) v, diverge, > u, diverge B

Questions :

(7) Etudier la convergence des séries de terme général

1 a Coa|l/2 " 1 1
(a) A (b) tan;—sm; , () e (x >0), (d) E%—ln (1_71—1—1)

(77) Déterminer le rationnel o = 3, 142857 142857 .. ..

(1ii) Si b 0,v1...0,... alors montrer que la période r de la suite (v,) vérifie
r <qq.

(iv) Etude des séries de terme général (z >0, a > 0, b > 0)

(a) x_") () nla™,  (c) ﬁ!ln(1+:p) .In(1+z/n), (d) iigiii(())((;l::))

n! T

et calculer la somme de la derniere série (lorsqu’elle converge).

5.3.3 Sommation des relations de comparaison

GHE’:ORI\EME 5.36. Soient > a, et > b, deux séries & termes positifs. )
Sian ~ 1.b, (I #0)alors Y a, et Y b, sont de méme nature et on a les propriétés
sulvantes :

+oo +oo
(i) Si > b, converge alors > ap~1 > b.

k=n+1 k=n-+1

(17) Si > b, diverge alors > ap ~ 1" by.
—0

N - J
Dém : 1l existe ng tel que n > ng entraine [/2b, < a, < 2lb, (pour [ > 0) et on
utilise la proposition 5.3.2 page 306 de comparaison des séries a termes positifs qui
nous dit que Y a, et > b, sont de méme nature (ne pas oublier ici que a,, et b, sont
a termes positifs).

(i) >_ by, converge, donc Y a, converge aussi. On écarte le cas ou (b,) est la suite
nulle, ce cas ne présente pas d’intéret et 'hypothese a,, ~ [.b, n’aurait pas de

signification.
Pour tout € > 0, il existe ny tel que k > ny entraine

(l — €)bk < ag < (l -+ 6)bk
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(traduction de I'hypothese). En sommant, de k = n+1 > ny a N ces inégalités,

on obtient N
(Z—E)Zbk< Zak l—|—€ Zbk

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

Comme les séries > b, et Y a, convergent, on peut passer a la limite quand
N — +o0 d’ou

(I1—¢) Zbk—l—es; Zak—rn\l+€ Zbk—l+€

k=n+1 k=n-+1 k=n+1

(rn et rl, désignant les restes des séries > a, et > by,).
On a donc prouvé que, pour tout € > 0 il existe n; € N tel que pour n > n,

ona (l—e) < — < (I+e) (ici r}, > 0 car la suite (b,) n’est pas identiquement
r
nulle).

Conclusion : on a bien Y ap~1 > by
k=n+1 k=n+1

On a une démonstration analogue a la propriété de Césaro : en utilisant
I’encadrement ci-dessus pour n = n;. On sépare la somme en deux :

Zak—i—l—s Z bk Zak Zak—i—l—l—s Z bk

k=ni1+1 k=ni1+1
g g

ZZ;O(ak—bm(l—e) Yh—obr< <ZZio(ak—bk)+(l+e> k=0 bk

On pose (pour simplifier) S,, = > ap et S) = > bp. L’inégalité ci-dessus
k=0 k=0
devient

Spy =Sy + (1 —€)S, < S, < Sy, =S, + (I +¢)S),.

n

n
On divise par S/, = > b qui tend vers U'infini, n; étant fixé :

k=0

Spy — S), S, _ Sp, — S,
157; (l—e)< S éT (I+¢)
T HO_/

Snl - Sql—b .

et on choisit ny > ny tel que Tl < e. On obtient alors
Shn
[ —2e< S_n <+ 2

pour n > ny ce qui donne S,, ~ S/ (on aurait pu couper les ¢ en 2...) B
Ce théoreme est tres important.

Remarque 5.3.6.

(4)

Important : pour ce théoréme, il est essentiel que les suites (a,) et (b,) soient

de signe constant a partir d’un certain rang comme le montre le contre-exemple
-1\

(Sl P,
vn

sutvant : a, = + —, > a, converge et »_ b, diverge.



314

(i)

CHAPITRE 5. SUITES ET FONCTIONS

Si Y |un| converge alors > max(uy,,0) et Y max(—uy,0) convergent (par do-
mination), il en est de méme si u, € C (cf. séries absolument convergentes).

Dém :

(="
NG

immédiate du théoreme des séries alternées. La série Y b, diverge car elle

Gy ~ , de méme pour b,. La série > a, converge en application

est la somme d’une série convergente () a,) et d'une série divergente (> —).
n

Si (u,) € RY on a bien str max(u,,0) < |u,| donc, par domination,
> max(uy,,0) converge. De méme max(—u,,0) < |u,| donc > max(—u,,0)
converge aussi. On utilise alors 'égalité u,, = max(u,,0) — max(—u,,0)
(immédiate en distinguant les cas) d’ou ) wu, converge en tant que somme
de deux séries convergentes.

Si (u,) € CN alors |Re(u,)| < |u,| et |Im(u,)| < |u,| donc >° Re(u,) et
> Im(u,) convergent (en appliquant ce que I'on vient de prouver).

u, = Re(uy,) + i Im(u,) permet alors d’affirmer que ) u,, converge W

-

<

THEOREME 5.37. Ici, on suppose que Y u, est une série & termes complexes et
que Y b, est une série a termes positifs.

+00 +oo
(i) Siwup,=o0(b,) alors > b, C=> u, Cet > ukzo( > bk).

+o00 00
(1) Siu, = 0O(b,) alors Y b, C= > u, Cet > uk:O< > bk).
k=n-+1 k=n+1

J

Dém : On reprend la démonstration du théoreme précédent mais en utilisant ici la
convergence de > |u,| car la suite (u,) est a termes complexes.

(7) 11 existe ng tel que n > ng entraine |u,| < b, donc > wu, est absolument
convergente. On en déduit que ) u, est convergente (c’est le (i7) de la re-
marque ci-dessus).

Puis, pour tout € > 0, il existe ny tel que n > n; entraine |u,| < €b, d’ou, en
sommant de k =n+ 1 > ny a N, on obtient

N N N
E uy| < E lug| < e g by
k=n+1 k=n+1 k=n+1

et, comme toutes ces quantités ont une limite quand N — +o00, on obtient

+oo +00 +00 +oo

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n-+1

e (i1) Méme démonstration (on remplace € par M >0 B
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5.3.4 Comparaison d’une série a une intégrale

GHEOREME 5.38. Cas d’une série a termes positifs )
Si f est une fonction continue par morceaux, décroissante de [0, +oo[ & valeurs
dans R alors, la série de terme général

— [ st fw), 0> 1

est convergente. En particulier, la série >  f(n) converge si et seulement si
xr

/ f(t) dt admet une limite quand = — +o0.
0

v

f(t) < f(n—1) pour t € [n—1,n] d’ou,
J{(n 1) = f(n).

a p ce qui donne

Dém : Comme f est décroissante, f(n) <
en intégrant ces inégalités, on a 0 < w,, <
On fait alors la somme pour n variant de

> wa < f(0) = f(p) < F(0).

La série ) w,, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées,
elle est donc convergente.
Montrons maintenant 1’équivalence :

e Si Y f(n) converge alors, vu que f)ydt = w, + f(n), la série
n—1

> fT:L_l f(t) dt converge car elle est la somme de deux séries convergentes.

Posons F'(x) / f(t)dt qui est une fonction croissante. L’égalité

Z [F L f)dt = / f(t)dt = F(p) nous permet de dire que F(p) admet

une limite L quand p — +o0. On a F(x) < F([z] +1) < L, F est croissante
et majorée, elle admet une limite en +oc.

e Si F'(z) admet une limite en +o0 alors F'(p), p € N admet aussi une limite donc,
en utilisant les égalités ci- dessus la série f:—1 f(t) dt converge donc > f(n)
converge (car f(n fn L f(t)dt —w, somme de deux séries convergentes) W

On se sert souvent du dessin ci-dessous comme support de démonstration :

Remarque 5.3.7.

P
(i) SiY f(n) diverge, on a le résultat utile dans la pratique : s, ~ / f(z)dx ou
0
P
=3 jw.
. P p p p
Dém : En faz't/ f(t) dt—z f(n) = Z wy, a une limite donc sp—/ flt)de
0 n=1 n=1 0

1 p
admet une limite et comme s, — +00, on a bien —/ f(t)dt — 1 (mais en
s

fait on a mieuz). L’intérét de ce résultat est que l'on a ainsi un équivalent
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a1

1l —
&l

0 1 2 x 3 4 5

Figure 5.1: Comparaison série-intégrale

d’une somme partielle et il peut étre utilisé avec le théoreme 5.36 pour recher-
cher l’équivalent d’une somme (cf. exemple (it) ci-aprés) B

+oo +oo
Si la série converge, on a l’encadrement : flz)de <7y < f(x)dx
+oo +o0 i Izkoo
et avec hypothése (x)dx ~ / f(z)dx alors on ar, ~ f(z)daz.
P p+l P

n+1
Dém : On utilise ici les inégalités /
n

f@w<ﬂm</ F(t)dt d'od, en
n—1
les additionnant de p+1 a N :

N N N-1
fyde< Y f(n)g/ F(t)dt
p+l n=p+1 p

puis, en passant a la limite quand N — —+00

400 +oo “+o00
fd< Y fm< [ fnd
ptl n=p+1 p

car toutes les expressions concernées ont une limite quand N — —+o00.

Cet encadrement est souvent utile mais on n’y pense pas toujours.
+oo

Ty ~ f(t)dt découle immédiatement de l’encadrement que 'on vient de

p
trouver B

Si f est croissante et admet une limite en +00 alors la série de terme général
n+1

Up = f(t)dt — f(n) est convergente. Si f n'est pas bornée il sera tout de

n
meme intéressant d’encadrer v,,.
Dém : 1l suffit de renverser les inégalités de la démonstration du théoréme,

on note | = tllfrnoo f).

Comme f est croissante, f(n+1) > f(t) = f(n) pourt € [n,n + 1] d’oi, en
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intégrant ces inégalités, on a 0 < v, < f(n+1) — f(n).
On fait alors la somme pour n variant de 1 a p ce qui donne

Yo flp+1) - f(1) <L
n=1

La série > v, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, elle est donc convergente Il

Ezemples -

1 n o1 "
(1) Si f(x) = — alors liril > i / f(z)dz = 7 constante d’Euler.
x notoo oy 1
Dém : f est décroissante sur [1,+oo[, continue donc on peut appliquer le
théoreme de comparaison série-intégrale (sur l'intervalle [1,+oo[ et non sur

[0, +00]). Le résultat est alors immédiat B

1 1
(é0) Soit la série 3 un, si u, = O (—> (avec a > 1) alors 1, = O < 1), si
n« o
A 1
Uy, ~ e alors r, ~ m (on prend la fonction f(z) = E)

A * 1
Dém : On prend f(t) = —, a > 1. lim / f(t)dt existe donc Y —

t T—~400
converge (on retrouve le résultat sur les séries de Riemann). On connait alors
I'encadrement du reste :

oo qt oo qt
p+1 t P t

1 A

et, apres calculs des intégrales, @-Dptit <rp < 7(& et par
A
conséquent r, ~ ————.
N

1
Siu, =0 <—) alors on sait que le reste d’ordre p de > u, est majoré par
/rLOC

. 1
r, encadré ci-dessus donc c’est un O ( — | B
=

THEOREME 5.39. Formule de Stirling
On a

I'n+1)=n!~ <ﬁ>n 2mn.
e

Dém : (Non exigible) On pose, pour tout entier n > 1, a, =
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On étudie la série aux différences : > (b, —b,_1) & I'aide d’un développement limité.

la—1 _ 1\n—1/2
bn - bnfl =1In @ =In ( ne X (n 1) )

a1 127 (n = 1)le—ntl

n (n _ 1)n—1/2 (n _ 1)n—1/2
=In EXW =In W -1

n—1

=(n—-1/2)In —1=—-(mn-1/2)In(1 —-1/n) —1

(o (A))

2

en utilisant le développement limité de In(1 — z) = —z — 0} + O(z?)

1 1 1 1
—1-get g+ 0() -1=0(5).

La série > b, — b,_1 converge, on en déduit que b, admet une limite b et comme
a, = e’ alors la suite (a,) admet une limite [ = ¢ > 0. On obtient la formule
intermédiaire suivante

i~ (2) v
e
. . . (2mn)t .y
On utilise alors la formule de Wallis 7 = lim obtenue avec les intégrales

n—+oo n[(2n)!]?
de Wallis (cf. exemple (ii) page 361.

On a ainsi
24nl4n4nn2 24nn4n+2
n 4 14
(2"n!)* ~ i =1 o
(2n>4n2n 24n+1n4n+2
n[(2n)!]? ~ ni? r—— I? i
d’ou
(2nn|)4 424nn4n+2 y e4n
T~ ~
n[(2n)2 odn [294n+1,4n+2
l2
T2
d’ou !l =27 d'ou n! ~ (ﬁ> V2 i
e
Questions :
1
(7) Nature des séries de Bertrand de terme général u,, = ———.
n*(Inn)?
(if) Si s0 = 3" =, mont ! !
i1) Si s, = >, —, montrer que s, —Inn —y ~ —.
k=1 k 4 i 2n

+o0o
(¢4i) Chercher un équivalent de la fonction de Riemann ((¢) = > — quand ¢ — 1.
n=1"N
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5.3.5 Séries d’éléments d’un espace vectoriel normé de di-
mension finie

a) CRITERE DE CAUCHY

~
THEOREME 5.40. Critére de Cauchy

Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie alors la série » | u,, converge
ssi elle vérifie le critere de Cauchy i.e.

Ve>0, AN eN |Vn>N, Vpe N, |lu, + -+ tupppl| <e.

o
Dém : L’équivalence est immédiate, il suffit d’exprimer que la suite des sommes

partielles converge ssi c’est une suite de Cauchy car tout espace vectoriel normé de
dimension finie est complet

DEFINITION 5.3.4. Série absolument convergente
On dit que la série Y u,, ot u, € E, est absolument convergente ssig la série
> || est convergente.

~

THEOREME 5.41. Convergence des séries absolument convergentes
Si ) uy, est absolument convergente dans £ de dimension finie, alors elle converge.

De plus, on a
+00 +oo
D unll <3 llunll
n=0 n=0

NS v

Dém :

e On utilise ||uy, + -+ - 4 Ungp|| < ||tn]| + -+ - + ||tntp|| et le critere de Cauchy :
k k
Notons Sy, = > ug et S, = > JJugl|. Si > u, est absolument convergente
n=0 n=0

alors la suite (S},) est une suite de Cauchy donc
Ve>0, AN eN |Vn= N, Vp e N, |Juy| + -+ ||untp] <&

Il suffit alors d’utiliser I'inégalité mentionnée en préambule pour en déduire
que (Sy) est une suite de Cauchy et de conclure a la convergence de > u,,.

e [’inégalité s’obtient par passage a la limite grace a la continuité de la norme :

N N
> <3
n=0 n=0

et comme chacune des sommes admet une limite, on en déduit

+o0 +oo
2l <l
n=0 n=0

par passage a la limite ll
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DEFINITION 5.3.5. Espace (', espace (>

On appelle (' 'ensemble des séries (de complexes) absolument convergentes.
On appelle (% ’ensemble des séries de (module) carré absolument convergentes.

THEOREME 5.42. (' muni de la norme u — Nj(u) = Y. |u,| est un espace
neN
vectoriel normé.

Dém : On va montrer directement que N; est une norme (et on en déduira que ¢!
est un sous-espace vectoriel de KV) :
N; : ' — R, est immédiat. Montrons les autres propriétés :

e Si Ni(u) = 0 alors pour tout p € N,

p +o0
0Dl €3l =0
n=0 n=0

donc u,, = 0 pour n € [0,p]. Comme ceci est vrai pour tout p, on en déduit
que u, = 0 pour tout n i.e. u=20.

e |\u,| = |A|.|x,| done, en additionnant, de n = 0 & p, puis en passant a la limite
sur p (par hypothese, toutes les limites existent) on déduit que A\u € ¢! et que

e De méme |u, + v,| < |u,| + |v,| par conséquent u + v € (' et finalement
Ni(u+v) < Ny(u)+ Ny(v) R

Enfin, un dernier théoreme qui constitue un exemple important (mais pas néces-
sairement au programme).

THEOREME 5.43. (2 muni du produit scalaire (u,v) — (ulv) = . @,v, et de la
neN
norme N, associée est un espace de Hilbert.

Dém :
e N, est une norme : N, : (> — R, est immédiat. Montrons les autres pro-
priétés :
— Si Ny(u) = 0 alors Vn € [0, p], |u,|* = 0 donc, comme pour Ny, u = 0.

— |Au,| = |A|.Ju,| donc en additionnant, de n = 0 & p, puis en passant a
la limite sur p (par hypothese, toutes les limites existent) on déduit que
Au € 0% et que No(Au) = |A|No(u).

— On utilise I'inégalité de Minkowski vue au chapitre 4 : pour tout p € N

» 1/2 » 1/2 » 1/2
(Stve) < (Swr) o+ (Sr)
n=0 n=0 n=0

on passe ensuite a la limite quand p — 400

+o00 1/2 +oo 1/2 +oo 1/2
(Stenr) < (Swr) ()
n=0 n=0 n=0

On en déduit que u+ v € 2 et que Na(u + v) < No(u) + No(v).
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e Montrons que 2 est complet. Soit (u®)) une suite de Cauchy de ¢? que I'on

note u®) = (u%p ))neN. Il faut faire attention ici car on a deux indices n et p et

on doit préciser quel est I'indice qui varie. On a donc Ve > 0, 3P € N tel que
Vp > P,V¥q € N, Ny(uP*t? —4P) < . Traduisons cette derniere inégalité :

+o0o 1/2
(Z JulPt?) — u%p)|2> <e (inégalité 1)
n=0

soit, en élevant au carré et en majorant un terme de la série a terme positif
par la somme de cette série :

|u(p+q UP‘Q Z |u(p+q (p | < e?

donc chaque suite (ugp))pgN est une suite de Cauchy, donc converge vers un
complexe noté wu,,.
On utilise & nouveau I’(inégalité 1)

N o)
Z |u7(1p) _ p+q Z |u p) |2 < &2
n=0 n=0

pour p > P. On prend alors la limite quand ¢ — +o00 dans l'inégalité Z |u(p)

n=0

uP™|2 < £2 (on a une somme finie donc il n’y a pas de probleme) d’oil

N
Z [u® — u,|? < €2 (inégalité 2)
n=0

Ceci prouve que la série > [u® — u,|? converge (elle est & terme positifs et
majorée) et, par inégalité triangulaire,

N 1/2 N 1/2 N 1/2
<Z |un|2> < (Z u®) — un|2> + <Z |u,<f>\2> < e+ No(u®).
n=0 n=0 n=0

On en déduit que u = (u,,) € £* et, en prenant la limite quand N — +oc dans
I'(inégalité 2)

+oo

Do lul) )’ <€

n=0

ce qui signifie que (u(P),cy est une suite convergente (vers u) B

Remarque 5.3.8. On prouve de la méme maniére que £ est un espace de Banach
mais ce n'est pas un espace de Hilbert.

Questions :

, ein
(¢) Etudier la convergence absolue de la série de terme général u,, = —.
n

(17) Si > w, est absolument convergente, prouver que (vy), oU v, = Uy, + Ugpi1,
est absolument convergente. Généraliser.
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b) SERIES GEOMETRIQUES ET EXPONENTIELLES
Un théoreme tres utile.

R R
THEOREME 5.44. Convergence des séries géométriques

Etant donné une algebre normée A de dimension finie ayant e pour élément unité
et u un élément de A tel que |Ju|| <1, la série > u™ est absolument convergente,

e — u est inversible dans A et (e — u) -l Z u"
\_ 4

Dém :

e Comme ||u"| < ||ul]|™ par récurrence immédiate, la série Y u™ est absolument
convergente (majorée par une série géométrique de raison < 1).
Comme on a supposé que A est de dimension finie, ¢’est un espace de Banach
donc la série Y u,, converge.

e Ensuite
p p p+1
(e —u)s, = (e —u) u":Zun—Zu"
= n=0 n=1
=e—ul =s,(e —u).

Grace a la continuité du produit dans une algebre normée alors

lim (e —u)s (e —u u" | = lim s,(e—u

i e~ s, (z ) lim e
= (Z u ) e—u)

car ||[uP*t|| — 0 donc uP™ — 0. On obtient bien le résultat annoncé M

Ce théoreme permet de prouver qu'un élément d’une algebre normée est inversible.
Un autre théoreme plein de conséquences.

GHEOREME 5.45. Série exponentielle N
Etant donné une algebre normée de dimension ﬁnie A ayant e pour élément unité

u"
alors, pour tout élément u de A, la série Z — est absolument convergente.
n!
On définit alors I’exponentielle de u par

+oo 4

exp u = Z—

n=0

- J

n
Dém : On a la aussi [[u"| < ||u/|™ donc ) u_' est absolument convergente donc
n!

convergente Wl
Applications :
+o0o Zn

(1) Exponentielle d'un nombre complexe e* = 3 —-.
n=0 T
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(7i) Exponentielle d'un endomorphisme d’espace vectoriel normé E de dimension

+oo un
finie e = —
n=0 10
+oo AM
(iii) Exponentielle d'une matrice réelle ou complexe et = —
n=0 T

Questions :
a

(1) Si A= (b _ab>, calculer e?.

(17) Siu € L(E) et 'l existe A € C et p € N* tels que (u — AId)? = 0, calculer
e" (on utilisera le fait que si deux endomorphismes u et v commutent, alors
e’ = e o e?).

c) PropuIT DE CAUCHY, SERIES DOUBLES

DEFINITION 5.3.6. Produit de Cauchy (ou produit de convolution)

Si > uy, et > v, sont deux séries de nombres complexes alors on définit le produit
de Cauchy de > u, par v, avec

(Z un> X (Z vn) = Z w, OU W, = i UpUp—t = (U * V).

k=0

GHEOREME 5.46. Produit de Cauchy de deux séries absolument conver\-

gentes

Si les séries > u, et Y v, sont absolument convergentes, il en est de méme de la
n

série Y w, o w, = Y UyUy_p €t On a :

p=0
+o0 +o0 +oo +o0o n
E Up, X E Un, = E Wy = E E Up’Un,p.
n=0 n=0 n=0 n=0 p=0

- v

Dém : La démonstration se fait en 2 temps :

e On suppose que u, > 0 et v, > 0. On montre I'encadrement

N 2N 2N 2N
E Up X E Vq < E Wy < E Up X E Vq
p=0 q=0 n=0 p=0 q=0
v \U Uo (U5} unN UN+1 Ua N

Vo UpVo U1V C UNV UN+1V0 e U2 N Vo
U1 UgU1 U101 . UNUL UN+1U1 - U2 N U1
UN UgUN woy | ... | unvy . © | uanUN
UN+1 | UgUN+1 | U1UN+1 . UNUN+1 . . UaNUN
UaN UoU2N UiVoN | ... | UNU2N | UN41U2N | ... | UaNVU2N
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N N
La somme S1(N) = > u,x Y v, correspond au termes écrits en rouge, a
p=0 q=0
2N
laquelle on rajoute les termes en noir pour avoir Sa(N) = > w, et enfin, on
n=0

prend les termes en vert pour avoir la derniere somme S3(N) = > u,X > v,.

D’un point de vue plus mathématique :

Si1(N) = Z UpVy,

(p7Q)€[07NH2

E : UpUq,

ptgsN

S3(N) = Z UpVy.

(p7Q)€[072N]]2

Si on note Oy = [0, N]?, Ty = {(p,q) € N’ | p+ ¢ < 2N} alors on a les
inclusions Cy C Ty C Csy justifiées par :

— Sip< Netg< N alors on a évidemment p+ ¢ < 2N donc Cy C Thy.
— Sip+g<2Nalorsp <2N—q <2N et ¢ <2N—p < 2N soit Ty C Cay.

Grace a ces inclusions, on en déduit que S;(N) < S5(NV) < S3(N) (on addi-
tionne des quantités positives).
On utilise alors le théoreme d’encadrement pour en déduire que la série > w,

+0o0o +oo +oo
converge et que (Z un> X (Z ’Un) = > wy.
n=0

n=0 n=0

A Ao . r_ r .
Cas général : on pose u!, = |uy,|, v), = |v,| et w), Z uyvy,_,. En utilisant
le premier point de la démonstration, on peut en dedulre que > w! converge

+o0o +oo +o0o
et qu'on a 'égalité (Z u;) X (Z vé) = > w!,. Ceci se traduit par le fait

n=0 n=0 n=0
N N
que wh — (Z u;) X (Z v;) =ey — 0.
p=0 q=0
n
|lwy,| = Un—p| X ‘upH'Un p| =w
p=0

par comparaison on en déduit que > w,, est absolument convergente.
On reprend ensuite les notations du premier point : Cy et Ty. Cy C Ty donc

(%)< ()

UpUq

= E , UpUq — E : UpUq| = E ,
(p,9)€TN (p,9)eCN (p,9)€TN\CnN
W — o It
< E UpV, = E Upvy E : UpYy

(p,9)€ETN\CnN (p,9)€TN (p,9)eCN

() (5e)
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2N N N
On sait que ey — 0 donc ) w,, — (Z up) X (Z vq) — 0 et comme chacune

n=0 p=0 q=0
des séries converge, on a bien

+o0o +o0 +o0o +oo n
E Unp, X E Un = E Wy = E E Upl)n_p

ce qui permet de conclure W

+00 zn
Ezemple : Si on pose €* = > — alors on peut montrer ainsi la propriété fonda-
n=0 T
. / !
mentale de exponentielle : e*.e* = ¢*T% .
p 19
z

Dém : Soit u, = o Vg = R les séries > u, et > v, convergent absolument.

—-p

“ Uy
wy, = UpUp—p = _
"2t = Dy
/n_p:(2+2/)n

1< n!
N _ _»
n!pgop!(n—p)lz - n!

en utilisant la formule du binome.
On applique alors le théoreme précédent soit

, I op o e
e = Zg x Zg
p=0 q=0

+o0

\n
= Lra) 'l

n!
n=0

THEOREME 5.47. Interversion de sommations, Théoréme de Fubini
Soit u = (Up,q) (p.g)enz une suite double de réels ou de complexes. Si

+oo
o Vg e N, > |u,,| est convergente D Upg D Up,g CONVErgent et
q ) P,q g ) ’ ’
p=0

alors foo . ! too /400
0 (5 ltpal) convere 5 (S una) = 2 (5 toa)-
q p q=

g=0 \p=0 p=0

i.e. on peut intervertir les sommations.

J

Théoreme admis.

Remarque 5.3.9. En fait, ce qui a été dit sur les séries de complexes absolu-
ment convergentes peut étre élargi au cas des séries dans les espaces vectoriels et
les algebres normées en dimension finie. En particulier, si A et B sont deur ma-
trices carrées qui commutent alors exp(A+ B) = exp A.exp B. Ce résultat est hors
programme mais il est souvent invoqué ou utilisé dans les écrits et oraux de concours.

Questions :

(i) Montrer que ﬁ S (_p> (o= 30 (p e 1> 21 pour |2] < 1.
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(="
NG

(17) Siu, =v, = , que penser de la série > (u*v), ?

+oo 1 +o0
(7ii) Si((q) = p;l o calculer C;(Q(q) —1).

5.4 Suites et séries de fonctions

5.4.1 Convergence simple, convergence uniforme, conver-
gence normale

Dans un premier temps, toutes les fonctions considérées ici seront des fonctions
définies sur A une partie non vide d'un espace vectoriel normé E de dimension finie
a valeurs réelles ou complexes. Dans un deuxieme temps, on s’intéressera au cas ou
ces fonctions sont a valeurs dans un espace vectoriel normé F' de dimension finie.

a) CONVERGENCE SIMPLE ET UNIFORME DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

DEFINITION 5.4.1. Convergence simple, convergence uniforme,
Soit (f,) une suite de fonctions, on définit alors

e La convergence simple f, % [ ssige Vo € A, lirJP fulz) = f(2).

e La convergence uniforme f, T) f sszdef hm Noo(f — fu) =0 ot Ny, est la

norme définie sur les fonctions bornées.

Remarque 5.4.1.

(1) La convergence uniforme implique la convergence simple.

(13) 1l est tres formateur d’écrire au moins une fois la définition ci-dessus avec des
quantificateurs et de remarquer les différences !
On écrit
convergence simple :

Vee A, Ve >0, dng € N | Vn = nyg, |fulz) — f(z)] <e,
convergence uniforme :

Ve >0, 3ng € N | Vn > ng, Vo € A, |fulz) — f(x)] <e,
puis on permute les ¥ écrits en noir ce qui donne convergence simple :

Ve >0, Ve € A, Ing € N | Vn = ng, |fu(z) — f(2)| <e
convergence uniforme :

Ve >0, dng e N | Ve € A, Vn = ng, |fu(z) — f(z)| < e.

Tout le probleme ici pour passer de la convergence simple a la convergence
uniforme consiste a permuter les quantificateurs en rouge, en fait cela revient
a montrer que ng ne dépend que de € mais pas de x, i.e. ng est uniforme par
rapport a x d’ou ’appellation
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(7i1) On peut définir la convergence uniforme d’une suite de fonctions non bornées
aussi, il faudra faire attention en manipulant cette norme.

(iv) La convergence uniforme sur tout intervalle [0,a] pour 0 < a < 1 n’entraine
pas la convergence uniforme sur [0, 1] (prendre par exemple f,(x) = x™). Ceci
est bien sur vrai dans d’autres circonstances.

Sur [0,al, on a || fulleo = @™ — 0 donc f, % 0 mais sur [0,1], || fu]leec = 1
,a

donc f, - 0.

(v) Pour prouver que la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f sur A, il
suffit de trouver € > 0 et une suite (x,) de AN tels que | fo(x,) — f(zn)] > €.
Dém : En effet, on aura dans ce cas ||f — fulloo = |fu(zn) — f(2n)| = € donc

”f - fn”oo 7L> O

On donne les mémes définitions pour les séries de fonctions, on trouvera ainsi les
notions de convergence simple, uniforme pour une série de fonctions.

e On dit que Y f,, converge simplement sur A ssig la suite des sommes partielles
converge simplement (et 1a on ne connait pas forcément la limite comme dans
le cas des suites de fonctions) et on Iécrit ) f,, C.S. sur A.

e On dit que Y f, converge uniformément sur A ssigg la suite des sommes
partielles converge uniformément et on 1'écrit » f,, C.U. sur A.

PROPOSITION 5.4.1. Si (f,) converge vers [ uniformément sur A et si, pour tout
n, f, est bornée sur A, alors f l’est aussi.

Dém : Prenons dans la définition de la convergence uniforme ¢ = 1 alors il existe
n € N tel que ||f — fulloo < 1. On a donc (en posant M = || f,.||o0)

Ve € A, |f(2)] < |f(x) — ful@)] + | fu(2)]
< ”f - anOO + ”anoo < 1+ M

donc f est bornée par 1 + M N

Remarque 5.4.2. Cetle derniere proposition peut s’interpréter de la maniére sui-
vante : si (fn) € B(A, F)N et si Noo(f — fn) — 0 alors f € B(A, F). On ne peut pas
dire la méme chose par exemple avec 'ensemble des fonctions continues sur [0,1] a
valeurs réelles muni de la norme 1.

Cela signifie que B(A, F) est “fermé” pour la norme infinie alors que C([0, 1]) ne l'est
pas pour la norme 1, la suite de fonctions f,, affine par morceaux sur [0, 1] définie
par f, = 1sur [0,1/2—1/n], f, =0sur [1/2+1/n, 1] (cf. page 292) converge pour
Ny vers la fonction f = 1jg/9 qui n’est pas continue.

GHEOREME 5.48. Théoréme de double limite h
Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans K (K = Rou K = C).

(i) fu oy, f (¢) f est continue en a
(11) Vn é N, f,, continue en a, =\ @) nETOO(}EE% fa(2)) = iﬁfg(nkffoo fn(@))

i.e. on peut permuter les limites.

<

J
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Dém :
e On traduit d’abord la convergence uniforme :

V5>0’ E|7’L| Hf_an <

Wl M

3

Donc |(x) = fula)| < 5 et [£(a) = fula)| < 5.

e Puis, n étant choisi, on traduit la continuité de f,, en a :

Ve>0, M>0] |z —al <n=|fu(z) = fula)] <

Wl ™

Montrons maintenant la continuité de f en a :

[f(z) = fl@l < [f@) = fal@)] (@) = fal@)]  +[fala) = fal2)]
< % +§ +§:5

On a utilisé la convergence uniforme pour majorer |f(x) — f.(x)| et | fn(a) — fu(2)|
et la continuité de f,, pour majorer |f,(x) — f.(a)|.
Conclusion : on a montré la continuité de f en a et, en prime on a pu échanger les
limites :

lim (lim f,(z)) = lim f,(a)

n—+oo r—a n—-+o0o
= f(a)
= lim f(x)
= lim( lim f,(z))N

r—a n—-+00

4 _ )
COROLLAIRE 5.49. On suppose ici que a € A\ A et que
(i) fn LN 1, (1) lim f(x) existe
A = L e . . .
(17) VYn € N, lim f,(z) existe, (i7) HETOO(}}LT}I fa(@)) = }slf}l(nligloo fa(®))
< y

C’est ce résultat qui est appelé théoreme de double limite.

Dém : On utilise 'hypothese (i7) pour prolonger les fonctions f, par continuité en
a. On note f,(a) cette limite.

Montrons que la suite (f,,(a)) est de Cauchy :

L’hypothese (i) se traduit par

Ve >0, Ing e N|Vn =ng, ¥p €N, ||fosp — falloo <€

(une suite convergente est une suite de Cauchy). Pour tout x € A, on a par
conséquent |fnip(x) — fu(z)] < € et en prenant la limite quand x — a, on obtient
| frtp(a) — fula)] < e. Lasuite (f,(a)) est de Cauchy, elle est donc convergente. On
note f(a) sa limite. Si on revient a I'égalité | f,,+,(a) — fn(a)| < € et que I'on prenne
la limite quand p — 400 (c’est possible car on vient de prouver que cette limite
existait) alors on obtient |f(a) — f,(a)] < e.

On a ainsi les mémes hypotheses que pour le théoreme de double limite en rem-
placant A par A’ = AU {a}. On peut donc utiliser sa conclusion B
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Remarque 5.4.3. On peut encore étendre le domaine de validité du corollaire
précédent, si E =R, au cas ot a = F00.

St A =N, on peut alors réécrire ce corollaire sous la forme suivante :

S0it (Unp)npenz une suite double de complexes telle que

n—-+oo p—+00

(i1) Vn e N, pkrpoo Upp existe, (17) nEToo(pErfoo Unp) IpEr—Poo(nl—lEl{loo Upp)-

<(z) lim  (sup,ey |tnp — up]) = 0,) (1) lim w, existe

Les choses se comprennent mieux si on écrit u,(p) a la place de .

THEOREME 5.50. Si A est un compact de E alors C(A) est un sous-espace vectoriel
fermé de B(A) muni de la norme N.

Dém :

e Comme A est compact alors toute fonction continue sur A est bornée donc

C(A)  B(A).

e Soit (f,) € (C(A))N telle que f, % f.
Par hypothese, pour tout x de A, f, est continue en x donc, en application

du théoreme de double limite, f est continue en z et ceci pour tout x € A par
conséquent f € C(A).

Conclusion : C(A) est un sous-espace vectoriel fermé de 'espace vectoriel normé
B(A) muni de la norme N, B

b) CONVERGENCE NORMALE DES SERIES DE FONCTIONS

Pour les séries de fonctions il n’est pas toujours commode de prouver la conver-
gence uniforme (en effet on ne connait pas toujours la somme) aussi il est souvent
intéressant d’utiliser la convergence normale comme critere de convergence uniforme
pour les séries de fonctions.

DEFINITION 5.4.2. Conwvergence normale
Une série Y f, de fonctions (de B(A, F)) définies sur A est dite normalement
convergente sur A ssiqer la série numérique Y || fnlloo est convergente.

Remarque 5.4.4. Pour établir la convergence normale de Y fn, il convient
d’utiliser une série numérique convergente majorante » . «,, c’est-a-dire telle que,
pour tout n, || fulleo < an-

THEOREME 5.51. Toute série normalement convergente sur A est absolument et
uniformément convergente sur A et on a

Neo (Z fn> < D el

< v

o
Dém : On utilise ici le fait que F' étant un espace vectoriel normé, c¢’est un espace
de Banach, toute suite de Cauchy converge et la convergence absolue entraine la
convergence simple.
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e Pour tout z € A, on a | f,,(z)| < Noo(f,) donc la série Y f,,(z) est absolument
convergente pour tout x € A et elle converge simplement sur A.

e Soit ng € N et n > ng+ 1 alors

D K@) < DY @< )] Naolfi)
k=ng+1 k=ng+1 k=no+1
+o0
< j{: Dﬁw(fk)
k=no+1

+oo +oo
Donc |rp, (z)| < Y. Noo(fi) soit [[rngllee < Y. Noo(fx) — 0 par consé-
k=ng+1 k=ng+1
quent r,, converge uniformément vers 0 i.e. Y f, converge uniformément.

e On peut reprendre la démonstration ci-dessus en remplacant ny + 1 par 0 et
dans ce cas on obtient I'inégalité

00 +00
N (Z fn> < No(f)m

Traduction de ce théoreme : Sila série de fonctions ) f,, converge normalement

“+00

et si, pour tout n, lim f,(z) existe alors lim ) f,(x) existe et on a
T—a T =0

+o0 +o0
lim ) fu(z) =) lim f,(2)
n=0 n=0

Remarque 5.4.5. On peut rassembler les résultats de convergence sur le schéma

survant
C.U.

/ N
C.N C.S.

\ /
C.A.

Ou C.N. signifie convergence normale, C.U. convergence uniforme, C.A. conver-
gence absolue et C.S. convergence simple.

Ezxemple d’application : Soit z € C alors lim <1 + i) = e~
n

n—-+00
Dém : On développe avec la formule du binome :

< ) Zk'n—
_Z lnk ;j

=0k n

“+00
>y
= Y Qar ,—

hnk'
k=0
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n!

——FF— sik<n
avec ay, = { (n — k)Ink S
0 sik>n
On prouve alors que cette série converge normalement pour n € N :
k
) z
ok lim ug(n) = = 2|
si ug(n) = ein sy alors ¢ "tee 2| k' et comme > “p converge on a bien
(i< B |

la convergence normale.
On utilise finalement le théoreme de double limite :

+oo
2\ "
lim (142)" = 1

C) EXTENSION AU CAS DES FONCTIONS A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL
NORME DE DIMENSION FINIE

Tout ce qui a été dit ci-dessus, tant pour les suites que pour les séries se transmet
sans probleme au cas des fonctions a valeurs dans F' e.v.n. de dimension finie.

4 )
THEOREME 5.52. Si A est une algébre normée de dimension finie alors

e u— (e —u)" ! est continue sur la boule unité ||ul| < 1,

e u — exp(u) est continue sur A.

N\
Dém :

e Soit 0 < a < 1, on pose A = B(0,a) boule fermée de rayon a de ’ensemble
“+o00

A. On a vu que, sur A, (e —u)™t = > u” (cf. théoreme 5.44 page 322). On
n=0

définit f, :u € A u™, f, est continue sur A (par récurrence immédiate sur
n, en utilisant la continuité du produit dans une algebre normée).

|lu™|| < [Jul|™ < a™ donc il y a convergence normale de la série > u” sur A,
on en déduit la continuité de u — (e —u)™! sur A pour tout a €]0,1] (en
application du théoreme de double limite).

Soit ug € B(0,1) alors il existe > 0 tel que B(ug,r) C A pour a €]0,1] :

1— 1
on peut prendre par exemple r = w et a = w alors pour tout

u € Blug, 1), [Jul| < ||u—uol| +|uol| < aie u e Asoit B(ug,r) C A. Comme
—_———

<r
[ :uwr (e —u)"! est continue sur A alors f est continue en wug et ceci pour
tout uy € B(0,1).
Conclusion : f :u+— (e —u)~! est continue sur B(0,1).
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u™ —
e De méme ) — converge normalement sur toute boule fermée B(0,a) de A

luf” _ o u” : u
( ' < —)et g, uw— — est continue donc e : u — e* est
n! n!
continue sur A Wl

uTL

= opl n!

Reprenons l'exemple du b) alors on peut affirmer, par le méme raisonnement, que
u n

<1 + —) — exp(u) quand n — +oo.
n

Questions :

(i) Etudier la convergence simple et uniforme (sur des ensembles & préciser) des
suites de fonctions (f,) :

z\/n o sin nx
Thngze (@ e sine, (d) =00

(a) ze ™ (b)

(7) Etudier la convergence normale (sur des ensembles a préciser) des séries de
fonctions de terme général u,, :

eina 1 1 (—1)"z

(a) 0) = (@ @

bl . bl
n? n? + sin nx

(73i) Que dire d’une suite de polynémes (P,) qui converge uniformément sur R ?

5.4.2 Intégration sur un segment des suites de fonctions
continues

Le but de ce paragraphe est de faire le lien entre les notions de convergence uniforme,
normale et l'intégration, la dérivation. On en profitera aussi pour illustrer certaine
normes sur l'espace vectoriel E = C([a,b]).

THEOREME 5.53. Norme de la convergence en moyenne b
Sur E = C([a, b]) on définit Ny(f) = / | f| qui est bien entendu une norme.
En outre, on a !
[ A< < 6-a v
S

Dém :
e V| est une norme :

— Ni(f) =0= f =0 car |f]| est continue, positive.

—MMﬁz[JMWzWMU)

—mu+m:/?w+m</4m+MMUWﬁ+M@»

[a,b]
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[

Riemann en prenant x; = a + ¢

e Montrons l'inégalité < Ni(f) : pour cela on passe par les sommes de

a
(ne pas perdre de vue que les fonctions

considérées peuvent étre a valeurs complexes).

Z f(xs)

—|[2 F(t) dt| —[Y1F@)la

b—a

<

e L’inégalité Ni(f) < (b — a)Noo(f) est immédiate B

La derniere propriété permet donc de comparer les deux normes N; et N, sachant
que la suite de fonctions (f,,) définies sur [0, 1] par

nx stz €[0,1/n]
o) =< 2—nz sixz€ll/n,2/n]
0 si x €]2/n, 1]
tend vers 0 au sens de N7 mais n’a pas de limite au sens de N, (cf. dessin ci-dessous).
i A
0 !
0 1
12
a )

THEOREME 5.54. La convergence uniforme de (f,) suite de fonctions continues
sur [a,b] implique la convergence en moyenne et, en outre,

/ lim f,, = lim fn-
CRI " ]

[a,b

< v
Dém : On utilise I'inégalité Ny(f—f,) < (b—a) N (f—fp) (cf. théoreme précédent) :

/abf(t)dt—/abfn(t)dt' -
/|f ()] dt = Ny(f — f,)

< b_a (f fn)

(Ft) = Fult) dt]
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donc / lim f,, = lim f A
[a,p] ™ " Jab]

On a déja vu 'exemple du produit scalaire (f|g) = fg sur C([a,b]).
[a,]

PropPOSITION 5.4.2. Norme de la convergence en moyenne quadratique
C([a,b]) muni du produit scalaire ci-dessus est un espace préhilbertien. La norme

associée No(f) = / |f|? est appelée norme de la convergence en moyenne qua-
[a,0]

dratique.
De plus, on a les inégalités

No(f) < Vb —a Nuo(f),
Ni(f) < Vb—a Na(f)-
Dém
e On a vu au chapitre 4 la premiere propriété (cf. exemple (iii) page 249.

e La premiere inégalité est immédiate :
s IR RN
a,b

et on prend la racine carré.

e La deuxieme inégalité est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ni(f)? = (/[a’b] 1x f(t) dt)2 < (/M 1dt) X (/[a’b] |f(t)|2dt)

< (b—a)No(f)?
et, la encore, on prend la racine carrée Wl
Cette derniere propriété nous permet d’affirmer que :

PROPOSITION 5.4.3. La convergence uniforme de (f,,) sur [a,b] implique la conver-
gence en moyenne quadratique, qui implique elle-méme la convergence en moyenne.

Dém : C’est une conséquence immédiate des inégalités

Ni(f) S Vb —aNo(f) < (b—a)Noo(f) B

Ce qui se traduit par

C.U. = CM.Q. = C.M.

ou C.M.Q. signifie convergence en moyenne quadratique et C.M. convergence en
moyenne.

On verra dans le cours sur les séries de Fourier que la série de Fourier d’une fonction
continue f converge en moyenne quadratique vers f et que si, en plus, f est C' par
morceaux, cette convergence est uniforme.
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THEOREME 5.55. Intégration terme & terme d’une série d’applications h
Soit (f,,) une suite d’applications continues sur [a,b]. Si la série > f,, converge
uniformément sur [a, b] la série des intégrales est convergente et

[

[a,0] ,, [ab

- Y
[z

Dém : On applique le théoreme 5.54 page 333 a la somme partielle s, = > fi.
n=0

Comme la série Y f, converge uniformément, elle converge simplement vers une
fonction s qui est continue d’ou

/ s = / lim s, au sens de la norme infinie
[a,b] [a,b] p—too
= lim Sp théoreme 5.54
potoo [a b]
= lim linéarité de l'intégrale
p~>+oo Z a b] g

__EE: aﬂ

Ezemple : Soit f,(x) = (—1)"z" alors la série )_ f, converge uniformément (et
méme normalement) sur tout intervalle [0, a] ol |a] < 1. On a donc

/0“ <Z<_1)W> dz =1In(1+a) = HZ% /Oa(—l)"x" dr = Z(—U"gfl.

Remarque 5.4.6. Lorsque la convergence est normale sur [a,b], la série > N1(f,)

est convergente et
+oo +00
N1<an> < ZNl(fn)'
n=0 n=0

Dém : Comme Ni(f,) < (b — a)Noo(fn) et que Y N(f,) converge alors, par
domination, > Ny(f,) converge. On a alors

par passage a la limite l

Questions :
+00 1@n+1
(1) Montrer que, sur un ensemble & préciser, Arctanz = »_ (—1)" .
n=0 2n+1

(ii) Trouver une suite (f,) d’éléments de C([0,1])) telle que Ni(f,) — 0 et
A&(fn)::l.
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5.4.3 Suites et séries de fonctions de classe C!

THEOREME 5.56. Primitivation de la limite d’une suite de fonctions
Soit a € I, (f,) € C(I)N et, pour tout n, h,(x) = / fa(t)dt

C.U.
Si f, ——— f (i.e. converge uniformément sur tout segment de [ vers f)
tt segment

alors h,, C—U>houh /f

tt segment

- y
Dém : Soit [ar, 5] C I et [/, F] le plus petit segment contenant [a, 3] et a. On note

Nso(g) = sup |g(x)]. On a

tela’,3]

xT

Va € [ Bl Ihale) — h@) = | [ (ult) - F0) dt]

< al Nl — 1) < (7 — ') Nl — f) o
< (B — a)-Noolfu — /)

Neo(hy — h)

et par conséquent sur [, (] la suite (h,,) converge uniformément vers / f(t)dt = h.

. . C.U.
Conclusion : on a prouvé que h,, ———— h
tt segment

Remarque 5.4.7. si f € C(I) et sia,b] C I alors toute primitive h de f sur [a, b
vérifie Noo(h) < |h(a)| + [, | f]-

Dém : Grace au théoreme fondamental du calcul intégral, toute primitive h de f

continue s’écrit h(x / f(t)dt d’ou

ol <l +| [ 10l < @i+ [ 1ol

d’ou1 on déduit la majoration
b
Nel) < h@]+ [ 17(0)arm

COROLLAIRE 5.57. Primitivation d’une série de fonctions

e Si ) f,, est une série de fonctions continues sur l'intervalle I, h,, la primitive
de f,, qui s’annule en a.

e Si > f, converge uniformément sur tout segment de I,

alors la série ) h, converge uniformément sur tout segment vers la primitive de
>~ fn qui s’annule en a et on peut écrire

[(Zs0)a-3 [ nwa

i.e. on peut primitiver terme a terme.
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Dém : On applique le théoreme précédent aux sommes partielles de la série > f,
(on note f la somme de la série »_ f, qui est bien définie grace a la convergence
uniforme) :

C.U. C.U. . o
e Comme ) f, ——— f alors > h, ———— h ou h est la primitive de f
tt segment tt segment

qui s’annule en a.

e On peut intégrer terme a terme sur tout segment grace encore a la convergence

uniforme soit :
x [ +oo +oo T
/ (Z fn(t)> dt = Z/ fot)dt
a n=0 n=0 "%

THEOREME 5.58. Dérivation de la limite d’une suite de fonctions
Soit (f,,) une suite d’applications de classe C* sur I.

C.S. C-U.
fn T> f fn tt segment f

Si 7 ov._ o alors fecyn
"o segment f’ = h.

< S

T

Dém : Soit a € I, on pose g(z) = f(a) + h(t)dt. On a ¢'(x) = h(z) et

a

9(x) = fulz) = fla) — fula) + /gg(h(t) — fu(t))dt. On note Noo(u) = sup [u(t)]

tela,b]
alors

Noolg — fu) < 1F(@) — fula)| + / Ih(t) — f1(6)] dt
< 1£(@) = ful@)] + (b — a).Nuo(h — f1)

donc lim Ny (g9—f,) = 0soit f, f—Z{ g. En particulier f, % g et, par hypothese,

n——4oo
fn _>[CZ f donc, par unicité de la limite, on en déduit que f = g sur [a,b] et ceci
pour tout Segment [a, b] C I. On a alors f = g sur I.

Conclusion : f, LN f, comme f=galors f € C'I[,K)et f/'=h 1

tt segment
Remarque 5.4.8. On peut réécrire la conclusion du théoréme précédent sous la

forme
di( lim fn> = lim ifn

n—-+oo dx

COROLLAIRE 5.59. Dérivation d’une série de fonctions
Soit Y f, une série de fonctions de classe C! sur [

> fn C.U. sur tout segment
400
. n CS sur [ eI
! (Z £ C%fsur tout segm t> alors n;of (7)
, C.U. segmen 4 /5 ey
@ <n;0fn> = Z @fn

n=0



338 CHAPITRE 5. SUITES ET FONCTIONS

Dém : Méme chose, on applique le théoreme précédent aux sommes partielles ll

THEOREME 5.60. Dérivation de ’exponentielle
Etant donné un élément a d’une algebre normée A de dimension finie, 'application
€q : t— expta est de classe C*® sur R et De, = ae, = ¢, a.

Dém : On a besoin de la dérivation des fonctions vectorielles ici que 1'on traitera
dans le chapitre suivant. On utilisera la propriété simple suivante : si f(t) = at”
olt @ € A alors f est dérivable et f'(t) = nat"!. Le théoréme précédent s’étend
lui aussi sans probleme au cas des fonctions vectorielles (se ramener aux fonctions

coordonnées). Une fois ceci acquis, on peut passer a la démonstration.

Too g a" a
expta = ngoﬁt", on pose f,(t) = th' Pour n > 1 on a f/(t) = CE]
Soit [-A, A] C R, A > 0 un segment de R, on pose Noo(u) = sup ||u(t)|| pour u

te[—A,A]

n
tnfl

une fonction a valeurs dans A.

an

n
' < A”’lM donc
n!

£ @1 = " (n—1)

1_lafl
(n—1)V

Noo(fl) < A™

n

La série Y f/ converge normalement (donc uniformément) sur [—A, A] et > f,

+00
converge simplement par conséquent e, = > f,, € C}([—A, A], A) pour tout A > 0
n=0

+o00
donc e, € CHR, A) et (e —a)' (t) = > f1(¢).
n=1
Conclusion :

400 a”

(exp(at))’ = Z mtnfl

n=1
+
= EOO aa—nt” = aexp(at)
n! P
n=0

n

00 a
= g —t"a = exp(at)a.
n!
n=0

Et, par une récurrence simple, on prouve que t — expta est C* B

Applications :
(i) ¢+ e est de classe C et (&)%) = etz

(77) Siu € L(F) est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie,
t— e est de classe C et (ef)*) = et

(iii) Si A € M,(C), t — e est de classe C* et (etA)(k) = AketA,

Cette derniere propriété sera utilisée pour les équations différentielles.

, rsint X sinnt
Question : Montrer que Arctan ——— = r
1—rcost ;=1

pour 0 < r < 1.
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5.4.4 Approximation des fonctions d’une variable réelle

Dans ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur un intervalle I de
R et a valeurs dans un espace vectoriel F' de dimension finie.

Pour les fonctions en escalier, on reprend la méme définition que celle donnée pour
les fonctions a valeurs réelles.

DEFINITION 5.4.3. Fonction en escalier

¢ € F([a,b], F) est une fonction en escalier ssiqs il existe o subdivision de [a,b] :
a<xy...<x, =Db telle que ¢ est constante sur chaque intervalle |x;, z;11].

o est dite subordonnée a .

L’ensemble des fonctions en escalier définies sur I est un sous-espace vectoriel de
F(I,F).
Tout comme sur R, on étend la définition des fonctions en escalier sur I = [a, b] au
cas des fonctions en escalier sur R en prenant des fonctions nulles en dehors d'un
segment.

DEFINITION 5.4.4. Fonction continue par morceaux

Soit f € F([a,b], F), on dit que f est continue par morceaux sur I = [a,b] ssig il
existe une subdivision de [a,b] xog =a < x1... < x, = b telle que, pouri € [0,n—1],
la restriction f; de f a|x;, x;41[ se prolonge en une fonction continue sur l'intervalle
(i, Tiga]

On étend la définition d’une fonction continue par morceaux au cas d’un intervalle
I quelconque : sa restriction a tout segment est une fonction continue par morceaux
( mais elle n’est pas forcément nulle en dehors d’un segment ).

THEOREME 5.61. Approximation uniforme des fonctions continues par
morceaux par les fonctions en escalier

Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors, pour tout € > 0, il existe ¢ fonction
en escalier sur [a, b] telle que

Neo(f —¢) <e.
Dém : On se ramene au cas d'une fonction continue puis on utilise le théoreme n” 3
de Heine :
soit 0 =29 =a <z <...<x,=>bune subdivision associée a la fonction continue
par morceaux f. On note encore f; = fjjz, 2., €t fi son prolongement continu sur

[z, 2511]. fi est continue sur un segment, elle est donc uniformément continue soit
Ve >0, 3n > 0 | V(z,y) € [s,aial?, 2=yl <m = [File) - Tl < <.

On prend alors une subdivision de [z;, z;41] :
O =Ty =2 < Tig < ... < Tiy = T telle que Vj, 0 <@y 00 — x5 <1

ZijtTij+1 :
et on pose p(x) = {;z((x ) 7 ) z z _]5:‘,]}, :Ez,J+1[.
b — i,j

La fonction ¢ est en escalier et, si © €|x; ;, T; j+1]

p(x) — f(@)] < | fi(5505) — f(2)]

<e€
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TijtTi 41

car |r — =R Ly
Si x = z;; alors |¢(z) — f(x)| = 0 donc on a bien Noo(¢p — f) <c M
a )

THEOREME 5.62. Approximation uniforme des fonctions continues par
des fonctions continues affines par morceaux

Si f € C([a,b], F) alors, pour tout e > 0 il existe ¢ fonction continue affine par
morceaux telle que

NOO(f _ @Z)) SE.
.

Dém : La encore, on utilise 'uniforme continuité de f sur [a,b] :

Ve >0, I >0|V(w,y) € 0,0, ls—yl<n=f(z) - fW<e

) b—a b—a ,
Soit n € N* tel que < 7m, on pose x; = a + i pour i € [0,n] et,
pour = € [z;, miyq], ¥(z) = Mf(acijq) + mf(xz) (c’est le polynome
Lit1 — Li i Tit1

d’interpolation de Lagrange de f aux points z; et x;11). 1 est une fonction affine
r—; n T — Tit1

par morceaux, continue sur [a, b] et en remarquant que 1 = ,
Tiy1 — T Tj — Tjq

sur chaque intervalle [z;, z;,1] on a

9(@) = (@) = S flen) = f@)] + S ) = f(2)]
0e) = P < T ) = T+ ) — F@))

<e <e

car |z — x;| < net |z — x| < 1. On en déduit que ||¢(z) — f(x)] < e pour tout
x € [a,b] soit Npo(p — f) <ell
Deux théoremes importants que 'on nomme théoremes de Weierstrass.

. )
THEOREME 5.63. Théoréme de Weierstrass n° 1
Approximation polynomiale uniforme des fonctions continues sur un segment.

Soit f € C([a,b]) alors, pour tout € > 0, il existe un polynome P tel que

Noo(f — P) < e.

<
Dém : hors programme. Ce théoreme est tres utile en analyse, on peut le démontrer a

I'aide des polynémes de Bernstein B,(f)(t) = > (})t*(1—¢)"7* f(£) qui fournissent

une expression de polynomes convergeant uniformément vers f sur [0, 1].

DEFINITION 5.4.5. Polynéme trigonométrique
On appelle polynome trigonométrique toute fonction qui s’écrit

Remarque 5.4.9. On peut prendre une sommation de —m a n mais il est plus
simple de sommer de —n a n quitte a prendre des coefficients aj nuls.
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4 )
THEOREME 5.64. Théoréme de Weierstrass n ° 2

Soit f € C(T') ensemble des fonctions continues 2m-périodiques (7" désigne le cercle
unité sur C ou le tore-d’ou le nom—). Pour tout £ > 0, il existe un polynome
trigonométrique P tel que

Noo(f — P) < e.
.
Dém : hors programme W

Ce théoreme sera tres utile pour 1'étude des séries de Fourier, une démonstration
consiste a utiliser le noyau de Féjer

I sin®(nu/2) .1 [T sin®(nu,/2)
21 J, [t =u)+ St +u)] sin?(u/2) du= 2mn ), (t=w) sin?(u/2)

qui fournit explicitement une écriture du polynome P.

Remarque 5.4.10. Ces deux derniers théorémes sont des cas particuliers d’un seul
et méme théoréme, le théoréme de Stone-Weierstrass.
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