CHAPITRE 6

Fonctions vectorielles : dérivation
et intégration

6.1 Dérivation des fonctions a valeurs vectorielles

Les fonctions étudiées dans cette section sont définies sur un intervalle I de R et &
valeurs dans F' espace vectoriel normé de dimension finie sur R ou C.

6.1.1 Dérivée en un point, fonctions de classe C!

Ici, on étend au cas des fonctions vectorielles les notions de dérivabilité.

DEFINITION 6.1.1. Dérivée d’une fonction

f(x) = f(a)

Soit f € F(I,F), on dit que f est dérivable en a ssige lim -
a—a X —a
df

notée f'(a) ou D f(a) ou a(a))

Remarque 6.1.1. En cinématique, la dérivée d’un point correspond au vecteur
vilesse.

existe (limite

Notation : On notera les dérivées a gauche et a droite : f;(a) et fj(a).

DEFINITION 6.1.2. Dérivée sur un intervalle

d
On note D(I, F') l’ensemble des fonctions dérivables sur I, f', D f, d—f la fonction
x

dérivée et C1(I, F) l'ensemble des fonctions de classe C* sur I i.e. dérivable et a
dérivée continue.

THEOREME 6.1. C'(I, F) est un sous-espace vectoriel de F(I,F)et D: f+— D f
est une application linéaire.

Dém : C’est immédiat en utilisant la linéarité de la limite :

e (0 Papplication nulle est bien dans C'(I, F') donc cet ensemble est non vide.

e Soient f et g deux fonctions de classe C' et (A, ) € R?, on pose h = \f + ug.

Alors
hw) = h(a) _ | f(@) = fla) | Mg(x) —g(a)

T —a r—a r—a
admet une limite quand x — a pour tout a € I. On en déduit trois choses :
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— h dérivable,

—Dh=ADf+puDy,

— D h est continue.
D est donc une application linéaire de C'(I,R) dans C(I,R) et C'(I,R) est un
sous-espace vectoriel de F(/,R) Bl

PROPOSITION 6.1.1. Propriétés de la dérivation
Soient f € D(I,F) et g € D(I,G) ou F et G sont deux espaces vectoriels de

dimension finie.
e Siue€ L(F,G) alors u(f) € D(I,G) et D(u(f)) = u(D f).

e Si B est une application bilinéaire de F'x G dans H ou H est un espace vectoriel
de dimension finie alors B(f,g) € D(I,H) et

D(B(f,g)) = B(D f,g9) + B(f,Dg).

Dém : On revient a la définition de la dérivée.

e Soit u € L(F,G), comme on est en dimension finie, u est continue et, par
linéarité,

u(f(z)) —u(fa)) _ (f(:v) — f(a)

Tr—a Tr—a

) = uld s(a)

par passage a la limite et continuité de u. On en déduit que u(f) est dérivable
en a pour tout a € I donc u(f) € D(I,G) et que D(u(f)) =u(D f).

e Soit A(z) = B<f<x>,g<x>i:;B(f(a),g(a))

(f(x) — f(a)) + f(a) et par linéarité,

Ay B (f(x) - f(a)’g(x)> L h ( oy, 20— g<a>> |

Tr—a r—a

alors, en écrivant que f(z) =

x) —gla
5 ( 1, 22 =90
r—a
finie, toutes les applications bilinéaires sont continues et cette limite vaut
B(f(a), D g(a)).
(M,g(x)) tend vers B(D f(a), g(a)).
r—a
B(f, g) est donc dérivable pour tout a € I. B(f,g9) € D(I,H) et

D(B(f,9)) = B(D f,9)+ B(f,Dg) ®

admet une limite quand z — a car en dimension

De méme, B

Application : Si F est un espace préhilbertien de dimension finie alors la derniere
propriété nous permet de dériver le produit scalaire D(f|g) = (D flg) + (f| D g), le
carré de la norme. Enfin, lorsque e est un vecteur unitaire alors e L. De.

On peut aussi étendre ces propriétés au cas ou F' n’est plus de dimension finie grace
a la continuité du produit scalaire.
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PROPOSITION 6.1.2. Si (€;)ic[1,n] st une base de F', on écrit f = fie; alors
i=1

o Si f est dérivable alors, pour toute base (e;), les f; sont dérivables.

o S’il existe une base (e;) telle que les f; soient dérivables alors f est dérivable.

et, on a D (Z fiei) = >_D fie;.
i=1 i=1

Dém : On utilise la propriété sur les fonctions vectorielles (cf. théoreme 5.28 page
300) qui dit que si f = > f;e; alors
i=1

si f est continue alors, p_our toute base (e;), les f; sont continues,
sl existe une base (e;) telle que les f; soient continues alors f est continue,
x)— f(a
fa)~ f(a) g
x

appliqué a l'existence de limite en remplagant f(x) par
—a

Remarque 6.1.2. Si f est a valeurs complezes alors f est de classe C* ssi f lest
ssi Re(f) et Im(f) le sont et on a

D(f)=Df, Df=D(Re(f))+iD(Im(f)).

N
THEOREME 6.2. Soient f et g deux applications de classe C! sur [a, b], f & valeurs

dans F e.v.n., g a valeurs dans R. On suppose que V¢ € [a,b], || /()| < ¢'(t) alors

1f(b) = fla)ll < g(b) — g(a).

Dém : On montre d’abord que
Ve >0, Vt € [a,b], [If(t) = fla)ll <e(t —a)+g(t) — g(a) (1)
Soit I. 'ensemble des t € [a, b] tels que (1) soit vérifié pour u < ¢.
e . #(: ae I est immédiat.

e /. est un intervalle : si t; <ty sont deux éléments de I, alors t; vérifie (1) et,
siu € [ty,ta], (1) est aussi vérifié donc [ty,ts] C I..

e Montrons que I est fermé : soit (¢,) € I une suite convergeant vers ¢ € [a, b],
on a

Vn e N, [[f(tn) = fla)]| < &(tn — a) + g(tn) — g(a)
donc, a la limite, comme f et g sont continues,

1F(t) = fla)ll < e(t = a) + g(t) — g(a)

Puis, si w < t alors il existe n € N tel que u < t,, donc (1) est vérifié aussi
pour u et en conséquence, t € I..

e Montrons que son plus grand élément est b par ’absurde :
si ¢ = sup I. < b alors on peut trouver ¢ > c tel que
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(1) |f(u) = f(c) = fl(c)(u—rc)|]| <e(u—c)/2 pour ¢ < u < t. En effet f est
dérivable en ¢ donc f(u) — f(c) — f'(¢)(u — ¢) + o(u — ¢) soit
1(u) = £e) = F/(e)(u — )l = (u— c)6(u) ot () — 0 quand u — c.
On en déduit que
1f () = (O < [f(w) = f(e) = f/(c)(u = )| +][f ()| (u =)

- >

ge(utc)/2

CHIS @ (= o).

u_
2

<Le€

(1) |g(u) —g(c) —g'(c)(u—c)| < e(u—c)/2 pour ¢ < u <t (méme chose avec
la dérivabilité de g). La aussi, on peut en déduire que (g est croissante
done g(u) —g(c) = 0)

9/(e)(u = )| = Ig'(e)(w— ) = [g(u) = ()] + g(u) - glc)
< g/(e)(u = o) ~ [g(w) — g(c)] +9(u) — 9(¢)
ge(utc)/2
< g(w) = gle) + e~

d’ott, comme |[f(c) — f(a)]| < e(c—a) +g(c) —g(a) (c € L),
1f () = f@)ll < [[f(w) = fFll + £ (e) = fla)l

Il )+ e~ ) +ole) — ola)

u—c
2

<e¢

N

+9'(e)(u—c)+elc—a)+g(c) —g(a)

ot g(u) = g(e) + e2=S 4 (e — a) + g(c) — g(a)

< g(u) —gla) +e(u—c) +e(c—a) = g(u) = g(a) +e(u - a)

donc t € I, et t > ¢, on arrive a une contradiction.

3

N

3

La, je pense que les rédacteurs du programme actuel n’ont pas voulu imposer une
telle démonstration, aussi, je conseille vivement de voir 'inégalité de la question
page 416 : dans ce cas, la démonstration se simplifie terriblement :

Hﬂ@—ﬂMkﬂ[U@&”<A%ﬂWNt
< [[a=g0) - g m

4 )
THEOREME 6.3. Inégalité des accroissements finis

Si f est de classe C! sur [a,b] alors on a

1f(6) = f(a)ll < (b —a) sup |f'(2)]

t€la,b]

(.
Dém : u +— || f'(u)| est continue sur [a,b] donc bornée et on applique le théoreme
précédent a f et g définie par g(t) = (t — a) sup,efy [[f/(w)| W
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PROPOSITION 6.1.3. Caractérisation des fonctions constantes

Si feC(I,F)NCYI,F) alors f est constante ssi f' =0 sur I.

Dém : L’implication directe ne pose pas de probleme.
Pour la réciproque, on utilise I'inégalité des accroissements finis :

soit a € I alors, pour tout b € I, b > a on a sup ||f'(¢)|| =0 d’ou f(b) = f(a). Si
te(a,b]
b < a c’est la méme chose donc f(b) = f(a) pour tout b € I i.e. f est constante B

Questions :

(1) Soient A(t) et B(t) deux fonctions matricielles d’ordre n, dérivables, calculer
[ABQ@)]',

(77) De méme, calculer [AP(t)]'.

6.1.2 Fonctions de classe C*

DEFINITION 6.1.3. Fonctions de classe C*
On dit que f € F(I,F) est de classe C* sur I ssigy [ est k fois dérivable et ) est
continue. L’ensemble des fonctions de classe C* est noté C*(I, F) et on définit

C(I,F) = ﬁock(I,F).

dk .
On note aussi D* f ou 4/ la dérivée k™ de f.

dak

PROPOSITION 6.1.4.
Si0 <k < +oo, CE(I, F) est un sous-espace vectoriel de F(I, F) et si F =R ou C,
on a méme une sous-algebre.

Dém : C’est la méme démonstration que pour le théoreme 6.1 page 343. Le cas ou
F =R ou C utilise les propriétés de la dérivation du produit B
On peut généraliser la formule de Leibniz de la maniere suivante.

G‘HEOREME 6.4. Formule de Leibniz R
Si f € CF(I,F) et ge CFI,G) et B une application bilinéaire de F'xG dans H
(ou F', G, H sont trois espaces vectoriels de dimension finie) alors

k

DHB(f.g) = 3 (]’j) B(DY f, D7),

p=0

- S

Dém : Par récurrence sur k avec 'aide de la formule du triangle de Pascal :

e k=1: cf. proposition 6.1.1 : D(B(f,9)) = B(D f,g9) + B(f,Dg).
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e On suppose la propriété vraie a ’ordre k.

-ofss (oo

p=0

Z() B(D £, D" 7g)

0

D[B(f,g)] = DID*(B(

3

k

k
_ (k’) (Dp+1 f, Dk p + Z ( ) Dpf DkJrl pg>
=0

p b=

3

et en décalant I'indice de la premiere somme : p — p — 1

L))

-~

=(%)
k+1
— Z (k_'_ 1) (D? f, DEt+1-p q)

ce qui acheve la récurrence B

k

=BD"' f9)+>

p=1

B(D” f,D*'" P g) + B(f, D*'g)

THEOREME 6.5. Dérivation des applications composées
Si f € CF(I,F) et peCtJ,R)oup(J)CI alors fopeCrJF).

Dém : On fait une récurrence finie sur p < k (en supposant k > 1) :
e Sip=1, c’est le théoreme de dérivation composé.

e On suppose donc la propriété vraie pour p < k. (fo) = flop.¢/, or ffop
est de classe CP d’apres I'hypothese de récurrence donc (f o ¢)" est de classe
CP. Finalement f o ¢ est de classe C?*! W

DEFINITION 6.1.4. CF-difféomorphisme
On dit que ¢ € C(J,R) est un C*-difféomorphisme de J sur I (k> 1 et I = p(J))
ssiaer p est bijective, ¢ et o~ sont de classe C*.

THEOREME 6.6. Caractérisation des difféomorphismes
Soit ¢ € C*(J,R) (k > 1), ¢ est un C*-difféomorphisme de J sur I = o(J) ssi,
pour tout élément ¢ de J, ¢'(t) # 0.

Dém :
e Comme ¢ est dérivable, on peut dériver la relation
vt e J, o (o) =t

done Vt € J, @' ()" (p(t)) = 1 par conséquent ¢’ ne s’annule pas sur J.
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e Si ¢’ ne s’annule pas alors ¢’ garde un signe constant car ¢’ est continue sur
I'intervalle J. ¢ est strictement monotone donc injective. ¢ est une bijection
de J sur I = ¢(J). On note ¢ = ¢~ montrons que 1 est dérivable :

p(t) — plto
O = 2M0) _, i(tg) .0 et o(t) # plto) dome

—lo
ce rapport ne s’annule jamais. On peut alors écrire

soit ug = @(to), u = p(t) alors

L=ty t—t
u—uy  o(t) —p(to)
) - ) 1

o u—ug ¢'(to)

donc 1) est dérivable en uy pour tout ug € I.
1

On a donc ¢¥'(u) = ——

W = )

utilisant le théoreme de dérivation des applications composées ci-dessus l

et on procede par récurrence finie sur p < k en

Question :
Si A(t) et B(t) sont des fonctions matricielles d’ordre n, de classe C*, calculer

[A)B(1)]™).
6.2 Intégration sur un intervalle quelconque

Dans ce chapitre, toutes les fonctions sont continues par morceaux sur un intervalle
I de R a valeurs réelles ou complexes.

6.2.1 Fonction intégrable a valeurs positives

DEFINITION 6.2.1. Fonction sommable,intégrale d’une fonction sommable
Soit f continue par morceauz, positive, on dit que f est sommable sur I ssige il
existe M € R, tel que, pour tout segment J contenu dans I, fJ f<M.

On note alors [, f =sup, [, f et L'(I) I’ensemble des fonctions intégrables sur I.

Remarque 6.2.1. Si par hasard I était un segment, on retrouve avec cette définition
[intégrale que ['on a vue en premiere année.

Dém : Soit I = [a,b], on note f; f(t) dt T'intégrale vue en premiere année.

e Si J = [a,(] C I alors, comme f est positive, fff < fab f(t)dt donc, en
passant & la borne supérieure, [, f < fab f(t)dt.

e Comme [ est un segment contenu dans [ (...) alors fabf(t) dt < [ f.

En combinant les deux inégalités, on obtient [, f = fab f(t)dt m
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@ )

HEOREME 6.7. Critére de sommabilité

e Soit J, une suite croissante de segments dont la réunion est égale a I et
telle que pour tout n de N, [ I f < M, alors f est sommable sur I.

e Si f est sommable alors pour toute suite croissante (.J,,), la suite f 5 [ est
bornée.

Dans ces conditions [, f = sup,cy [, f=1lim, .y [, f

J

Dém :

e Soit J = [a,b] C I alors, comme a € [ = U‘]”’ il existe n, € N tq a € J,,.
De méme il existe ny, tel que b € J,,.
On pose n = max(n,, ny) donc J C J, et

/f< f < sup f—hm/f
J Jn neN n—+00

f est par conséquent intégrable sur 1.

e Réciproque : J, est un segment contenu dans / donc f 5 <supeg f ; /- La
suite u, = [ I f est une suite croissante majorée elle converge et sa limite
vérifie lim [ ;< Il ; f et ceci pour toute suite croissante (.Jp,).

n—-+4oo © U

En combinant les inégalités obtenues on conclut || = hrf 1l ; fn
n—-+oo n

PROPOSITION 6.2.1. Si f est continue par morceauz sur [a,b] alors f est intégrable
sur [a,b]. En outre f est intégrable sur |a,bl], [a,b] et ]a,b] et on a

/[Qb /ab] /[Qb /]ab ab[

e Montrons par exemple que f € L'([a,b]) avec égalité des intégrales. Soit
J C[a,blalors [, f < [, fdonc fe€ L'([a, b]).

Dém :

e Soit maintenant (b,) une suite strictement croissante, de limite b alors

J =LAl

donc lim f[a,bn} f= f[&b} f d’ott I'égalité f[a,b[f = f[%b} f

n—-4o0o

< (b= bn)l[ flloo

On a alors les propriétés suivantes :
PROPOSITION 6.2.2. ”Pseudo-linéarité”
(1) Si f et g sont sommables sur I alors f+ g l'est aussi et fl(f+g) = f[ f—i—flg

(i4) Si f est sommable et si A € Ry alors Af est sommable et [[Af =X [, f



6.2. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE 351

Dém : On considere ici (.J,,) une suite croissante de segments de réunion I.

(1) Par propriété des intégrales, on a

Jn(f+g)=/nf+/ng</lf+/lg

donc f + g est intégrable et, en passant a la limite dans I’égalité ci-dessus, on
obtient

nliri‘oo(”g):/(ﬂg ngrpoo/ f+ lim_ Jngz/lf—i—/lg

(77) C’est la méme démonstration pour Af (avec A > 0) B

\
THEOREME 6.8. Théoréme de comparaison, croissance

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux, positives sur I telles que
f < g, si g est sommable alors f est sommable et on a / f< / g.
I I

L’application qui a une fonction sommable fait correspondre son intégrale est
croissante.

< y
Dém : Pour tout segment J C I ona [,f < [,9 < [,g donc f € LY(I) et

= o

On a ensuite une caractérisation tres intéressante de la sommabilité d’une fonction
a Paide d’une limite :

GHE,]ORI:]ME 6.9. Sommabilité et intégrabilité
Soit f continue par morceaux sur [ = [a, b] (et, on le rappelle, & valeurs positives)
ou b€ R. On a alors

f sommable sur I ssi / f(t) dt admet une limite finie quand z — b

et, dans ce cas, [ f = lim/ f(t)
k I z—b

Dém :

e Si f est sommable sur / alors / fl)ydt = /

[a,2]

S

< / f donc la fonction
I

F 12— / f(t)dt est une fonction croissante et majorée, elle admet une

limite quand z — b~ et on a lim f / I

r—b

e Supposons que F' admet une limite finie [ quand x — b.
Soit (b,) une suite strictement croissante de limite b avec by = a. On pose
Jn = [a,by)].

Comme F' est croissante, F'(b,) = f < [. En application du théoreme 6.7,

on en déduit que f est sommable et / f= lim / f < lim / f(t)dt
I n

n—-+4o00 z—b [,

L’égalité est alors immédiate M
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Remarque 6.2.2.

(1) On obtient bien sur le méme résultat avec I =|a,b] et on peut étendre ce
résultat au cas des intervalles |a, b|.

(13) Si f est intégrable sur [a,b], on dit que f(t)dt converge.
[a,b]

(1ii) Sib= +o0o et si f intégrable sur I a une limite en +00 alors cette limite est
nulle.
Dém : Soitl = lim f(x) et supposons, par l'absurde, que Il # 0 (doncl > 0).

T——+00

l
Il existe xq tel que v > xg = f(x) > 7 On a alors

/axf(t)dt:/jof(t)dtjt/x:f(t)dt2/amof(t)dH(x_xo)é s 400

donc f n’est pas intégrable B

Attention, ici il n’y a pas de réciproque, i.e. si lim f(x) = 0 alors f nest
T——+00

pas forcément intégrable !

THEOREME 6.10. Intégrabilité des fonctions t — t®

1
Sur I = [a,+oo] (a > 0), f(t) = o est intégrable ssi a > 1.

1
Sur I =|0,al, f(t) = o est intégrable ssi a < 1.

Dém : Immédiat, on intégre les fonctions : si o # 1

71 1 ‘ 1 1 1
—dt = ot = — :
to {1—04 L l—a [xal ao‘l]

e Si [ =[a,+o0[ alors

a

— n'a de limite en +o00 que si o > 1.
o

e Si I =]0,a| alors n’a de limite en 0 que si a < 1.

xafl

1
Et on remarque que dans tous les cas, f(t) = n n’est pas intégrable M

Un dernier théoreme tres utile :

THEOREME 6.11. Théoréme des équivalents
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux positives sur I = [a, b[. Si,
au voisinage de b, on a f ~ g et g intégrable sur [a, b] alors f est intégrable.

Dém : 1l existe A € I tel que, pour z > A, f(z) < 2¢g(x) donc f est intégrable par
théoreme de comparaison W
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e Régle pratique d’intégrabilité sur [a, b|.
A
(1) Si fr; — ouwv =1tsib= 400, v =t — | ailleurs, on peut conclure.
/UOC
Cf. théoreme 6.10.

(13) Si f ~9 et on connait une primitive de g.
On peut savoir alors si g est intégrable ou non et on utilise le théoreme
précédent.

(7i1) Si f < g et g intégrable ou f > g et g non intégrable.
On utilise le théoreme de comparaison.

+oo
(17v) Pour montrer que 'intégrale () dx converge, on cherche a > 1 tel que
lim 2°f(z) = 0. ’
L)
1 1
On aura alors f(z) = o (—) (en fait, il suffit d’avoir f(x) = O <—> pour
e M
conclure).
+oo
Si 'on veut montrer que f(x)dx ne converge pas, alors on essaie de

prouver (par exemple) que lirf zf(z) = +oo.
1

f > — donc [ n’est pas intégrable.
x

(v) On peut adapter le (iv) au cas ou b est fini.
Questions :
i) Etudier la convergence des intégrales suivantes
g g
/+°°1+C05xd /+oo dx /1 dz /+<>o dz
—  dx - -
) x? . (Inz)* 0 ( Lo 1 ). (z+1)Inz

x4+ —)In—
' x

1 1/ +00 dl‘ +o0o
e /T de / e / P(z)e *dz, P € R[X]
/0 o V0Ed=11 Jo

(77) Trouver un exemple de fonction f non intégrable sur [a, +o0o[ de limite nulle
en +o0.

(7ii) Montrer que si f est décroissante et si f est intégrable sur [0, +oo| alors

lim xf(x) = 0. Trouver un exemple de fonction f décroissante non intégrable
r—+00

sur [0, +o00] et telle que lir_{l xf(x)=0.

6.2.2 Fonctions intégrables a valeurs complexes

DEFINITION 6.2.2. Fonctions a valeurs complexes sommables

Soit f continue par morceauz sur I a valeurs dans C, on dit que f est sommable sur
I ssige | f| est sommable. On note L'(I) 'ensemble des fonctions sommables sur I
a valeurs réelles ou compleves (ou L'(I,R), L'(I,C) si nécessaire).
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Remarque 6.2.3. Si f est a valeurs positives, la définition ci-dessus s applique
sans probleme.

THEOREME 6.12. Théoréme de domination
Si f et g sont continues par morceaux, si |f| < g et si g est sommable alors f est
sommable.

Dém : Immédiat par le théoreme de comparaison (théoreme 6.8 page 351) B

PROPOSITION 6.2.3. Espace vectoriel des fonctions sommables
L'ensemble L'(I) des fonctions continues par morceauz sommables sur I est un
sous-espace vectoriel de CM(I).
Dém :
e 0 € L'(I) donc L*(I) n’est pas vide.

e Soient f et g dans L'(I) et (\,p) € K2, on a |Af + ug| < [ALIf] + |ulgl.
En utilisant la pseudo-linéarité (cf. proposition 6.2.2 page 350) on sait que
INLIf] + |]-|g] € L*(1) donc, grace au théoreme précédent, Af 4 pug € L*(1) B

THEOREME 6.13. Fonctions sommables de signe quelconque
Si f est continue par morceaux a valeurs réelles alors f est sommable ssi f et

[~ le sont. Dans ce cas, on pose [, f= [, fT— [, f.

Dém : On utilise I'égalité |f| = ft + f~ et les majorations f* < |f], [~ < |f]:

e Si f est sommable alors fT < |f| donc, par le théoreme de comparaison, f*
est sommable, il en est de méme pour f~.

e Si ft et f~ sont sommables alors, par pseudo-linéarité, |f| = fT + f~ est
sommable, il en est de méme pour f W

THEOREME 6.14. Fonctions sommables complexes
Si f est continue par morceaux a valeurs complexes alors f est sommable ssi Re f
et Im f le sont. Dans ce cas, on pose flf — fIRef+ifIImf.

Dém : On utilise les inégalités | Re f| < |f|, |Im f| < |f] et |f] < |Re f| + |Im f| si
f est complexe pour avoir les équivalences :

e Si f est sommable alors | Re(f)| < |f| donc, par le théoreme de comparaison,
Re(f) est sommable, il en est de méme pour Im(f).

e Si Re(f) et Im(f) sont sommables alors, toujours par pseudo-linéarité,
|f| < Re(f)+ Im(f) est sommable, il en est de méme pour [ B

On retrouve les propriétés que 'on a vues dans le cas des fonctions positives.

/

THEOREME 6.15. Critére de sommabilité )
Soit J,, une suite croissante de segments dont la réunion est égale a I et telle que
pour tout n de N, [ ; |fI < M, alors f est sommable sur I (réciproque immédiate).

Dans ces conditions lim [ 5, | existe et est indépendante de (Jn) et

n—-+o00
f= lim / f.
[ n—-+4o00o Jn
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Dém :

e On sait que |f| est intégrable (cf. théoreme 6.7 page 350). Toujours avec ce
méme théoréme, si f >0, [ ;J = lim | ;. | et cette limite est indépendante
n—-+4oo ° "

de la suite (J,,).

e Si f est de signe quelconque alors on écrit f = f* — f~. On sait que f et [~
sont intégrables (avant dernier théoréme) et positives donc

o= fr=fr=fr-]s

et cette limite est indépendante de (J,,).
e On procede de méme avec f = Re(f) +iIm(f) B

PROPOSITION 6.2.4. Si [ est continue par morceauz sur [a,b] alors f est intégrable
sur [a,b]. En outre f est intégrable sur |a,bl], [a,b] et ]a,b] et on a

/[ab /ab] /[ab /]ab ab[

Dém : On utilise la proposition 6.2.1 et on 'applique aux fonctions f*, f~ si f est
a valeurs réelles, puis a Re(f) et Im(f) si f est complexe B

PROPOSITION 6.2.5. Si f est sommable sur I = |a,b| alors, dans tous les cas, on a

f= llm/ f(t)
ab[ r—b

mais on n'a pas de réciproque.

Dém : On utilise le théoreme 6.9 page 351 en écrivant directement

f=Re(f)" = Re(f)” +illm(f)" —Im(f)"].

Pour s’assurer que 'on n’a pas de réciproque, voir la question (i) a la fin de cette
section M
Grace a la derniere remarque, on peut prouver les résultats suivants :

PROPOSITION 6.2.6. Linéarité

L application qui o f € L*(I) fait correspondre /f est une application C-linéaire.
I

Jorvu = [ f+ufg

Dém : Soit (J,,) une suite croissante de segments de réunion I alors

/nwwg):A/nfw/ng

en utilisant les propriétés des intégrales sur un segment. Il suffit alors de passer a
la limite quand n — 400 M

On a donc
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Un théoreme qui généralise le théoreme 5.53 page 332 :

THEOREME 6.16. Majoration du module d’une intégrale

Si f € L(I) alors
/If </I|f|'

Dém : La encore soit (J,) une suite croissante de segments de réunion I alors
)fJnf‘ <fJn|f| et on passe a la limite W

PROPOSITION 6.2.7. Si I' est un intervalle contenu dans I et si f est sommable sur

I alors f est sommable sur I’ et/ f= / 1pf ou 1y est la fonction caractéristique
r I

de I'.

Dém :

e Si J' est un segment contenu dans [’ alors J' est aussi un segment contenu
dans I. On a alors [, |f| < [;|f| donc f est intégrable sur I'.

e Si I' = (¢,d) (on met des parentheses pour remplacer les délimiteurs | et |)
et si ¢ € I alors f(c,d) f= f[c?d) f (cf. proposition 6.2.4) et on remplace I’ par
[c,d). On procede de méme avec d.

On se ramene ainsi a I'un des cas suivants :

— I’ est un segment (c et d sont dans I),
— I' =l|¢,d] ou I' = [¢,d[ et ¢ ou d est une borne de I,
- I'=1

Grace a cette remarque, si J C I est un segment de I alors J N I’ est un
segment de I’ : on reprend les trois cas ci-dessus :

— si I’ est un segment alors J N I’ est aussi un segment (que l'on suppose
non vide),

—si I’ =]e,d], J = [a, 5] alors @ > c et I' N J = [, min(d, 3)], idem avec
I' = e, d],

— et si I’ = I alors il n’y a rien a ajouter.

e Soit (J,,) une suite croissante de segment de réunion I alors, en posant J! =
J. NI (J, # 0 pour n assez grand car si x € I, on sait qu’il existe n, tel que
€ Jy,).

(J))) est une suite croissante de segments de réunion I’ et on a

/éf=/n1jgf=/11Jnm,,f: 11

car 1pny, = 1p1;, et on prend la limite quand n — o0 W

On peut déduire de la propriété précédente que l'on a additivité par rapport a
I'intervalle d’intégration.
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\
THEOREME 6.17. Théoréme de partition

Sil=TIUI"avec I'NI" = {c}etsi f e L'(I)alors f € L*(I"), fir € L}(I") et

[fz/j+ L

< y
Dém : Si f est sommable sur I, alors vu la proposition précédente, f est sommable

sur I’ et sur I”.
Sur I, on a lp + 1 =1+ 1. On multiplie par f et on integre :

[ 1= [+

car le fait de changer la valeur en ¢ ne change pas l'intégrale

:/11,/f+/11p/f:/pf+/ﬂfl

DEFINITION 6.2.3. Intégrale algébrique généralisée
f]a,b[ f sia<b
- jib‘a[ f sib<a

Soit (a,b) € E{ f € L*(a,b]), on pose fab ft)de = {

PROPOSITION 6.2.8. Chasles revisité
Sia, b et c sont 3 éléments de I et si f € L*(I) alors fabf = f:f + fcbf.

Dém : On distingue les cas selon les positions respectives de a, b, ¢ et on utilise le
théoreme de partition. Supposons dans un premier temps que a < b.

e a<b<c: [l f= oy S g f dou = [Tf = [ f= [+ [0
eascsh: ﬁa,b}f:ﬁa,c]f+ﬁc,b}fd’oufabf:facf—i_fcbf'
e c<a<b: oy f = fogl t oy f Ao [ f= = [lf=0 14T

Les trois autres cas se traitent en remplacant f par —f et en utilisant la propriété
f;(—f) = [;" f, on se ramene ainsi au cas a < b W

4 )
THEOREME 6.18. Changement de variable

Si f € L'(I) et ¢ une bijection de I'intervalle I’ sur I de classe C' alors

[ 1= rovis

S v

Dém :

e  est strictement monotone (sinon on obtient une contradiction avec le
théoreme des valeurs intermédiaires, cf. question (iv) page 65).



358 CHAPITRE 6. DERIVATION ET INTEGRATION

e Supposons que ¢’ > 0, on écrit I = (a,b) ot a et b sont dans R mais pas
nécessairement dans /.
soit (J,,) une suite de segments croissante de réunion I’, on écrit J,, = [ay,, b,]

avec a, \, a, b, /" bet p(J,) = [an, 8] ot a,, = p(an) et B, = o(by).
— Comme ¢ est croissante (¢(J,)) est une suite croissante de segments.

— ¢(J,) C I donc Ugo(Jn) C [ puis, si x € [ alors x = ¢(y) ouy € I'.
Comme I’ est réunion des J, alors il existe n, tel que y € Jn, donc
r € p(Jy,)
Conclusion : par double inclusion on a U o(J,) =1.

On utilise alors le théoreme de changement de variable dans les intégrales sur
un segment

¢(bn)
| rwa= | f
p(an) [¢(an),p(bn)]

bn

= fop(t).¢(t)dt = / fop.y

an [an,bn]
d’ou I'égalité par passage a la limite f[ f= f[/ fop..

e Si ¢/ < 0 alors la derniere égalité s’écrit

o(bn) bn
| rmar= [T rosm b

(an) an

mais, comme ¢(a,) > ¢(b,), elle peut encore s’écrire

o(bn) bn
/ f=— / fydi=— [ fop)g®ydi= [ fopls
@(Jn) @

(an) Qn Jn
On a donc prouvé I'égalité dans tous les cas.
L’hypothese ¢ bijective est essentielle comme le montre l'exemple suivant :
Jpsinucosu n'est pas définie alors que le changement de variable ¢(u) = sinu
de R sur [—1, 1] dans le théoreme donnerait [, sinucosu = f[fl,l] r=0M
COROLLAIRE 6.19. On reprend les hypotheses du théoreme précédent. Si I’ admet
pour bornes a et b alors

©(b) b
f(x)da = / F((6) (1) dt.

¢(a)

Dém : On a déja prouvé ceci dans la démonstration précédente ll

DEFINITION 6.2.4. Intégrale impropre, intégrale généralisée

Soienta € R, b € R et f une fonction continue par morceauz sur [a, b, si la fonction

x b
F(zx) = / f(t)dt admet une limite en b on note encore / f(t)dt cette limite.
a a
b
Dans ce cas on dit que / f(t)dt est l'intégrale impropre (ou généralisée) de f entre
a

b
a etb. On dit aussi que l'intégrale / f(t)dt converge.
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b
PROPOSITION 6.2.9. Si f € L'([a, b]) alors/ f(t)dt converge.

Dém : On applique directement le théoreme 6.9 page 351 aux fonctions Re(f)™,
Re(f)™, Im(f)", Im(f)~ H

Remarque 6.2.4.

(7) 1l faut faire tres attention lorsqu’on utilise le théoréme 6.18 et son corollaire
car l'intégrale d’une fonction continue par morceaur peut se transformer en
intégrale impropre. Prendre par exemple foﬂ/z cos(z?) dx lorsqu’on fait le chan-
gement de variable t = 22,

(ii) Ne pas confondre les 2 notions d’intégrale, si on écrit f0+oo f(x)dx par exemple
sans précision, on ne sait pas a priori si [ est intégrable ou si c’est son
intégrale qui converge.

Questions :

“sint
(1) Prouver que lim —— dt existe (faire une intégration par parties). Est-ce
r—-+00 0

sint
que —— est sommable sur R, 7

1
THT 4z et caleul pour o = 2.

—+o0
11) Convergence de —_—
(i) : / (e

6.2.3 Convergence en moyenne, en moyenne quadratique

a )
THEOREME 6.20. Norme de la convergence en moyenne

L’ensemble des fonctions continues et intégrables sur I a valeurs complexes consti-
tuent un sous-espace vectoriel de C(I).

f—=N(f)= ][ ;| f] est une norme sur cet espace vectoriel appelée norme de la
convergence en moyenne.

Dém : On reprend la démonstration du théoreme 5.53 page 332. Il n’y a vraiment
que la premiere propriété qui change :
Si N1(f) = 0 alors sup/ | f| = 0 donc, pour tout segment J C I, [, |f| = 0. Comme

Jci Jy
| f| est continue et positive, on en déduit que f; = 0 pour tout J donc f =0 M

On note aussi L} (1) 'ensemble des fonctions continues intégrables sur I.

DEFINITION 6.2.5. Fonctions de carré intégrable

Une fonction continue a valeurs complexes f est dite de carré intégrable sur I ssiger
|fI? est intégrable sur I.

L’ensemble des fonctions de carré intégrable est noté L2(I).

PROPOSITION 6.2.10. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si f et g sont dans LZ(I) alors fg est dans L'(I) et | [, fg’2 < [ 1P [, 192



360 CHAPITRE 6. DERIVATION ET INTEGRATION

Dém :

e Tout d’abord 2|fg| < |f]* + |g|* ce qui permet d’avoir la premiere conclusion :
en effet, | f|? et |g|* sont intégrables donc, par le théoréme de domination, on
en déduit l'intégrabilité de |fg| i.e. fg € L'(1).

e On utilise ensuite le fait que 'inégalité de Cauchy-Schwarz est valable sur les
segments et on passe a la limite :

2
Soit (J,,) de réunion [ alors “Jn fg} < fJn | f|2x fJn lg|? (inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les intégrales sur un segment). Comme chaque quantité admet
une limite, on passe & la limite d’ou | [, fg’2 < i 1f1Px [, ]g)*. ™

4 )
THEOREME 6.21. Norme de la convergence en moyenne quadratique

L2(I) est un sous-espace vectoriel de C(1).
Lg([ ) est un espace préhilbertien muni du prodult scalau"e (flg) f 7 fg.

La norme associée au produit scalaire No(f) = ( ) I f] ) est appelée norme de
la convergence en moyenne quadratique.

y

Dém : On écrit
F+9P =11+ 9P+ Fa+af =|fI?+9]* + 2Re(fg) < 2(1f1 +19/?)

car |f —g|* = |f|2 +1g1?> —2Re(fg) (méme calcul) donc 2 Re(fg) < |f|*+ |g|?. Si f
et g sont dans L2(I) alors f + g € L2(1).
(flg) est bien un produit scalaire (cf. proposition 5.4.2 page 334) B

Remarque 6.2.5.
(i) On a prowvé |(flg)| < Ni(fg) < Na(f)Na(g)-

(ii) Le produit scalaire est continu sur L2(I).

(iii) Si I est borné alors L2(I) C L(I).
6.2.4 Le théoreme de Lebesgue de convergence dominée

Nous abordons dans ce paragraphe le théoreme le plus important du programme. Ce
théoreme correspond a une version aménagée, au niveau des classes préparatoires,
d’un théoreme plus général qui a beaucoup servi aux mathématiciens depuis le début
du vingtieme siecle et qui est lié a la théorie de la mesure.

GHE’:OREME 6.22. Théoréme de convergence dominée N
Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, ¢ une fonction

continue par morceaux, si on a les hypotheses

o fo =5 fECM(D),
® vn€N7 ’fn‘ <Y, ¢€L1<[7R+>

alors f € LY(I) et [; f=1lim, [, fu

<

Dém : hors programme (CM signifie continue par morceaux) Bl
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Ezemples -
(¢) Soit f, = %1[0,71], I % 0 mais fR fan=1cet fR lim f,, = 0.

(73) Soit f,(z) = <1 - %)n Lo, ymps 0 < fulx) < e sur [0, +oo et f, % e
0,400

On a donc I, = fo\/ﬁ (1 — x—2> dr — fOJrOO e’ dz. En posant z = V/nsint,

n

t € [0,7/2], on obtient I, = \/ﬁfoﬁ/2 cos? Tt dt et, avec les intégrales de

Wallis, on prouve que I,, — g donc [F®e " dx = g En effet :

0
En posant J,, = W/ cos™t dt alors, a I'aide d’une intégration par parties :

uw=cos" 't =du=—(n—1)cos" *tdt
dv =costdt <= v =sint

on trouve (on a supposé n > 2)

(.

w/2
Jn = [cos" ' tsint] 3/2 +(n—1) / cos" *tsint dt
- 0

~~

=0
/2
=(n— 1)/ cos" 2t(1 —cos’t)dt = (n — 1) J_g — (n — 1)J,
0

d’'on J, = =1.J, 5. La suite (J,) est décroissante (car cos™t < cos” ' t) donc

on a les inégalités
n

Jn < Jn—l < Jn—2 = Jn

n—1

Jn_
nl<
In n—1

en multipliant la relation n.J, = (n — 1)J,,_5 par J,_1, on a

en divisant par .J, > 0, on obtient 1 < d’ou J, ~ J,_1. Ensuite,

™

anJn—l = (7’L - 1)Jn_1Jn_2 = 5

d’otlt, comme J,_y ~ J,, JZ ~ 5 soit J, ~ ort
On en déduit alors que Jo, 11 = I, ~ gﬁ d’ou le résultat W

THEOREME 6.23. Intégration terme & terme d’une série de fonctions
Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes telle que 1'on ait
les hypotheses

e lasérie Y. [,|f.| converge, of, € L'(I), o) fy % fecM(),

alors

of c L(I), 0N1< 0 n) <20 Ni(fn), o, =020 1 Fn-
\ S
Dém : hors programme W
Question :

o \/_ 2z > du "
) S t " du = t PR R :
(i) Sachant que /0 e " du , montrer que \/_ Pz ng 1 NG



362 CHAPITRE 6. DERIVATION ET INTEGRATION

(4i) Soit f € L'(R) nulle en dehors d'un segment.

+o0o +oo
Montrer que f(t)sinntdt = — f(t+ E) sinnt dt.
—0o0 —00 n
+o0
En déduire que lirf f(t)sinnt dt = 0.

(1ii) Si lirf b, sinnz = 0 pour tout x € R, montrer par I’absurde que b,, — 0.

6.2.5 Intégrales dépendant d’un parametre

a) LES THEOREMES

GHE’:OREME 6.24. Continuité sous le signe intégral )
Soit. f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie sur AxI ou A est une
partie de R™ et I un intervalle de R, on suppose que
o f(.,t) :x €A f(x,t) € C(A,C),
(H)qe f(z,.) :telw— f(x,t) e CM(I,C),
e Jp € LYI,RY) | ¥(z,t) € AxI, |f(x,t)] < p(t)(hypothese de domination)
eVz e A f(x,.)e L),
e g(x) = [, f(z,t)dt € C(A).

alors

<

Dém :

S

o {— f(x,t) est intégrable (hypothese de domination) donc g est bien définie.

e Soit (z,) une suite d’éléments de A qui converge vers z € A, on définit
fu(t) = f(x,,t) et on applique le théoreme de convergence dominée aux
intégrales [, fy :

— fa % f(z,.) € CM(I) (en notant f(x,.) la fonction qui, a = fixé,
associe f(x,t)) car f est continue par rapport a x,

—V¥neN, |f.| <, ot € LY(I,R,), c’est I'hypothese de domination.

On en déduit que lim [ ; fn existe et que
n—-+o0o

Jin [ = e
_ /lim fxn, t)dt = g()
1

n

donc, par le critere séquentiel de continuité, g est continue en tout point = de

AN

Remarque 6.2.6. La continuité étant une notion locale, [’hypothese de domination
n’a pas besoin d’étre valable sur A en entier mais au voisinage de chaque point de
A (et on peut prendre un voisinage compact) i.e.

Vag € A, AV, s, intégrable sur I telle que Vo € V., Vt € I, |f(x,1)] < puy(t).
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COROLLAIRE 6.25. Si I est un intervalle quelconque de R, si A est une partie de
R™ alors, avec les hypotheses du théoreme précédent,

G: (u,v,x) H/Uf(x,t)dt

Dém : 11 suffit en fait de prouver que F(u,z) = [ f(x,t)dt est continue car
G(u,v,x) = F(u,z) — F(v,x).
Soit (ug, zg) € XA,

F(u,x)—F(uo,xo):/uf(x,t)dt—/uof(xo,t)dt

:/u:f(x,t)dH/auof(x,t)dt—/auof(xo,t)dt

- /u [z, t)dt + g(x) — g(x0)

est continue.

ot on a posé¢ g(z) = [ f(z,t)dt.
e ¢ est continue par application du théoreme précédent (on en a les hypotheses !)
donc B
Ve >0, In >0 | Vz € B(zo,n) N A, |g(x) — g(z0)| < /2.
o |f(z,t)] < p(t) donc

/fxtdt‘

d’ot1 I'existence de 1’ tel que Vu € B(ug, '),

(t) dt' (on peut avoir u < ug)

u 5
20 dt) < 3
On pose " = min(n,n’) d’ou
V(u,z) € IXA, ||(u,z) — (ug, 0)||oo <1 = |F(u,x) — F(ug, x0)| <

ce qui donne la continuité de F' sur IxA W

GHEOREME 6.26. Dérivation sous le signe intégral (formule de Leibniz)\
Soit A un intervalle de R et f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie

{. f(z,.) € L'({,C),
sur Ax I telle que 0

3 8_£ vérifie (H) (cf. théoreme 6.24)

Alors la fonction g définie au théoréme précédent est de classe C! sur A, et

/@) = [ G @b

- J

Dém : On a par hypothese I'existence, pour tout  de A, d’une fonction 1 continue,
af

Lz, 1)| < w(t).

e 0] <o

On va prouver, grace au théoreme de convergence dominée (comme pour la conti-

intégrable, positive telle que

nuité), que
. gle+h)—g(x) [Of
/111—>I% h , O
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par le critere séquentiel d’existence d'une limite.

Soit x € A et (h,) une suite d’éléments non nuls qui tend vers 0 et telle que, pour
tout n, x + h, € A alors grace a 'inégalité des accroissements finis, on a pour tout
tdel,

[f (@ + hn,t) = f(z, )] < [hn] sup

0€l0,1]

6:10(

afx+@%¢ﬂ<vw¢@

par conséquent on peut appliquer le théoreme de convergence dominée aux intégrales

/f(x_'_hmt) —f(.%',t) dt d’ott
I hn

st =gle) _ [ Hathnd= o),

li =
im h

n—-4oo hn
1

n—-+oo hn

/ gi (x,t)dt

t

donc g est de classe C* sur A B

COROLfLAIRE k6.27. Extension aux fonctions de classe C*
Sif, » Sk

1ntegral alors g est de classe CF et

vérifient les hypotheses (H) du théoreme de continuité sous le signe

D g(x) = / g;{ (z,1) dt.

Dém : 1l s’agit de faire une simple récurrence finie sur j a partir du précédent
théoreme (on suppose k > 1)

e Pour j =1 c’est le théoreme précédent.

e On suppose que la propriété vraie pour 7 < k£ — 1. On a par conséquent
, o

D’ g(x) = [, a—‘];(:c, t) dt et on peut encore appliquer le théoreme de dérivation
x

a D7 g donc
a]Jrlf

J+1 —
D g(l’) - 817]+1

—(z,t)dt
ce qui prouve la récurrence.
Si k = 400 la démonstration ci-dessus est encore valable B

Remarque 6.2.7.

(1) Le dernier théoreme et son corollaire s’appliquent aussi aux dérivées partielles
d’une fonction définie sur un ouvert A de R™.

(i) La remarque 6.2.6 précédente est aussi valable, I’hypothése de domination n’a
besoin d’étre valable qu’au voisinage de chaque point.
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v(x)
(7ii) Siw et v sont continues, flz,t)dt = G(u(z),v(x), x) est continue.
Dém : On utilise le théoreme de composition des applications continues :

o v iz €A (u(x),v(x),x) est continue car ses applications coordonnées
sont continues,

o (u,v,7) € I?’xA — G(u,v,x) est continue (cf. corollaire 6.25).

Done, par composition, v € A — G(u(x),v(x),z) est continue B

(tv) Siu et v sont dérivables, f continue, existe et est continue par rapport a

o
v(x)
x alors, avec les hypotheses du théoréme 6.26, f(x, t)dt est dérivable et

on a .

o) L@ 9 f(at) , ,
v, t)dt | = ———d r,v(z))v'(x) — flo,u(x))u'(x).
<u(z) fw ) t) /u(x) 5y At + (@, v(@))v'(2) - fz, ulz))u(z)

Dém : On utilise ici la différentielle du composé de deux applications de classe
Ct, plus précisément, ce qu’on a appelé la régle de la chaine.

Comme au corollaire 6.25 on se rameéne a la fonction F(u,z) = / f(z, t)dt.

e [ est dérivable par rapport a u en vertu du théoreme fondamental du

F
calcul différentiel et — (u,x) = f(x,u) est une fonction continue (par

ou
rapport a (u,x)).

o [ est dérivable par rapport a x en vertu du théoreme de dérivation sous

“o
le signe intégral et a—(u,x) = a—f(x,t) dt est une fonction conti-
i T
nue (par rapport a (u,x)) grice au théoréme de continuité sous le signe

intégral.

Conclusion : grace au théoréme fondamental des fonctions différentiables, F
est de classe C*. Comme x — (u(x), ) est aussi de classe C*, on peut appliquer
la fameuse régle de la chaine, H(x) = F(u(z),z) est dérivable et

) OF du  OF dx ) u@ o f
H@) = 5o+ G = fau)aa + [ Fhanar

On obtient alors facilement le résultat annoncé A

Questions :
(1) Démontrer le résultat (iv) de la remarque 6.2.7.
(17) Soit f € C(I,E) ou I = [a,b] et ¢ € [a,b], on définit la fonction

z _ +\ym—1
Fo(x)= / % f(t)dt. Calculer les dérivées successives de F,.
e (m—=1)!
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(7ii) Soit F(x) = / sin(x —t)g(t) dt. Montrer que F'+ F" = g.
0

Généralisation : soit (E) I’équation différentielle y” + by’ 4+ cy = g ou b, ¢ sont
des constantes, « une solution de 'équation différentielle 3" + by’ + cy = 0
vérifiant a(0) = 0, o/(0) = 1. Exprimer une solution particuliere de (E) sous
forme intégrale.

e—t

1+ at

+o0
(1v) Calculer les dérivées successives de S(z) = / dt pour x > 0.
0

e dt
(v) Soit Fy(a) = / T )T montrer que F) (a) = —2(n + 1)aF,;1(a), en
0
déduire F,(a).

(vi) Transformée de Fourier : si f € C(R) on pose f(z) = fu)e ™" du.

Montrer que, si u — u™f(u)e ™" € L'(R) alors f € C"(R) et

Fo)(2) = (—i)n / T f (e du

— 00

(vii) Transformée de Laplace : soit f € C(R;) telle que |f| soit majorée par un

f=)

polynome (i.e. In € N tel que lim = 0), on pose

szl e f(1) dt

Prouver que F est de classe C* sur |0, +o0[ et calculer F(™.

b) APPLICATION A LA FONCTION D’EULER

DEFINITION 6.2.6. Fonction I' d’Euler
La fonction T' d’Euler est définie sur |0, +o0| par la relation

+00
['(z) = / e "l dt.
0

PROPOSITION 6.2.11. Relations

Ve >0, I'(z+1) = 2[(x)

Pln+1) =nl, r(%) _Jx

Dém :
e La premiere relation s’obtient par une intégration par parties :
u=1t" = du = 2t dt

dv=¢etdt v=—et

+o0 +oo
doul'(x+1) = / e 't"dt = [—t"e”"] :)roo + x/ e ‘"t dt = 2T (z).
0 0
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e ['(n+ 1) =n! est immédiat par récurrence.

e La derniere est une conséquence immédiate de I'exemple (ii) page 361 :
e L dt o
I1/2) = / e f— =2 e " du
0 Vi 0
apres le changement de variable t = > W

Une application du théoreme de Leibniz de dérivation sous le signe intégral nous
donne :

PROPOSITION 6.2.12. T" est de classe C* sur |0, 400] et, pour tout entier k,

+oo
D*I(z) = / (Int)ke ==t dt.
0
Dém : On utilise le théoreme 6.4 sur tout segment [a, b] de |0, 4o00] :
On pose f(z,t) = e {1
e [ €C(j0,+00*),

of
praCa)

o Vk €N, (Int)ke~tt==1 € C(]0, +00[?),

o siz € la,b] Cl0,+oof, t* <thsit>=1ett® <t?sit <1 donc
o f
Ok

Or o (t ) ~ |Int|*.t*~! fonction intégrable au voisinage de 0 et hgrn tort) =0

—t

(:zc,t)‘ < |1m|’€eT max(t9, 1) = o (t).

donc ¢y, est intégrable au voisinage de +oo0.

Le théoreme de Leibniz de dérivation sous le signe intégral s’applique sur tout
intervalle [a,b] CJ]0,+o00] donc I' est bien de classe C* sur ]0,+oo| et on a
DFI(z) = [ (Int)k e 4>~ dt W

Application :

La fonction I' intervient dans de nombreuses formules grace a ses propriétés, on la
retrouve par exemple dans le développement en série des fonctions de Bessel

Ju(@) = @)g n!F(n—il—V+ 1) (—f)”

dans les fonctions d’Airy

2/3 oo 23 Sy 3t
Ai(r) =320y — 2 gy T
(@) HZ:O 9nll(n +2) Z < 9! (n + 3)

3n+1

+oo 3n
Bi _3-1/6 x 3-5/6 X
(@) ; 97!l (n + %) Z < 9!l (n + 3)

et dans de nombreuses fonctions spéciales.
On a aussi une formule importante en théorie des nombres
n’n!

lim =I'(z
n—+oo x(x + 1)(...)(z + n) (=)
et enfin une caractérisation classique, la fonction I' est I'unique fonction de classe
C? de 10, +o0] sur |0, +o0o[ qui vérifie

flx+1)=zf(x), f(1)=1, Inf convexe .
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Questions :

" t\" nn!
) Soit J,, = 1——) t*"'dt. Mont = . E
(1) Soit J, /0 ( n) ontrer que J, @t @ rn) n

n*n!
déduire I'(z) = i |
éduire [(w) = lim e 3+ )

(7i) Prouver la caractérisation classique de I' (poser ¢(t) = In f(t) ou f de classe
C? sur ]0, +o0] est convexe, f(z+ 1) = xf(x), f(1) =1 et In f convexe, puis
prouver que f = 1I"sur |0, 1]).

6.3 Intégrales doubles

6.3.1 Intégrales doubles sur un produit d’intervalles

(. )
THEOREME 6.28. Théoréme de Fubini

Lorsque A est un intervalle de R et que f est continue sur Ax[c,d] a valeurs
complexes, alors pour tout segment [a, b] inclus dans A

/ /f:rydydx—/ /fxydx

NS y
Dém : Soit g(z /fxydy, G(X) = / g(x)dx et h(X,y):/Xf(w,y)dx,

H(X)= / h(X,y)dy. f est bornée car c’est une fonction continue sur le compact
la, b] x[c, d], soit M une borne de |f|.
e g est continue car

— [ est continue par rapport a x (et aussi par rapport a y),
— |f(z,y)] < M qui est intégrable (!) sur [, d],

donc le théoreme de continuité sous le signe intégral s’applique.
G est donc dérivable grace au théoreme fondamental du calcul différentiel et

G'(X) =g(X /nydy

e h est continue par rapport a y (c’est encore le théoreme de continuité sous
le signe intégral), dérivable par rapport a X (théoreme fondamental) et

X —(X,y) = f(X,y). On peut appliquer le théoreme de Leibniz car

oh
- 0X ax
' o,
0X

X,y) = f(X,y) est continue par rapport a X et par rapport a y,

X y)' < M est intégrable sur [c, d]
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Ooh
i aX(Xydy—/ny

On remarque alors que G'(X) = H'(X) et G(a) = H(a) = 0 donc G = H, en
particulier G(b) = H(b) soit

/ab[/cdf(x,y)dy] dx:/cd[/abf(x,y)dx} o

DEFINITION 6.3.1. Intégrale double
La valeur commune obtenue dans le théoréeme précédent est appelée intégrale double

de f sur [a,b]x|c,d] notée // f.
[a,b] X [c,d]

Remarque 6.3.1.

(1) Onaalors//ab]X[Cdf:/ab[/cdf(x,y)dy] dx:/cd [/abf(x,y)dx]d

donc H est dérivable et H'(X) =

(ii) L’intégrale double est linéaire, si f est positive alors // f =0 et
[a,b] x[e,d]
// // £ si [,V C [a,b] et [, d) C [e.d).
[a’ b ]x][c,d'] [a,b] x[e,d]
Dém :
— Ona

[, orem=] ([ s+ ustriar) s
z/b (A/df(x,y)dy+u/d9(w,y)dy) dz
:)\/ (/ F(z,y) dy)dx—i—,u/b(/cdg(:v,y)dy)dx
ML

d’ou la linéarité de lintégrale double.

- Si f = 0 alors g(x / flx,y)dy = 0 par conséquent on obtient
x)dr >

o=},
[a,b] x cd]

— Enfin, toujours si f = 0 alors

o= L ( o) < [[(f senic)a

</C (/ f(w)dx) dy
S //[a,b]x[c,d} d
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(7i1) Si f est positive alors // f représente le volume de la partie de [’espace
[a,b] x[e,d]
V=A{(z,y,2) ER? | (z,y) € [a,b]x[c,d], 0 <2< f(z,y)}.

DEFINITION 6.3.2. Fonction intégrable,intégrale d’une fonction intégrable
Soit f continue sur IxI'" ou I et I' sont 2 intervalles de R, positive, on dit que f
est intégrable sur I x1' ssiqe il existe M € Ry tel que, pour tout segment J contenu

dans I, tout segment J' contenu dans I, f<M.

IxJ!
On note alors / f=sup // [
Isl’ 5.0 Jaxar

Remarque 6.3.2.

(1) Si par hasard I et I' étaient des segments, on retrouve avec cette définition
Uintégrale que l'on a vue au début de la section (ne pas oublier que f > 0).
Dém : Cf. remarque 6.2.1 page 349. Soit I = [a,b] et I' = [c, d].

- S J = |a,08] C I etJ = [vy,6] C I' alors, comme [ est positive,
I < f; <fcdf(:c, ) dy) dz done, en passant & la borne supérieure,

b ( d
Jar £ <87 (S () dy) da.
— Comme I et I' sont des segments contenu dans I et I' (...) alors

(S sy dy) do < 0 f

En combinant les deux inégalités, on obtient

/m/f:/ab (/Cdf(%y)dy) dz W

(13) St (Jm) et (J)) sont deuz suites croissantes de segments de réunion respectives
I et I' alors nEI—fr—loo ffJnng f= /prf (comme avec les intégrales simples,

cf. théoréme 6.7 page 350).

Dém : Soit J = [a,b] C I, J = [a,b] C I alors, comme a € I = UJm, il
existe my, € N tq a € J,,,. De méme il existe my, tel que b € J,,, .

On pose m = max(mg, my) donc J C J,,. De méme il existe n (que l'on peut
prendre = m) tel que J' C J).

On a alors [[, ., f = sup // f = lim // [ (la suite est crois-
nXJ;L nXJ,;L

neN n—+o0
sante) :
en effet, ffJnxJ; [ <[], [ donc la suite double est majorée, si on note M

sa borne supérieure, on a M < fflxl, f. Ensuite, vu ce que l’on vient de faire,
Ve>0, 3JCI, 3J CI'| / f}/ f—¢
IxJ IxI’

donc il existe n tel que ffJnxJ’ f= [, f—ecie M= [[ . fetpar
conséquent nl_i)rfoo ffJnxJLf = [,/
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(I‘HE,]ORI:]ME 6.29. Critére d’intégrabilité h
Soit f € C(IxI',R"), si on a les hypotheses

eVzel, f(z,) €LMI), x> [, f(z,.) €L(I)
alors f € L'(IxI') et ona// fz/(/ f(x,.)).
L IxI’ 1 \Jr )

Dém : Soit J et J' 2 intervalles contenus respectivement dans [ et I’ alors, grace au
théoreme de Fubini

IR AVELS)
< /J (/Ff(:c,.)) car f(x,.) € LY(I)
g/j(/pf(x,)> carxH/I,f(x,.)eLl([).

o feL(IXI),

o [l < (f[/ f(z,.)).

Inégalité dans 'autre sens : soit (J,,) et (J)) deux suites croissantes de segments de
réunion respective I et I'. Comme f est intégrable, on sait que [f; o< Ilinf

On en déduit que

On pose alors f,(z) = [, f 7 ) et on utilise le théoreme de convergence dominée :

e On sait (premicre hypothese) que Vo € I, f(x,.) € L(I’) donc la suite (f,(z))

admet une limite soit f, % pouyp tx— [, f(z,.),

e puis, comme f > 0 alors f,(z) < [}, f(z,. () et par hypothese, ¢ € L'([)
ce qui donne I'hypothese de domlnatlon

nETw[]mfnz/m( pf(a:,.>)

<
IxI1

d’Ofl ml—lg—loo me (f[/ f(.’L', )) = f[ (f[’ f(l', >) < f[><[’ f

Par double inégalité on a [, ., f= [ (f[/ f(z, )) [ |

On a donc

Remarque 6.3.3. On peut énoncer le méme théoréme en renversant les roles des
variables x et y.

o [e)

PROPOSITION 6.3.1. Si f est intégrable sur I xI' alors f est intégrable sur I x1I’

et ff[x]’ f= fff’xl‘/’ f

Dém :
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e Soit JCI CletJ cI' CI'alors [[, ., f < [[,.[ par conséquent

FELNI xI'Yet [fo o f< [frunf

e Soit ¢ > 0 alors il existe J C I et J' C I’ segments tels que ffJXJ,f >

Hpan I =¢/2.

— f étant continue sur JxJ', qui est compact, est bornée par une constante

A.

— On prend alors J; C J tel que J; C IO , de méme avec J; C I’ vérifiant
aire (JxJ'\ JixJj) < e/(24).

Si J = [a,b], J' = [c,d], on peut prendre J, = [a1,b1], J; = [c1,d;] avec

a1:a+m,bl:b—m,clzc—kmetdl:d—m(oils

est choisi assez petit pour que b; > ay et d; > ¢;). Comme b > a; > a alors

a; € I , de méme pour by, ¢y, dy ie. J; C I et J| CI'. On obtient le dessin
suivant :

dq

C1

L’aire de chaque rectangle dif génre [a, a;]x [ddP vaut £ et la réunion de ces

4A

quatre rectangles recouvre l'ensemble JxJ'\ J; x Jj.
On a alors

//1 <1’ /= //Jli; iz //Jfo = //(\]XJ’\J1><J{ 4

2// f_E—A.aire(JXJ/\:hXJ{)
IxI’ 2

2/ f—e
IxI’

pour tout € > 0 donc ffloxﬁ f= ff]x[’ f.
Par double inégalité, on a [[, ., f = ff]o 5 fn
X

PROPOSITION 6.3.2. ”Pseudo-linéarité”

(1) Si les fonctions f et g sont intégrables sur Ix1' alors f 4 g lest aussi et

S F+9) = [ F+ [l a

(it) Si f € LNIXI') et si A € Ry alors \f € L"(IxI") et [[, A =X[[,., [

Dém : On procede comme avec les intégrales simples, i.e.

. ffJnXJ;L(vag)IffJnXJr,Lf—l—ffJnX%g et on passe a la limite,
o ffJnXJ;L)\f:)\ffJnXJéfetonpassealalimitel
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~

THEOREME 6.30. Théoréme de comparaison, croissance
Si f et g sont deux fonctions continues, positives sur I xI’ telles que f < g, si g

est intégrable alors f est intégrable et on a f< g.
IxI' IxI’
L’application qui a une fonction intégrable fait correspondre son intégrale est
croissante.
< v

Dém : ffJnXJ/ J < ffjnxj/ g < fflxl,g donc f € Ll([X[/) et par passage a la limite
ona ff]x[’ f= ff]x[’ g

DEFINITION 6.3.3. Fonctions a valeurs complexes intégrables

Soit f continue sur I x1" a valeurs dans C, on dit que f est intégrable sur I x1" ssigef
|f| est intégrable. On note L'(IxI') I’ensemble des fonctions intégrables sur IxI' a
valeurs réelles ou complexes (ou L'(IxI',R), L*(IxI',C) si nécessaire).

Remarque 6.3.4. Si f est a valeurs positives, la définition ci-dessus s’applique
sans probleme.

( )

THEOREME 6.31. Théoréeme de domination

Si f et g sont continues, si |f| < g et si g est intégrable alors f est intégrable.
.

Dém : Immédiat avec le théoreme précédent B

4 )
THEOREME 6.32. Fonctions intégrables de signe quelconque

Si f est continue & valeurs réelles alors f est sommable ssi f™ et f~ le sont. Dans

ce cas, on pose
fot =11
IxI IxI’ IxI
\Q

Dém : Comme avec les intégrales simples, on utilise 1'égalité |f| = f* + [~ et les
majorations f <|f], /7 <|f].

On remarque aussi que, si (J,,) et (J) sont deux suites croissantes de segments de
réunion I et I’ alors nlirfmffJnXJ% f=f . rm

.. . )
THEOREME 6.33. Fonctions intégrables complexes
Si f est continue a valeurs complexes alors f est intégrable ssi Re f et Im f le
sont. Dans ce cas, on pose

Jhea? = Lt [ 1

- y
Dém : Idem, on utilise les inégalités | Re f| < | f], | Im f| < |f] et | f| < |Re f|+|Im f]
si f est complexe pour avoir les équivalences.

On remarque aussi que, si (J,,) et (J) sont deux suites croissantes de segments de

réunion [ et I’ alors nlirfmffJnXJé f=[,frm

PROPOSITION 6.3.3. Espace vectoriel des fonctions intégrables

Lensemble L*(IxI") des fonctions intégrables sur IxI' est un sous-espace vectoriel
de C(IxI'") et Uapplication qui o f € LY(IxI') fait correspondre son intégrale est
linéaire.
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Dém :

La fonction nulle est dans L'(Ix1’) donc cet ensemble est non vide.

L'inégalité [\f + pug| < |A-|f] + |1]-]g| montre que si (f,g) € LY(IxI")?
(A, i) € (K)? alors Af + pug € LY(Ix1I') donc L'(IxI’) est bien un espace
vectoriel.

ffJnxJ,g(/\f + pg) = /\ffJnxJ;f + MffJnxJ,’Lg et on passe a la limite quand
n — +OO, d701\1 ffIXII(Af+/'Lg) - )\ffle’f—i_uffJnXJ;Lg .

R ™
THEOREME 6.34.

Soit f une fonction continue a valeurs Complexes intégrable sur Ix[I’. Si

eVxel, f(v,.) :yel'— f(x,y) € L'(I"),
o el e e S o ff 1= [

g

Dém : Hors programme l
4 )
THEOREME 6.35. Formule de Fubini

On reprend les hypotheses du théoreme précédent et on rajoute les hypotheses
suivantes :

evycl f(,y) :x€l— f(z,y) € L'(I), B B
\{- hoiyel o [, f(,y) € Li(D) dors [ 1= fa= [ 1

Dém : Hors programme W

PROPOSITION 6.3.4. Passage en coordonnées polaires

On retrouve la proposition 5.3.5 page 99. Soit f € LY(IxI',C) (on suppose ici que
IxI' C L =R2?\ R~ alors, en passant en polaires, on a la formule :

/ flz,y)dedy = // f(rcos@,rsin@)rdrdd
Ix1 C(IxI")

ou C est Uapplication réciproque de P : (r,0) — (rcosf,rsin®) définie a la propo-
sitton 5.3.4 page 99.

Dém : On utilise la formule donnée page 99 pour J,,xJ), ou (J,,) et (J;,) sont deux
suites croissantes de segments de réunion respectives I et I’, f >0 :

avec C(z,y) <\/x2 + y2, 2Arctan$>, on a

T+ /22 +y?

// f(:c,y)dxdy:// f(rcosf,rsind)rdrdd
A C(JnxJh)

on passe a la limite quand n — 400 puis on étend la propriété au cas des fonctions
a valeurs réelles et complexes.

Le seul ennui ici est que, en général, C'(J,,xJ)) n’est pas un produit de segment, on
admet cependant que ce résultat reste valable B

Questions

(1) Sur I = I' = [a,+o0[ (a > 0), chercher un critere d’intégrabilité pour la
1

oyl

fonction f(z,y) =
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(17) Méme question sur I = I' =0, a.
(¢ii) Montrer que (z,y) € R — e~ @) ¢ L'(R%). En faisant un changement de

Yy
2

+oo
. _ 2
variables, montrer que / e ¥ dr=
0

(iv) Soit f € C(R3) telle que

(a) Vt € Ry, f(.,t) € LY(R,), t|—>f |f(z,t)|dz € L'(Ry)
(b) Vo € Ry, f(z,.) € L'(Ry), x> [ |f(x,t)| dt € LY(Ry)

+o0o +oo +oo +o0o
montrer que / ( f(z,t) dx) dt = / ( f(z,t) dt> dz.
0 0 0 0

6.3.2 Intégrales doubles sur une partie élémentaire

DEFINITION 6.3.4. Partie élémentaire
Une partie A du plan R? est dire élémentaire ssigg elle admet les 2 définitions
sutvantes :

A={(r,y) €R | a<z<b o) <y < pa(a))
A={(z,y) eR* | c<y <d, ¥i(y) <z <ialy)}
ot (1, p2) € C([a, b])? vérifient pi(x) < po(x) pour x €la, b et (1, 19) € C([c, d])?

vemﬁent U (y) < @Z)Q(y) pour y €|c, d|.

PROPOSITION 6.3.5. Si A est une partie élémentaire alors, pour tout € > 0 il existe
(o, B) deux fonctions définies et continues sur R?, nulles en dehors d’une partie

bornée et telles que
<la<Bet // (B—a)<e
R2

Dém : Soit n > 0, on prolonge les fonctions ¢; et ¢y sur lintervalle [a — n, b + 7]
par ;(z) = ¢;(a) sur [a — n,a] et par @;(x) = ;(b) sur [b,b+ n]. On définit les
ensembles C,, = {(z,y) e R? |a+n <z <b—n, p1(z) + 1 <y < pa(x) — n} et
By={(z,y) eR® |[a—n<az<b+n, ¢i(zr) —n<y<pale) +n}

On pose alors

d((z,y), A°) d((=

B ), BY)
) = G g0, C) + d(( ), Ay DY) =

d((z,y), By) + d((x,y), A)

On vérifie que les fonctions « et 3 satisfont les 1 conditions :

e Si (z,y) € C, alors d((z,y),C,) = 0 donc «a(z,y) = 1 et comme C, C A,
d((z,y),A) =0 on a aussi f(z,y) = 1.

o Si(z,y) € A\ C, alors a(x,y) < 1et f(z,y) = 1.

e Si(x,y) € A°N B, alors a(x,y) =0 et f(z,y) > 0.
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e Enfin, si (z,y) € By, alors a(x,y) = B(z,y) = 0.

0 C
Onaf—a= s ”etﬁ—&glsuanﬂng’oﬁ
0 sur By

//R? (6 =)< //Bnmcc 1< 29(b — a) + 4n[max(p) — min(ep, )]

et on prend 7 suffisamment petit Il
e pense que cette démonstration n’est pas réellement exigible, il faut
quand méme rester raisonnable.

On obtient a peu pres le dessin ci-contre :

GHEOREME 6.36. Intégrale double sur A \
Soit f € C(A) ou A est une partie élémentaire, f la fonction définie sur R? obtenue
en prolongeant f par 0 sur le complémentaire de A alors les intégrales

A(A Fla,y) dy) dz et /R(/R flz,y) dx) dy

ont un sens et prennent la méme valeur.

On définit alors I'intégrale double de f sur A par // f= / (/ ]?(x,y) dy) dx
A R \J/R
@r exemple. J

Dém : On commence par le cas f > 0, et on prolonge f a une fonction /' continue
sur R?, nulle en dehors d'un compact et telle que F.1, = f = f.14
(prendre par exemple

f(z,y) si (2,y) € A,

[z pa(@))x(pa(z) +1—y)  sipa(x) <y<po(z)+1, a<z<b
Fz,y) = { f(@,o1(2)x(=1(z) + 1+y)  sipi(z) >y >pa(e) -1, a<z<d

F(b,y)x(b+1—x) sib<x<b+1

Fla,y)x(—a+x+1) sita—1<z<a

0 ailleurs)
et on prouve que F' est continue—faire un dessin—et ||F||o = || f|0o---)-

-~

On a alors aF < f < fF d’ou

+o0 pa(z) +o0
/ oz, y)F(z,y)dy </ flz,y)dy < Bz, y)F(z,y)dy.

CS) p1(z) —o0
A o




6.3. INTEGRALES DOUBLES 377

g est continue, positive, intégrable (car elle est nulle en dehors d’un compact) et
[Jge0F < o9 < [[oo BF et on fait de méme avec h(y fw(y f(x,y)dz ce qui
donne les inégalités [ [, aF < [, h < [[z. BF. On fait alors les dlfferences d’olt

J[@-0r< o= [n< ] 3-aF

ie. Ve >0, [, 9 — [ah| <ellfllo doti I'égalité. On généralise alors au cas ou f est
réelle puis f complexe B

La aussi, je pense que cette démonstration n’est pas réellement exigible,
il faut quand méme rester raisonnable.

DEFINITION 6.3.5. Aire d’une partie élémentaire
vo(A) = [, 1= [[g21a est appelé aire de A (vy pour volume en dimension 2).

DEFINITION 6.3.6. Partie simple

Soit A un sous-ensemble de R?, on dit que A est une partie simple ssigg A est la
réunion finie de parties élémentaires dont les intérieurs sont 2 a 2 disjoints 1i.e.
n

A= U A; ou A; est une partie élémentaire et ou i # j = A;NA; = 0.

i=1

DEFINITION 6.3.7. Intégrale sur une partie simple

n

Soit A une partie simple, on écrit A = U A; ou les A; sont des parties élémentaires,

f € C(A), on définit // f = Z/ f et on admet que cette définition est
A i=1 7 A

indépendante du découpage de A en_partz'es élémentaires.

Remarque 6.3.5. Si A = A; U Ay est une partie simple et Ay, Ay des parties
élémentaires alors 14 = 14, + 1a, — layna,. or Ay N Ay est une portion de courbe
d’aire nulle d’ou la définition suivante.

DEFINITION 6.3.8. Aire d’une partie simple

Soit A une partie simple, A = UAi ou les A; sont des parties élémentaires, on
i=1

:/Alzi/ﬁlziw

PROPOSITION 6.3.6. Si A est la réunion de parties simples B;, i € [1,p] dont les
intérieurs sont 2 a 2 disjoints alors

A) = ZUQ(B

définit laire de A comme
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ng

Dém : On écrit B; = U A;j ol les A;; sont des parties ¢lémentaires ce qui donne

j=1
A=A

Montrons que les intérieurs des A;; sont disjoints :
On utilise tout d’abord la propriété suivante : si A et B sont deux sous-ensembles
d’un espace vectoriel normé alors

o o p———

ANBC ANB,

—— o o
par définition, A N B est le plus grand ouvert contenu dans AN B or AN B est un
ouvert contenu dans A N B d’ou l'inclusion annoncée. Cette propriété se généralise
au cas d’'une intersection d’une famille finie.

e Si iy #£ 15 on a alors

0= DB;, N B, D (U Az‘u‘l) N (U Am) D Ay N Aiggy
Ji J2

o

o
donc A;, 5, N Ay, = 0.

e Sii; =iy alors A;,;, N A;,;, = 0 par hypothese.

On en déduit que A est une partie simple et que
P n;
= w(Ay) =) (Z Uz(Az‘j)>
i3 i=1 \j=1
P
= Z UQ(B
i=1

Le théoreme de changement de variables dans un cas plus général que ce qui a été
vu.

(. . .

THEOREME 6.37. Changement de variables dans les intégrales doubles
Soit f une fonction continue sur A une partie simple de R?, ¢ un C! difféomor-
phisme de B sur ¢(B) = A alors

//A f(z,y)dedy = //B f(p(u,v))| det J,(u, v)| dudv

- y
Dém : Théoreme admis. On peut détailler ce théoreme de la facon suivante : soit
o(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) (notations commodes mais fallacieuses) alors

/ / o) dady = | /(x(u o ), p)

et le probleme souvent dans ce théoreme et de déterminer ’ensemble B W

oudv Ovou (u, v) dudv

Ce théoreme s’applique alors dans les deux cas qui ont été traités dans le cours de
premiere année i.e. le changement de variable affine et le passage en polaires.
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Questions :
2 2
(i) Calculer I = //E(aﬁQ —y*)dz dy ot E est I'intérieur de I'ellipse % - % <1
2,2
(4i) Calculer I = [ (MF+MF')?dxdy ot E est I'intérieur de I'ellipse % + % <1
E

et F'(1,0) et F'(—1,0) sont les foyers de cette méme ellipse (on prendra des
ellipse homofocales de foyers F' et F”).

(7ii) Soit A = [a,b]x[c,d], on pose
901<x7y> = (yax>7 902(1.73/) = (l’ + yay)a sz(xay) = (.Z',Oéy).
Montrer la formule du changement de variables dans le cas ot ¢ € {¢1, Y2, Vo }
a ’aide du théoreme de Fubini. En déduire la formule dans le cas plus général

ou (2 c GLQ(R)

6.4 Courbes d’un espace vectoriel normé
de dimension finie

Cette section est reprise en deuxieme année dans le but de consolider les connais-
sances sur les notions abordées en premiere année ainsi que leur extension au cas
d’un espace vectoriel normé F' de dimension finie.

6.4.1 Courbes paramétrées

Cf paragraphe 2.3.1. des révisions du cours de premiere année, on remplace R? par
F.

DEFINITION 6.4.1. Courbes C*-équivalentes

Deuz courbes paramétrées (I, f) et (J,g) de classe C* sont dit C*-équivalentes ssiqq
il existe 0 € CH(I) bijective de I sur J vérifiant 0=1 € C*(J) (on dit que 0 est un
CF-difféomorphisme) et telle que f = go 0.

DEFINITION 6.4.2. Arc géométrique, paramétrage admissible

L’ensemble des courbes paramétrées de classe C* qui sont toutes équivalentes est
appelé arc géométrique de classe CF.

Si I' est un arc géométrique, tout élément de T' est appelé paramétrage admissible.

Remarque 6.4.1.

(1) On peut dire qu’'un arc géométrique est une fagon de décrire le support f(I).

(ii) On pourra orienter un arc géométrique en choisissant un paramétrage admis-
sible (I, f) et en posant T" = {(J,g) € T' | ¢ > 0} ou 0 a été défini ci-dessus
(on pourra alors définir T~ et obtenir ' =TT UT ™).

(1ii) Les notions de points réqulier et birégulier ne dépendent pas du paramétrage
admissible choist.
Dém : On rappelle tout d’abord que
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e un point régulier (pour un arc géométrique de classe C') est un point
M = f(t) tel que f'(t) # 0 (on dit aussi que M n’est pas stationnaire)

o ct qu'un point birégulier (pour un arc géométrique de classe C*) est un
point M = f(t) tel que (f'(t), f"(t)) est une famille libre.

Dans le premier cas, si (I, f) et (J,g) sont deux paramétrages admissibles, on
a f(t) = g(0(t)) donc f'(t) = ¢'(0(t)).0'(t) avec ¢'(t) # 0 donc, en posant
u=0(t)

F(t) £ 05 g'u) £0.
Dans le deuzieme cas on a f"(t) = ¢"(0(t))0'(t)° + ¢'(6(1)0"(t), avec les
mémes notations, soit f"(t) € Vect(g'(u),g"(u)) (toujours avec v = 6(t)).
Comme f'(t) € Vect(g'(u), g"(u)) (on vient de le voir dans le premier cas) alors

Vect(f'(t), (1)) C Vect(g'(u), g"(u)) et Vect(g'(u), g"(u)) C Vect(f'(1), f"(t))
par symétrie, d’ou l’égalité de ces deuz sous-espaces vectoriels (cf. proposition
6.4.1). On obtient alors immédiatement l’équivalence suivante :

(f'(t), f"(2)) libre < (g'(u),g"(u)) libre W

Questions :
(7) Que dire d’'un mouvement tel que (f’|f”) = 0 pour tout ¢t 7

(77) Comment caractériser un mouvement a accélération centrale a I’aide des vec-
teurs f(t) et f'(t) 7

6.4.2 Etude locale d’un arc orienté I' de classe C*

a) ETUDE QU VOISINAGE D’UN POINT

DEFINITION 6.4.3. Demi-tangentes, tangente
Soit A = f(ty) un point de I' un arc géométrique orienté, si M = f(to + h), on
-
AM
dit que I' admet une demi-tangente en A a I' sSige 17 admet une limite quand
h — 0%. De méme si h — 0.
On dit que I' admet une tangente a I' s’il admet des demi-tangentes colinéaires (elles
seront égales ou opposées).

THEOREME 6.38. Existence de la tangente
Si A est un point régulier alors I' admet en A une tangente.

Dém : Soit A = f(to) et M = f(to + h) alors

AM = f(to +h) — f(to) = hf'(to) + olh)

AM W) +o(h) _, flto) +o(1)
1AM Rf o+ Ry +o(®) — () + o(1)]
4 )

1/ (o)l
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selon le signe de h. Les deux demi-tangentes sont colinéaires donc I' admet en A
une tangente W

, (e/”.0) sit=0
Ezemple : Si f(t) =
P f) {m£4ﬂ) sit<0
en 0 deux demi-tangentes non colinéaires (il est pourtant de classe C*).
eV sit>0
Dém : On sait que la fonction u(t) = 0 0 est de classe C* (toutes ses
sit<

dérivées ont une limite en 0). Or f(t) = (u(t),u(—t)) donc f est de classe C*°. En

t=0o0na
() (1,00 sih—o07
T LQD sih— 0"

donc 'arc géométrique associé ne possede pas de tangente en O l

alors 'arc géométrique associé possede

DEFINITION 6.4.4. Tangente unitaire

Dans le cas ou la tangente existe, on définit la tangente unitaire comme étant la
AM

AM

Etude de la position locale de I' par rapport a la tangente

limite quand h — 0 de

On se ramene au cas ou A = f(0) par translation sur le parametre. On suppose que
f est suffisamment dérivable et que ses dérivées ne sont pas toutes nulles au point
0. On peut alors écrire la formule de Taylor avec reste d”Young :

ft)y=A+tf'(0)+---+ Z—]zf(k)(()) + o(t").

La tangente est donnée par le premier vecteur dérivée non nul f®(0) = e;.
Pour rechercher la concavité, on recherche (s’il existe) le vecteur dérivée suivant non
colinéaire & e; que l'on note f(@(0) = e,. On aura alors les cas suivants :

q\p impair pair
FD() F@(t)
F®)(t) @) (t)
. point ordinaire point de rebroussement de 21*™¢ espece
pair
FD() F@(t)
F®)(t) @) (t)
impair int d’inflexion point de rebroussement de 1€ espece

PROPOSITION 6.4.1. Si (I, f) et (J,g) sont deux courbes paramétrées de classe C*
CF-équivalentes (f = go ) alors, siu = 0(t) on a I’égalité :

Vect(f'(t), ..., fP(t)) = Vect(g' (u), ..., 9P (u))
pour tout p € [1, k].
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Dém : On utilise le calcul des dérivées successives d’une composée d’applications :

Montrons par récurrence finie sur p < k que f®)(t) = Z Mp.o(H)g'D(u) ont A, est de

classe CFP.
e Sip=1, on sait que f'(t) = ¢'(u).0'(t) avec 8 = \;; de classe C*1.

e On suppose la propriété vraie pour p < k—1 alors on peut dériver I'expression

W(t) = q;l Apa(t)g' ) (u) :

p

FEO() =7 (X009 (W) + Apg (09T (W) (1)]

q=1
p+1

=D Ara()9'(u)

olt Api1,4(t) = A, (1) + Apg—1 ()0 (t) en posant, par convention, A, o(t) = 0 et
Mpi1pr1(t) = Ay p(1)0'(t). On vérifie alors que ;1 est de classe CF=P+L).

On en déduit 'appartenance de f@(¢) a Vect(g'(u),...,g® (u)) pour ¢ < p d’'ott
inclusion Vect(f'(t), ..., f®(t)) C Vect(g' (u), ..., g® (u)).

Pour l'inclusion dans l'autre sens, on se sert de la symétrie g = fof~! et on renverse
les roles de f et g.

Conclusion : on a bien prouvé que, pour tout p < k,

Vect(f'(t), ..., fP(t)) = Vect(g' (u), ..., 9" (u)) B

b) BRANCHES INFINIES

DEFINITION 6.4.5. Direction asymptotique
Soit (1, ) un arc paramétré, on dit que f(I) présente une direction asymptotique de

fa(t) _
fl( ) (OLLf (fl?f2))'

On étudie alors la limite de fo —mf en ty si m est fini.

pente m € R quand t — to si t]il? 1 f(?)] = +oo et tlim
—to —

DEFINITION 6.4.6. Asymptote, branche parabolique

Si fo —mf1 a une limite finie p quand t — to, alors la droite d’équation y = mx +p
est dite asymptote a la courbe paramétrée (I, f).

St fo —mfi a une limite infinie alors on parle de branche parabolique de pente m.

Remarque 6.4.2. Dans le cas d’une asymptote, il est souvent recommandé
d’étudier la position de la courbe par rapport a cette asymptote en étudiant le signe
de la quantité fo(t) — mfi(t) — p (on opérera de méme pour une courbe asymptote
d’équation F(xz,y) =0 en étudiant I’équivalent de F(f(t),g(t))).



6.4. COURBES D’UN ESPACE VECTORIEL NORME 383

Questions :

(i) Soit (I, f) un arc paramétré régulier de classe C? tel que f”(t)) € Vect(f'(t))
pour tout t € I.

Montrer que f(I) est contenu dans une droite.

(1) Soit (I, f) un arc paramétré birégulier de classe C? tel que, pour tout ¢, f(t) €
Veet(f'(t), f"(1))-

Montrer que f(I) est contenu dans un plan.

6.4.3 Théoréeme du relevement

THEOREME 6.39. L’application 6 — e définit une bijection continue de | — 7, 7|
sur U privé de —1, dont I'application réciproque u +— Argu est continue.

Dém: Siu=x+iy, 2> +y> =1, x # —1 alors Argu = 2Arctanlji
en effet, © = cosf et y = sinf ot § = Argu €] — m, [ donc

y  sin  2sinf/2cos0/2
1+2 14cos  2cos26/2

= tanf/2

or /2 €] — %, %[ donc Arctantan(/2) = /2 d’ou la formule.
Il est intéressant de savoir retrouver cette formule et pour cela penser a utiliser
I’angle moitié.

Ceci nous permet de prouver que @ — e est un homéomorphisme de | — 7, 7| sur
U\ {—1} dont lapplication réciproque est u +— Argu B

Remarque 6.4.3. Lorsque u tend vers —1 en restant tel que Imu > 0 (resp. Imu <
0), Argu admet pour limite  (resp. —m ). En particulier, l’application u — Argu
ne se prolonge pas en une application continue sur U. On retrouve bien un résultat
que l’on avait annoncé lors de l’étude de la connexité par arcs.

~
THEOREME 6.40. Théoréme du reléevement

Soit f € C(I) telle que f(I) C U alors il existe g € C'(I) & valeurs réelles et telle
que f = e,
Si f est de classe C¥ pour k > 2 alors g est aussi de classe C*.

Dém :

e Analyse : on cherche g tel que f = €% et on pose f = f1 +if,. En remarquant

que f' = ig'e’” =ig'.f et que |[f]* = [+ fi =1= fifi+ f3f2 =0 (en
dérivant), on obtient

P i)
ey T
= —i[(fifr + fofo) Fi(fof1 — f1f2)]
=0

= fofi = fife
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e Synthese : on pose g(x) = Arg f(a) + [ (f1(t) f5(t) — f1(t) f2(t)) dt et h(z) =
ei9()

On a alors

— =ig = fofi — fif2
f/
S

a(notation)

et h(a) = f(a).

h et f sont solutions de la méme E.D. ¢y = ay avec la méme condition initiale
h(a) = f(a) donc elles sont égales.

Conclusion : on a prouvé qu’il existait ¢ de classe C* telle que f = ¢ B

Question
Soit (7, f) un arc paramétré de classe C! tel que f(t) # 0 pour tout t.
Montrer qu’il existe h et g des fonctions de classe C! & valeurs réelles telles que

f(t) = h(t)e®,

6.4.4 FEtude métrique d’un arc orienté

Cf paragraphe 6.1.1. et 6.1.2. des révisions du cours de premiere année.

On définit de méme ’abscisse curviligne et la tangente unitaire. Pour un point
birégulier on peut aussi définir la normale (ici F' est muni d’une structure eucli-
dienne) en choisissant le vecteur normal a la tangente unitaire contenu dans le plan
Vect(f'(t), f"(t)) tel que la composante de f”(t) sur ce vecteur soit positive. Enfin
I’abscisse curviligne est un paramétrage admissible.

Calcul de I’abscisse curv1llgne dans un espace eu euchdlen de dlmensmn 3
— En cylindriques : on écrit OM =r u +z ¥ alors dM = dr uw+rov d@ +dz % o

ﬁ
v est le vecteur directement perpendiculaire a u dans le plan xOy. On a alors

ds? = AM? = dr? + r2d6? + d22.

—
. . = — —  OM
— En sphériques : on a de méme OM = r u avec dans ce casr = OM et u = OM
— —
— 1 Ou — ou — —
On pose v = — et w = —— de sorte que la base (u, v w) est orthonormée
sin ¢ 84,0 00

directe. On a donc dM = dr u + rsm@ vdp—rw d@ d’ou
ds? = dr® + r?sin® 0 de® + r* d6>.

Questions : Rechercher 1'abscisse curviligne des courbes (avec un minimum de cal-
cul)

(1) T:L,Z:athm(‘) en cylindriques ot a > 0 et m € R.
chm#
r= uV2 +chu  +v2shu x =sinuchu -+cosushu
(ii) Sy =—uv2 +chu +v2shu (iii) y =sinushu —cosuchu
z = —v2chu + 2shu z =2shu



