CHAPITRE 9

Fonctions de plusieurs variables
réelles

9.1 Calcul différentiel

Les applications f considérées dans cette section sont définies sur un ouvert U d’un
espace F a valeurs dans F', ou F et F' sont des espaces vectoriels de dimension finie.
Pour la pratique, on se limite au cas ou dim F < 3 et dim F' < 3 et ol f est de classe
C'. On pose pour la suite p = dim £, n = dim F.

9.1.1 Applications continiiment différentiables

La notion de différentielle est tres utile pour certaines démonstrations qui deviennent
élémentaires, pour la Physique car la différentielle est définie intrinsequement et enfin
parce que c’est la meilleure généralisation que 'on peut donner de la dérivée d'une
fonction d'une variable.

a) DEFINITION

Comme on l'a dit, on veut généraliser la notion de dérivée, c’est a dire, remplacer
f(a + h) par une application affine a + I(h) ot a € F, | € L(E,F), telle que
fla+h)=a+1(h)+ o(h) (la fonction o(h) est une fonction qui s’écrit ||h|le(h) ol
g(h) tend vers 0 quand A tend vers 0). Avec h = 0, on déduit que a = f(a).
Comme U est un ouvert, les fonctions de h que I'on a vu ci-dessus sont définies sur
une boule ouverte de centre 0 : B(0,r), Papplication linéaire [ est définie sur E en
entier car tout vecteur x de E peut sécrire = Ay ou y € B(0,7). Ceci permet de
prouver que [ est unique.

Dém : En effet, si [ et I’ sont deux applications linéaires qui vérifient la méme
propriété alors

fla+h) = fla) +1(h) +[[hllo(1) = f(a) +I'(h) + [[Allo(1)

soit I(h) — I'(h) = ||h]jo(1) et comme U est un ouvert alors il existe une boule
ouverte B(a,r) contenue dans U. L’égalité que l'on vient d’écrire est donc valable
pour a+h € B(a,r) soit h € B(0,7). Soit u € S(0,1) un vecteur de la sphere unité
on pose h=tuout<r

I(h) — I'(R) = I(tu) — I'(tu) = t[l(u) — I'(w)] = to(1)
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donc, en divisant par t, on obtient I(u) — I'(u) = o(1) ou o(1) est une fonction de ¢
qui tend vers 0 quand ¢ — 0. On peut passer a la limite quand ¢ tend vers 0 ce qui
donne l(u) — I'(u) = 0. I — I’ est une application linéaire qui est nulle sur la sphere
unité donc [ — {" est nulle sur £ par homothétie (tout vecteur x de E peut s’écrire
x = ||z||lu avec u € S(0, 1)).

Conclusion : si une telle application existe alors elle est unique et on voit ici l'intérét
de prendre des fonctions définies sur un ouvert U W

DEFINITION 9.1.1. Différentielle

On dit que [ est différentiable en a € U ssiger il existe une application linéaire | de
E dans F telle que f(a+ h) = f(a) +1(h) + o(h).

[ est appelée application linéaire tangente a f en a ou différentielle de f en a et
notée df(a), D f(a) ou encore plus simplement (pour un public averti) f'(a).

Remargque 9.1.1. Si E = R alors f'(a)(h) = f'(a).h i.e. on confondra différentielle
et dérivée (ce qui justifie a posteriori la notation).

Dém : Une application linéaire de £ = R dans F' espace vectoriel de dimension finie
s’écrit [(h) = hu on u € F.

Si f est différentiable en a alors f(a + h) = f(a) + hu + o(h). On déduit de cette
écriture que f est dérivable en a et que sa dérivée vaut u

On rappelle la notion de dérivée selon un vecteur et de dérivée partielle que 1'on a
vu dans les révisions du cours de premiere année.

Soit a € U et h un vecteur non nul de E alors on sait qu’il existe 6 > 0 tel que pour
tout ¢ € [—9, 4], a4+ th € U. On peut alors définir la fonction ¢y (t) = f(a + th) sur
(-9, d].

DEFINITION 9.1.2. Dérivée d’une fonction selon un vecteur
St la fonction vy, est dérivable en 0, on dit que f admet une dérivée en a € U selon
le vecteur h et on pose Dy, f(a) = ¢},(0).

DEFINITION 9.1.3. Dérivées partielles

Lorsque l'on prend les vecteurs (eq, ..., e,) d'une base B de E alors on peut écrire
fla) = flarey + -+ -+ apey) = fglay,...,a,). Si f admet des dérivées selon ces
vecteurs, on parle de dériwvée partielle pour fz. On note alors

0
D, f(a) = a’—fj(al, Cey Q).

Remarque 9.1.2. Ici, contrairement a ce qui a été vu dans les révisions du cours
de premiere année, le choix d’une base de E est essentiel pour définir une dérivée
partielle (et il faut connaitre tous les vecteurs de cette base pour définir correctement
la dérivée partielle D; ) mais il suffit de connaitre le vecteur e; pour calculer la dérivée
de f selon ce vecteur. Dans la pratique, on ne fait pas la différence entre f et fg
lorsqu’il n’y a pas de confusion a craindre.

PrROPOSITION 9.1.1. 8% f est différentiable au point a, elle est continue en ce point
et admet des dérivées selon tout vecteur h ; en outre,

F(@)(h) = Dy f(a) = >y D; f(a)

dans toute base (e;) de E ou h =3 hje;.
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Dém :
e Continuité : comme ]llir% f'(a)(h)+o(h) =0alors f(a+h) = f'(a)(h)+0o(h) —
f(a) et par conséquent f est continue en a.

e oult) = (@) + 1 (@)(h) + o(t) done LETTI =D _ vy iy 1 o(1) co qui
)

donne Dy, f(a) = f'(a)(h !

e FEnfin

'(a) (i hj€j> Zh f'(a par linéarité de f'(a)
= Z h; De, f(a)
— Z h; D; f(a)

flar,...,a;+1,...,a,)
t—0 t

=D; f(a) B

Remarque 9.1.3. Une fonction peut étre continue en 0, admettre des dérivées selon
tous les vecteurs et cependant, ne pas étre différentiable comme le montre [’exemple :

0 si (,y) = (0,0)

flz,y) = z® .
(y _1,2)2 +l’4 St (l’,y) 7é (0’0)

DEFINITION 9.1.4. Fonctions de classe C*

On dit que f € F(U,F) est de classe C* sur U si, pour tout vecteur h de E\ {0},
pour tout x de U, Dy, f(x) existe et l'application x € U +— Dy, f(x) est continue sur
U.

L’ensemble des fonctions de classe C* sur U est noté C*(U, F).

b) LE THEOREME FONDAMENTAL, FONCTIONS DE CLASSE C!

THEOREME 9.1. Théoréme fondamental

Si, dans une base de E, les dérivées partielles sont continues sur U, alors f est
différentiable en tout point @ de U. En outre, f est de classe C! sur U et on a
équivalence.

Dém : Démonstration non exigible.

On se place dans le cas ou dim E = 2, la généralisation ne présentant pas de diffi-
cultés. On choisit donc une base (e, e2) de E et on écrit tout dans cette base. Pour
simplifier les notations on va donc écrire f(z,y) a la place de f(ze; + yes). Toutes
les normes étant équivalentes, on choisit la norme infinie.
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0
On définit la fonction g1(t) = f(z+ht,y+k)— f(x,y+ k) — hta—f(x, y) : la dérivée
x
de t — f(x + ht,y + k) fait intervenir la dérivée, partielle par rapport a x d’ou

'y = n2f 9
qi(t) = ho-(z +ht,y + k) = ha(x, y).
L of
De méme si on pose go(t) = f(z,y + kt) — f(z,y) — k‘ta—(x, y) alors
Y
vy = 12 o
9a(t) = k- (@,y + kt) — ko (2, y).

On utilise alors I'inégalité des accroissements finis pour évaluer les deux différences
91(1) = 91(0) et g>(1) — g2(0) :

lg1(1) = g1 (O)]| < sup [lg1(t)|| < [h] sup

0 0
—i(:p + ht,y + k) — a—i(x,y)”

te[0,1] t€[0,1]
of of
lo21) — 1 (O] < sup g4I < k] sup —<x,y+kzt>——<x,y>H
t€[0,1] t€[0,1] Ox 0w

On utilise maintenant la continuité des dérivées partielles :
0 0
e 0, 3> 0| k)l < 0= |G s k) = )] <o

donc, pour |[(h,k)|| < npona|(ht, k)| <net|(0,kt)|| <npourtel0,1] et on peut
majorer les différences ||g1(1) — ¢1(0)|| par |hle et ||g2(1) — g2(0)|| par |kle.
On obtient alors

of af

1911 = 20)+ (1) = O < [ 10+ o) = ) ~ 5L o) 1 )

l91(1) = g1(O)]| + [lg2(1) = g2(0)[| < e(|A] + [K])

On peut alors erire f(z+ hyy+ k) — f(e.y) = KoL (e, ) + k%“’"’ v)+o(|(hB))

Ox
. s of of
donc f est bien différentiable en (z,y) et Dyp) f(2,y) = ha—(x, y) + ka—(x, Y).
Z Y

(z,y) — Dy f(x,y) est continue par conséquent f est bien C'.

La généralisation peut se faire de la méme maniere :

On étudie la différence f(xy + hy,...,x, + hy) — f(x1,...,2,) et on fait intervenir
les fonctions

g;(t) = flxr,...,z;+thj, ...,y +hy) — f(o1,..., 25, ..., 2p + hy) — hjg—gi(xl’ , Tp)
On a alors
p of
f(x1+h1,...,xp+hp)—f(:pl,...,xp)—Zlhja—xj(xl,...,xp)
" p
:Zgj(l) 9;(0).
j=1

La fin de la démonstration est identique et la réciproque est évidente W
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Remarque 9.1.4. On peut reprendre alors la définition 9.1.4 ci-dessus et dire que
[ est de classe C' ssi f est différentiable et v € U — f'(z) € L(E, F) est continue.

Dém : C’est une conséquence du théoreme précédent, la continuité de = — f'(x) se
vérifie plus facilement avec les dérivées partielles B

ProPOSITION 9.1.2. Différentielle d’une application linéaire
Si f est une application linéaire de E dans F, alors f est de classe C* sur E et,
pour tout point a de E, f'(a) = f i.e. la différentielle de f est constante.

Dém : Ce résultat peut paraitre surprenant mais il est immédiat :

fla+h)—f(a) = f(h) car f est linéaire qui s’écrit aussi f(a+h)— f(a) = f(h)+o(h)
donc f est bien différentiable et sa différentielle vaut f (qui est une application
constante et donc, si on veut la différencier a nouveau, on trouvera 0) l

THEOREME 9.2. Différentielle du composé de deux fonctions
Si feC\U,F), geCYV,G) avec f(U) CV alors go f € C}(U,G) et pour tout
ade U, (go f)(a) =g'(f(a))o f(a).

Dém : Le principe de la démonstration est simple avec les notations employées mais
il est important de comprendre les quantités que I'on manipule.

f différentiable en a : f(a+h) = f(a)+ f'(a)(h)+o(h) = f(a)+ f'(a)(h)+]||h]e1(h),
g différentiable en f(a) : g(f(a) +u) = g(f(a)) + ¢'(f(a))(u) + o(u) en prenant ici
u= f'(a)(h) +o(h) = f'(a)(h) + e1(h) = O(h) et o(u) = [lulle2(w).

9(f(a+h)) = g(f(a)) + g'(f(a))[f"(a)(h) + [|Aller(P)] + [lulle2(u)
9(f(a)) + g'(f (@) (f'(a)(h)) + | hllg'(f (@) (e1(R) + [[ullea(u) .

—A(h)

o [lull < ([ (@)W + [[2]l-ler (R)]] < MIIA][ 4 [|2]]-le2 ()] car f'(a) est une ap-
plication linéaire continue et || f'(a)(z)|| < M||x|| d’ou, pour ||A| suffisamment
petit, [|ul| < (M + 1)||h|| donc, lorsque h — 0, u — 0 et par conséquent
g9(u) = e4(h) qui tend vers 0 quand A — 0.

Conclusion de ce premier point : ||ul|eg(u) = o(h).

(f
(f

e |l (f(a))(e1(h)]] < M'|ler(h)|l (toujours grace a la continuité des applica-
tions linéaires en dimension finie) par conséquent ¢'(f(a))(e1(h)) = e4(h) et

1Pllg'(f(a))(er(R)) = ofh).

On a ainsi A(h) = o(h) donc g(f(a + h)) = g(f(a)) + ¢'(f(a))(f'(a)(h)) + o(R) iec.

g o [ est différentiable en a, (g o f)'(a) = ¢'(f(a))(f'(a)) = ¢'(f(a)) o f'(a), le o
désignant la composition des applications linéaires.

Enfin, pour terminer, il reste & montrer que z € U — ¢'(f(x)) o f'(x) € L(E,G) est
continue :

ez € U wr ¢(f(r)) € LIF,G) est continue comme composée d’applications
continues,

e SiGy = L(F,G) et Fy = L(E,F) alors (v,u) € G1xF; — B(v,u) = vou est

continue car c¢’est une application bilinéaire en dimension finie.

Par conséquent z € U — (¢'(f(2)), ['(x)) — B(g'(f(2)), ['(x)) = g'(f(x)) o f'(x)

est bien continue par composition H
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DEFINITION 9.1.5. Difféomorphisme
Soit f € CYU,F), on dit que f est un difféomorphisme de classe C* de U sur
f(U) =V ouvert de F ssigs f est une bijection de U sur f(U) et son application
réciproque [~ est de classe C' sur f(U).

Remarque 9.1.5. La notion de difféomorphisme est utile pour les changements de
variables dans les intégrales multiples et elle est essentielle pour tous les prolonge-
ments que l’on peut faire sur le calcul différentiel.

PROPOSITION 9.1.3. Si f est un C* difféomorphisme de U C E sur f(U) C F alors
dim F = dim F', pour tout x de U, f'(x) est un isomorphisme et

(f) (@) = (f'(=))~".
Dém : Soit x € U alors, avec g = f~ ' on a (go f)(z) = z.
Par hypothese g et f sont différentiables donc la différenciation de cette relation
donne

Ve e U, (go f)(x) =g (f(x))o f(x)=1dg.
De méme Yy € V, (fog)'(y) = f'(g(y)) o

obtient
{g’(y) o fi(z) =1dg

g'(y) = Idg donc en posant y = f(x) on

fl)eg'ly) =lIdr
donc f'(x) et ¢'(f(x)) sont des applications linéaires inverses l'une de 'autre. f'(x)

est un isomorphisme car c’est une application linéaire bijective.
On peut alors conclure que dim £ = dim F'

THEOREME 9.3. L’ensemble C'(U, F) est un sous-espace vectoriel de C(U, F) et
Iapplication D : f € CY(U, F) — f' € C(U,L(E, F)) est linéaire.

Dém : On a bien évidemment C'(U, F) C C(U,F) et 0 € C'(U, F) (application
nulle). Montrons la stabilité par combinaison linéaire :
Soit (f,g) € CY(U, F)?, par définition on a
Ve e U, f(x+h)= f(z)+ f'(x)(h) + o(h)
9w+ h) = g(x) + ¢ () () + o(h)
donc pour tout couple (A, 1) € R?,

(Af + pg) (@ +h) = (\f + pg)(x) + Af'(2)(h) + pg'()(h) + o(h)

done A\ f+pug est différentiable, de différentielle A f'(x)+pug’(x). En outre 'application
xeUw \Nf'(z)+ png'(z) € L(E, F) est continue.
Conclusion : C'(U, F') est bien un sous-espace vectoriel de C(U, F) &

Remarque 9.1.6. Il faut noter ici que [’ est une application continue de U dans
Fy = L(E,F) qui est aussi un espace vectoriel de dimension finie (a suivre).
PROPOSITION 9.1.4. Caractérisation d’une application de classe C' par ses

fonctions coordonnées
On a ’équivalence suivante, si on choisit (€;) une base de F' et si on note f; les
applications coordonnées de [ dans cette base :

feCHU,F) = (Vie[l,n], f; € CHU,R))
et Dy f =2 Dy fici.
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Dém :
e (=) Soit (g7) la base duale de (g;). Les formes linéaires £ sont les applications
coordonnées donc f; = e o f. £ étant une forme linéaire est différentiable, de

différentielle constante (cf. proposition 9.1.2 page 441) donc elle est de classe
C!. Par composition, f; € C(U,R).

n
e (<) Pour tout 4, f; est de classe C!, il en est de méme de fig;. f= > fie; est
i=1
C! comme somme de fonctions de classe C' W

¢) MATRICE JACOBIENNE, JACOBIEN

DEFINITION 9.1.6. Matrice jacobienne, jacobien

Soit f € CH(U,F), on choisit une base (e;)jepp de E et (g;)iep,n une base de F,
fi désignent les applications coordonnées de f dans cette base. On appelle matrice
jacobienne de f en a € U relativement a ces deux bases la matrice de [’application

o oh
81’1 o 8xp
linéaire f'(a) dans ces bases. On écrit alors : My(a) = : : ot les
Ofn Ofn
s %
dérivées partielles sont prises au point a.
D(fl?”’?fn)

Si E = F, on parle du jacobien J¢(a) = det My(a) parfois noté ( y
L1y Ty

ProOPOSITION 9.1.5. Propriétés des matrices jacobiennes
Si feCYU,F), g€ CHV,G) avec f(U) C V, sil’on choisit des bases dans E, F,
G alors

Myos (@) = My(f(a)). My (a).

Si f est un Ct-difféomorphisme alors

My-i(f(a)) = (My(a)) ™.
Dém :

e On traduit matriciellement la formule (g o f)(a) = ¢'(f(a)) o f'(a) (le o
ici désigne la composition des applications linéaires) : le résultat est alors

immédiat Myor(a) = My(f(a)).Ms(a).

e On peut reprendre la formule précédente avec g = f~1, go f = Idy donc
(go f)(a) =1dg (cf. proposition 9.1.3). On a alors M, ) (My(a))~t avec

b= f(a) B

Remarque 9.1.7. Régle de la chatne
Cette derniere propriété généralise la regle de la chaine que l'on a déja vue en
premiere année page 94, en effet, avec h =go f, dimG =m, on a

ory Oz, dyr Oy, dry 0wy
b Ol | | 09w Og | |0f O

a—:vl e axp a—yl o e a—:yp a—l'l o e a—l'p
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Oh — @afl + . +@a'fn
Ox; Oy Ox; Oy Ox;
pouri € [L,p] et ot x = (x1,...,2,), f=(f1,---, [n)-

Une propriété simple mais utile.

(THEOREME 9.4. Soit f € CY(U,F) et ¢ € C'(I,E) ou I est un intervalle de I@
telle que ¢(I) C U, on sait que f o ¢ est différentiable et on a

(fop)(t) = f(¢®) (¢ 1))
~—— —

dérivée différentielle

ou on a confondu différentielle et dérivée pour les fonctions d’une variable.

S

Dém : La démonstration et 'interprétation de ce théoreme pose toujours probleme.
En effet, la démonstration est une conséquence directe du théoreme de différenciation
du composé de deux fonctions différentiables suivit de I'identification de la dérivée
et de la différentielle pour une fonction d’une variable réelle.

Cette version ne faisant pas l'unanimité, je propose donc une démonstration a la
main (moins élégante mais plus pédagogique (7)) :

Revenons a la définition de la dérivée : ¢(t + h) = ¢(t) + h¢'(t) + o(h) en utilisant
la dérivabilité de ¢, ¢'(t) désignant ici le vecteur dérivé. t et h désignent des réels,
tel,t+hel.

(fop)t+h) = (fop)t) _ flelt+h) = fle))

h h
_ J(e(t) + he'(t) + o(h) — f(e(t))
h
_/ /(‘P(Wh“‘;;(t) +91) 4race & 1a différentiabilité de f

= () (&' (t) + o(1)) par linéarité de f'(¢(t)).
f'(p(t)) est une application linéaire en dimension finie, elle est continue par consé-
. (fop)t+h)—=(fop)(t
aent f(o(0)(0(1)) = o(1) done tim LCENEEN Z 0O _ 10y 10,
Conclusion : f o ¢ est dérivable et (f o )'(t) = f'(v(t))(¢'(t)) A
COROLLAIRE 9.5. Lorsque f est un difféomorphisme, l'image f(I') d’'une courbe
paramétrée I' : t € [ — p(t) € F réguliere a ordre 1 est une courbe réguliere a

l'ordre 1 (une courbe réguliere a 'ordre 1 est une courbe sans point stationnaire).
La tangente a f(I') en M = f(¢(t)) est donnée par f'(p(t))(p(t)).

Dém : La courbe f(I') est paramétrée par (I, f o ) et on vient de démontrer que
(fow)(t) = f'(p(t)(¢(t)). Par hypothese, I" est réguliere donc ¢(t) # 0 pour tout
t € I et comme f(p(t)) est inversible (cf. proposition 9.1.3 page 442) on a

viel, fle)(#(t) #0

donc f(I") est réguliere M

THEOREME 9.6. Théoréme d’inversion globale

Soit f € CY(U, E) une application injective de U ouvert U C E alors

f est un C!-difféomorphisme de U sur f(U) ssi le jacobien de f ne s’annule pas
sur U.
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Dém : Hors programme, cette démonstration utilise le théoreme d’inversion locale :
Si f € CH(U,E) et si Jp(x) # 0 alors il existe un voisinage de z, V. tel que fy, soit
un C'-difféomorphisme de V, sur f(V,) B

Remarque 9.1.8. Si U est connexe par arc alors Jy le jacobien de f garde un signe
constant, ce qui n’est pas forcément le cas si U n’est pas connexe par arc (U réunion
de deuz boules ouvertes disjointes).

Dém : En effet, comme z € U — Jg(x) € R est une application continue alors
J¢(U) est un connexe par arc de R i.e. un intervalle /. Comme 0 ¢ [ alors on a soit
I C] — 00,0] soit I CJ0,+o00[. J; garde donc une signe constant W

Questions :

(7) Prouver que la fonction définie dans le remarque 9.1.3 page 439 vérifie bien les
propriétés annoncées.

(it) Soit f € CYU,F) ou U est un ouvert convexe. Si (a,b) € U? on définit
F(t) = f(a+t(b—a)) pour t € [0,1]. Montrer que F est C' sur [0,1] et que
Fi(t) = f'la+t(b—a)(b - a).

+o00
(7ii) Soit a(x) = > a,2™ la somme d'une série entiere de rayon R > 0. Montrer
n=0
que f(z,y) = a(z) — aly) est C' sur | — R, R[%.
x E—

(r, 0 6, rsinf
(iv) Est-ce que les applications p(r0) = C.OS ;7 5in 6) ) )
s :(r,0,p) > (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosb)

sont des C!-difféomorphismes sur des ensembles & préciser ?

9.1.2 Fonctions numériques continiiment différentiables

On a déja vu dans les révisions du cours de premiere année que C*(U) ensemble
des fonctions de classe C! sur U & valeurs réelles était un sous-espace vectoriel de
'espace vectoriel C(U).

THEOREME 9.7.
C!(U) est une sous-algebre de I'algébre C(U).

Dém :

e On sait déja que C'(U) est un sous-espace vectoriel de C(U) (cf. théoreme

9.3).
e L’application 1 :x € U — 1 € R est dans C*(U).

e Soit (f,g) € CY(U) alors

(fg)(x+h)= (:v + h)g(x +h)
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Or l'application h — g(x)f'(x)(h) + f(x)g'(x)(h) est linéaire et continue donc
fg € CHU) et on a de plus

Ve e U, D(fg)(x) = f(x)Dg(x) +g(x) D f(x).

On pouvait aussi utiliser la différentiabilité des applications composées avec les ap-
plications ¢ : (f,9) ER?* — fget 0 :x €U — (f(x),g(x)) W

On a défini le gradient en dimension 2, cela se généralise a tout espace vectoriel
euclidien F. En particulier, dans ce paragraphe, le corps de base sera R. En
utilisant I'isomorphisme canonique qui existe entre F et £* son dual on peut poser :

DEFINITION 9.1.7. Gradient
On définit le gradient d’une fonction f de classe C' sur U ouvert de E euclidien par

f'(a)(h) = (grad f(a)|h).

PROPOSITION 9.1.6. Dans une base orthonormale (e;) de E, le gradient s’écrit :

arad f(@) = 5 L (@,

i=1 0z

Dém : Par définition on a f'(a)(h) = (grad f(a)|h) d'une part et

Fla)h) =30 F(a)hs = (VIR

0
en posant V' le vecteur de composantes a—f(a) d’autre part.
x

On a par conséquent, pour tout h de E, (glrad f(a)|h) = (V|h) ce qui entraine que
V =grad f(a) B

4 )
THEOREME 9.8. Inégalité des accroissements finis

Si U est un ouvert convexe et si grad f est une fonction bornée sur U alors

¥(a,b) € U, |f(b) — f(a)l < [Ib—al sup | grad f ()]

.
Dém : Soit ¢(t) = tb + (1 — t)a, comme U est convexe alors ¢(t) € U pour tout
t €10,1]. On pose F(t) = f(p(t)) alors on a vu au théoreme 9.4 page 444 que

F'(t) = (grad f(o(1))|¢'(t)) = (grad f(e(1))|b — a).

On utilise alors Cauchy-Schwarz :

[F'(1)] < [l grad f(p(t))[|.]Ib — al| < Sup I'grad f(2)]|-1b — all

et on applique I'inégalité des accroissements finis a F'(1) — F'(0) = f(b) — f(a) :

£(b) = fa) = [F(1) = F(0)] < (1 = 0) sup [F'(¢)]

te[0,1]
< Sup | grad f(2)]].]|b — ol W
S
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COROLLAIRE 9.9. Si f de classe C! sur 'ouvert convexe U alors
f est constante ssi grad f = 0.
Dém :
(=) Immédiat !
(<) Comme grad f = 0, il est borné sur U (!) donc
V(a,b) € U2, |£(b) — f(a)] <0 d'ott f(b) = f(a).

Soit a € U alors pour tout b € U, f(b) = f(a) donc f est bien constante H

Remarque 9.1.9.

(1) On peut généraliser cette derniére propriété au cas ot U est un ouvert étoilé
(on reste dans le cadre du programme) ou, encore mieuz, au cas ou U est un
ouvert connexe par arc (la on sort du programme...)

Dém : Si U est étoilé par rapport a a, la démonstration du corollaire précédent
est encore valable.

Si U est un ouvert connexe par arc alors on admet la propriété suivante :
pour tout (a,b) € U on peut relier a a b par un chemin continu formé de
segments de droites.

Soit ay = a,aq,...,a, = b les extrémités des segments en question alors,
toujours avec le méme argument que dans la démonstration du corollaire, on
a fla) = f(a1) = ... = flap_1) = f(b). On retrouve la méme conclusion. B

(13) Pour prouver que grad f = 0, il suffit que les dérivées partielles de f dans une
base (quelconque en fait) soient toutes nulles.
Dém : Immédiat car si [ est différentiable et si ses dérivées partielles sont
nulles alors [’ est nulle donc grad f =0 W

DEFINITION 9.1.8. Points critiques
Soit f € CH(U), on dit que a est un point critique de f ssigeg grad f(a) = 0 (i.e.
toutes les dérivées partielles de [ en a sont nulles).

THEOREME 9.10. Condition nécessaire d’existence d’un extremum local
Soit f € CY(U), si f présente en a € U un extremum local alors a est un point
critique de f.

Dém : Comme U est un ouvert alors il existe » > 0 tel que B(a,r) C U.

Pour h € E, soit pp,(t) = f(a+th) définie sur I =] — a, af avec o = . Comme a

(1]
est un extremum local, ¢;, passe aussi par un extremum local en 0 donc ¢} (0) =0
d’ou

©3,(0) = Dnf(a) = f'(a)(h) = (grad f(a)|h) = 0
et ceci pour tout h donc grad f(a) = 0, a est bien un point critique de f
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Questions :

(i) Soit f € CHU) ot U est un ouvert de R% On suppose que V(z,y) € U,

g(:p,y) = 0. Que penser de f 7
Ox

(i1) Résoudre sur R? : of + of _ =0 pour f de classe C'.
or 0Oy
(i17) Soit a € C(R?) et b € C'(R), chercher f € C'(R?) tel que g(as,y) = a(xz,y),

ox
f(0,y) =b(y).
of . of af of

(7v) Simplifier les expressions r—— +y

ox 8y Yor 8y
(v) Soit f € CH{R™ R) et ¢ € C'(RP,R"), calculer grad f o .

(vi) Soit f € CY(R,4,R), ||.]| norme dans E espace euclidien. Calculer grad f(||z||).
9.1.3 Dérivées partielles d’ordre k > 2

a) LE THEOREME DE SCHWARZ

On reprend ici la définition d'une fonction de classe C2.

DEFINITION 9.1.9. Fonction de classe C*
Soit f € F(U,R), on dit que f est de classe C* sur U si [ est de classe C' et si la
différenticlle ' de f est de classe C*.

Remarque 9.1.10.

(1) En choisissant une base de E, cette derniére définition est encore équivalente
au fait que toutes les dérivées partielles de f sont de classe Ct sur U.
Dém : Les coordonnées de f'(x) dans B*, base duale la base B de E sont
exactement les dérivées partielles de fz M

(17) On pourra alors définir les dérivées partielles D, ; f = 0z, (gf )
Ly

[THEOREME 9.11. Théoréme de Schwarz b
Si f € C*(U) alors dans une base de E, D, ; f = D,; f pour tout couple (i, ), ce
qui donne, avec les notations de Jacobi
>f  Of
c%iaxj a 8%8901
< J

Dém : Hors programme.

En dimension 2, on évalue A(h, k) = f(a,b)+ f(a+h,b+k)— f(a+h,b)— f(a,b+k)
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en faisant intervenir les deux fonctions ¢;(t) = f(a + ht,b+ k) — f(a + hy,b) et
g2(t) = fla+ h,b+ kt) — f(a,b+ kt). On trouve

2
A(h k) = hk:aaa f(a+ho,b+ ko)
Yyox
82
= hkaxayf(a + héy, b+ k6))

et on utilise la continuité des dérivées partielles secondes W

DEFINITION 9.1.10. Fonctions de classe C*

On peut définir la notion de fonction de classe C* par récurrence sur k :

[ est de classe C* ssigs (dans une base de E) pour tout i, les D; f sont de classe
C*=1. On notera C*(U) l’ensemble des fonctions de classe C* sur U.

Dans la foulée, on peut définir

c>(U) = [ cHU).

keN

PROPOSITION 9.1.7. L’ensemble C*(U) (1 < k < +00) est une sous-algebre de C(U).

Dém : Tout d’abord on a C¥(U) c C(U), 0 (I'application nulle) est dans C*(U) et
1:x € U 1 est de classe C*.

Procédons par récurrence finie sur k pour montrer que, si (f, g) € CK(U), (\, u) € R?,
alors A\f + pug € CK(U) et f.g € CK(U). On se place dans une base de E et on
s'intéresse aux dérivées partielles. £ = 1 a déja été traité avec le théoreme 9.7 page
445. On suppose donc la propriété vraie a I'ordre k — 1.

e Grace aux propriétés de la dérivation, on a

B
o g(x)

O (A + 1g) (2) = AL f () + 1

0 g(z) € C*1(U) pour tout

0
donc, par hypothese de récurrence, \— f(x)+p

i soit, par définition, \f + pug € C*(U).
e De méme
O (19)(@) = f@)Lg@) + 2 f(a).g(x)
o, 9)(x) = xaxigx o, x).g(x

et la méme démarche que ci-dessus nous permet d’affirmer que f.g € Ck(U)

On a donc prouvé par récurrence finie que C*(U) est une sous-algebre de C(U) B
Notations :

ol f

= - O'[l
aq Ap
Oxi* ... 0xp

(Z) Sia = (ala"'aap) € Np’ Ol pose Daf - D1a1 ..... papf
la| =a; 4+ + .

(7i) Dans le cas des fonctions de 2 variables, on utilisera souvent les notations de

Monge :
A T T
p_ﬁx’q_ﬁy’ 022’ T Oxdy Coy?
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PROPOSITION 9.1.8. Les opérateurs différentiels Dy, et en particulier les D; sont des
applications linéaires de C*(U) dans C*=1(U) pour 1 < k < +o0.

Dém : C’est la démonstration qui vient d’étre faite

b) RECHERCHE D’EXTREMUM

PROPOSITION 9.1.9. Soit f € C*(U), (a,b) € U, o(t) = (a + th,b+ tk) telle que
©([0,1]) C U, on pose F(t) = f(p(t)). F € C*([0,1]) et

F(0) = 15 (o(0) + 20k 2 (6(0) + 5 ol0)

Dém : On a déja F'(t) = hg—f(go(t)) + k‘%(cp(t)) (cf. question (i7) page 445), il
€ Y

suffit de dériver encore une fois en utilisant la méme propriété (en fait la regle de la

chaine) :
On écrit F'(t) = f1(p(t)) avec fi(z,y) = hg—f(x,y) + kg—f(x, y). f1 est de classe C!
T )

(puisque f est de classe C?) donc, en utilisant la méme démarche, on peut dériver a
nouveau F” :

P = W (ol0) + k5 ol0)
= 125 S 0) 4 B 2 (pl0) + bl (pl0) + 5L (o(0)
_ 282f azf 282f

= =5 (1)) + 20k ay((p(t)) +k a—gﬁ@(t”

grace au théoreme de Schwarz B

GHEOREME 9.12. Formule de Taylor reste intégral dans C?*(U) B
Soit f € C*(U), U ouvert de R?, alors (en posant p(t) = (a + th,b+ tk)) :
_ af af
fla+h,b+k)= f(a,b) +h8x(a’b> +kay(a,b)
1 an an an
_ 27 ) Y J
v [ 1= [REL )+ b (o) + PTEet0))| c
< J

Dém : On applique Taylor reste intégral a la fonction F(t) = f(a + th,b+ tk) en
utilisant la proposition précédente :

F(1) = F(0) + F'(0) + /1(1 — 1) F"(t)dt

et on remplace : F (1) = f(a+h,b+k), F(0) = f(a,b), F'(0) = h%(a, b)+k%(a, b)
52 52 52
ct entin FY(t) = 2L (1)) + 2k (o(0) + 5 L (o(0) W
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COROLLAIRE 9.13. Formule de Taylor-Young
On reprend les hypotheses ci-dessus, alors, au voisinage de (a,b) (en prenant un
voisinage compact), on a

0 0 h? 9? 0?
fla+hb+k)= f(a, b)+ha—f( b)+kaf( b)+53—€( b)+hka éfy(a,b)
+ k—Q—an( .0) + (h* + k*)e(h, k)
2 Oy? ’

ou la fonction (h, k) est une fonction qui tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0).

Dém : Avec la formule ci-dessus, il suffit de prouver que

a= [fa-0[eS Lty + kL (oten + 5L o) a
- % [m%(a, b) + Qhk;fgy (a,b) + k??’;(a b)} = o (I(h B2 -

Comme souvent lorsqu’on a a faire la différence entre une intégrale et une autre
expression, on essaye de tout mettre sous forme d’intégrale ce qui justifie ce qui
suit :

1 f 0*f 2 0% f
3 |25k ) + 2k ) + 25 L )

[ J O f O f
_/0(1—t) (fﬂa $(0.0) + 2k (0.0) + K5 5 a ,b))dt

donc, en reportant dans ’expression de A on obtient

A=[ﬂ1—wPﬂ(iﬁwa»—%}wﬁo+4M{§igwu»—§ggmw)
+k? (%W(t)) — gigj;(a, b))] dt.

Grace a la continuité des dérivées partielles, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que,
si [[(h, k)| < 7 om ait

92 f 9 f
w(@(t)) - @(aa b)| <e
92 f 92 f
20y (p(t) — 8x8y(a’ b)| <e
o2 f 0 f
a—yg((p(t)) - a—yQ(a, b)| <e.

1
Donc |A] < / (1—t)[h%e +2|hk|e + k*e] dt < %(|h|—l—|k|)2 < e(h*+k?) (en utilisant

0
Cauchy-Schwarz) ce qui se traduit exactement par A = o(||(h, k)|> B



452 CHAPITRE 9. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES

THEOREME 9.14. Existence d’un extremum local B
Dans I'hypothese o f est de classe C? sur U ouvert de R? et ot p = ¢ = 0 en
(a,b) (on utilise les notations de Monge) alors

rt—s250 477 0 on a un minimum local strict en (a, b)
sirt—s

"|r <0 on aun maximum local strict en (a, b)
si rt — s? < 0 on n’a pas d’extremum, au voisinage de (a, b), la surface d’équation

z = f(z,y) présente un col.
< S

Dém : On utilise la formule de Taylor-Young a ’ordre 2

Flath, bk = £(a,) = Q(h, &)+, K (h, k) ob Q(h, k) = (2 +25hk -+ £57)

(avec les notations de Monge). Comme toutes les normes sont équivalentes, on a le
libre choix de la norme pour faire le raisonnement.

e Sirt—s? > 0alors Q(h, k) est une forme quadratique définie, positive si r > 0,
négative si r < 0 :

— Si r > 0 alors rh? + 2shk + tk* = r [(h—i—ka:)Q + ”;—2521432] > 0 donc
Q(h,k) = 0et Q(hk) =0=k=0et h+2k=0douh=k=0.Q
est bien définie positive.

— Si r < 0 alors en multipliant par —1 on peut utiliser le raisonnement
précédent et conclure que @ est définie négative.

On prend alors ||(h, k)| = /|Q(h, k)| (qui est une norme euclidienne) d’ou
fla+hb+k) = f(a,0) = Q(h, k) + || (h, k)||* (R, k)
= £||(h, B)II* + [|(h, k)| (h, k)
= =[(h, K)[* (X +(h, k)
=o(1)

et donc pour ||(h, k)| suffisamment petit, on a (par exemple) |e(h, k)| < 1 soit
1+e(h,k) > 1—|e(h, k)| > 0 par conséquent

— fla+h,b+k)— f(a,b) >0sir >0et (hk)#(0,0), on a un minimum
local strict,

— fla+h,b+k)— f(a,b) <0sir <0et (hk)+#(0,0), on a un maximum
local strict.

e Sirt —s? < 0 alors on peut écrire en changeant de base Q(h, k) = H?> — K? :

— Si (r,t) # (0,0), on peut supposer, compte tenu de la symétrie, que r # 0
et méme, quitte a changer de signe, que r > 0. On reprend alors le calcul

qui a été fait : rh? + 2shk + th*> = r [(h—i— 22k)% + 7"5;—2821432], on pose
H = \/r/2(h+2k) et K = \/<"k.
—Sir =1t =0 alors Q(h,k) = shk =

Itk h—k
H=\/s ; et K = /55—,

Z[(h + k)? — (h — k)?], on pose
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Q'(h, k) = H*+ K? est une forme quadratique positive et si Q'(h, k) = 0 alors
H(h,k) = K(h,k) =0 donc h = k = 0 (en distinguant les deux cas que l'on a
considéré ci-dessus). @)’ est définie positive, ||(h, k)|| = v H? + K? définit bien
une norme (euclidienne) d’ou

fla+hb+k) = f(a,b) = H* = K>+ o (H* + K*) = H* = K* 4o (||(h, })|*)

— Sur la droite H = 0 que 'on peut paramétrer par (z,y) = (a,b) + tK
(avec K #0), on a

f(z,y) = f((a,b) +tK) = —?K* + o(t*K?) = —t* K*(1 + 0(1)) < 0.
— Sur la droite K = 0, c¢’est la méme chose :
f(z,y) = f((a,b) +tH) = t?H? + o(t*H?) = t*H*(1 + 0o(1) > 0.
Dans ce cas, f ne présente en (a,b) ni un maximum, ni un minimum B
Recherche pratique d’extrema :
(7) Sur un ouvert, on utilisera évidemment le théoréeme précédent.
(ii) Si f est définie sur U fermé, on étudiera ce qui se passe a l'intérieur et on fera
une étude spéciale a la frontiere ; les extrema se trouveront la ou les conditions
du théoreme 9.14 seront remplies et éventuellement sur la frontiere de U.
Questions :
(i) Dans C*(R?) résoudre les équations
02 f 0 02 f 02 f

>’f >’f
—o, 21 - 2
Oxdy T Ox? Yo + Oxdy + CayQ

=0avec b®> —ac>0

(poser u = x + Ay, v = = + py pour la derniere équation).

(it) Soit f de classe C? sur ]0,+o0[, on pose F(x,y,z) = f (x/xQ +y? +22>.
F
Résoudre AF =0, F' =0 sur S(0, 1), g—(l,0,0) =1.
x

(i17) Soit f(x,y) = sinz + siny + cos(z + y) définie sur R?. Chercher les extrema
de f.

(iv) Chercher les extrema de f(z,y) = 2* + zy + y? sur le triangle OAB fermé ou
0 =(0,0), A= (1,0), B = (0,1).

(v) Etude en (0,0) de f(z,y) = A* + y* + 423y + 25 — 3° (on précisera si (0,0)
est un extremum local ou non).
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9.1.4 Notions sur les courbes et les surfaces

On demande de rappeler ici la notion de point régulier d’une courbe (cf. cours de
premiere année page 42) ainsi que les notions de tangente et de normale (méme
paragraphe).

Dans le cas d’une courbe définie implicitement on pose la définition suivante :

DEFINITION 9.1.11. Point régulier
Soit F € CHU) ou 1 < k < 400 et U un ouvert de R?. Si F(a,b) = 0 et
grad F'(a,b) # 0 on dit que le point (a,b) est régulier.

Remarque 9.1.11. Dans la définition d’une courbe implicite (cf. définition 5.2.5
page 95) on a choisi délibérément de ne prendre que des points réguliers.

On ne donne pas de définition générale d'une surface, dans ce paragraphe, on
dit qu’un sous-ensemble est une surface si c’est soit une surface paramétrée, soit
I'ensemble des points satisfaisant une relation F'(z,y, z) = 0.

a) SURFACE PARAMETREE

DEFINITION 9.1.12. Surface paramétrée

Soit U un ouvert connexe par arc du plan R, f une fonction de classe C* définie
sur U a valeurs dans R®, on appelle surface paramétrée par (U, f) l'ensemble des
points de R® donné par {f(u,v), (u,v) € U}.

— = —
Remarque 9.1.12. Si on note (O, i, j, k) le repére orthonormé canonique de
R3 alors l'ensemble des points de la surface paramétrée s’écrit :

- - -
M =0+ g(u,v) i + h(u,v) j +1l(u,v) k.
Dém : f est parfaitement définie par ses composantes dans la base canonique :

f(u7 U) = (g(u, U)a h(u7 U)a l(ua U))

d’ol1, en passant en mode point + vecteur de la géométrie affine, on a bien

——
M=0+0M
— O+ g(uv)i +h(u,v) ) +luwo)k B

DEFINITION 9.1.13. Paramétrisation cartésienne

Soit une surface paramétrée, on dit que l'on a une paramétrisation cartésienne ssiqes
on peut exprimer une c_o)ordonnée di]V[ comme_f)onctian de classe C' des deux autres
(si M = O + g(u,v) i + h(u,v)j + l(u,v)k alors on peut avoir g(u,v) = u,
h(u,v) =v).



9.1. CALCUL DIFFERENTIEL 455

DEFINITION 9.1.14. Point régulier
Soit M un point de la surface de paramétre (ug,vo), on dit que M est un point

0
régulier ssiger les vecteurs a—f(uo,vo) et ——(ug,v) forment une famille libre. En
U

v
d’autres termes, R? étant muni de sa structure euclidienne canonique alors le produit

0
vectoriel —f(uo, Vo) A == (ug, vo) est non nul.

ou B

DEFINITION 9.1.15. Plan tangent, normale

— — —
Si O+ g(u,v) i + h(u,v) j + l(u,v) k est la paramétrisation de la surface alors
I’équation du plan tangent au point régulier de parameétre (ug,vy) est donnée par

59

xr — g(u07U0) UO,'()0> U(],U()

L

%

(U07U0> U07U0 =0
%
o

y — h(ug, vg)

z — l(ug,vo) = (ug, o) (uo, vo)

B
%
ou

0
et le vecteur normal est le vecteur —f(uo, vo) A = (ug, vp).

ou o

Remarque 9.1.13. Dans le cas d’une paramétrisation cartésienne, tout point est
réqulier et si z = @(x,y) alors ’équation du plan tangent s’écrit

0
z—2z=(z— lEo)a—i(ﬁo,yo) +(y — yo)a—j(%,yo)-

Dém : Dans le cas d'une paramétrisation cartésienne, g(u,v) = u, h(u,v) = v et
l(u,v) = p(u,v) (pour respecter les notations). Les deux vecteurs

1 0

of _ 0 of B 1
ou (uOva) - 8_90(“ . ) " O (UOaUO) - 8_90(u : )
au 0, Y0 87} 0, V0

forment bien une famille libre donc tout point est régulier. Le produit vectoriel
donne

e
——(Uo,vo)
O (g 00) A L (g, w0) = | _ 0%
ou 40, %o Ov o, o) = —8—(U0,Uo)
! 1

donc 'équation du plan tangent (qui admet ce vecteur comme vecteur normal) est
alors
0 0

— (& — o) 5 (0, v0) = (y = v0) 5" (o, vo) + = — p(uo, v0) = 0
d’otut le résultat annoncé en remplacant ug par xq, vy par yo et @(ug, vy) par zo B

b) EQUATION CARTESIENNE D'UNE SURFACE

On a vu en 5.2.1 page 95 des révisions du cours de premiere année le cas des courbes
d’équation F'(x,y) = 0. Dans ce paragraphe, on généralise au cas des surfaces
d’équation F(z,y,z) = 0.
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DEFINITION 9.1.16. E’quation cartésienne d’une surface
Soit F € CK(V) ot V est un ouvert de R®, k > 1, F(x,y,2) = 0 est "équation
cartésienne d’une surface.

HEOREME 9.15. Théoréme des fonctions implicites (Démo H.P.)
Soit F' € C*(V) ot V est un ouvert de R3, k > 1. S’il existe un point (a, b, c) de
V' tel que 'on ait les hypotheses

() Fla.b.c) =0, (i) O (a,b.¢) #0
alors

e il existe des intervalles ouverts I, J et K de centres respectifs a, b et c tels
que IXJxK CV,

e Il existe une unique fonction ¢ de classe C*¥ sur Ix.J et & valeurs dans K
telle que

V(z,y,2) € IXJXK, (F(z,y,2) =0) < (2 = o(z,y))

\ (et on a aussi ¢ = ¢(a,b)). )

Remarque 9.1.14.

(1) On dit ici qu’au voisinage de (a,b,c) on a pu exprimer z comme fonction
implicite de (x,y).

0
(13) Si a—(a, b,c) = 0 mais si a—(a, b,c) # 0 alors on pourra exprimer x comme
2 x
fonction implicite de (y, z).

(1ii) Pour calculer la différentielle de ¢ sur Ix.J, il suffit de dériver par rapport
x et ay la relation F(x,y,p(z,y)) =0, on aura alors

OF or
- —\T, Y, xZ,
al‘ ’y aF Y ay ’y aF

.y elwy)) v elr )

Dém : On utilise la régle de la chaine, on dérive (par exemple la relation
G(m,y) = F(fﬁ,y,w(x,y)) =0pourxel:

oG, | OF OF oo,

oF
L. 84,0 B %(37,3/,%0(%,@))
d’on %(x,y) =~ 3F
%(%ya@(%y))

. On procede de méme avec y B

DEFINITION 9.1.17. Point régulier
Soit M = (x,y, z) un point de la surface d’équation F(x,y,z) =0, on dit que M est
un point réqulier de cette surface ssiger grad F'(M) # 0.
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Remarque 9.1.15.

(1) Au wvoisinage d’un point régulier M on peut définir l'une des trois varia-
bles comme fonction des deuzr autres. On aura alors une paramétrisation
cartésienne.

(ii) Les deuz notions de point régulier se recoupent grace au théoréme des fonctions
implicites (tout point d’une paramétrisation cartésienne étant réqulier).
Dém : Je ne pense pas que la démonstration qui suit soit exigible (le programme
n'en parle pas), le résultat lui-méme n'est pas mentionné mais il peut étre
intéressant de comprendre que ces deux notions sont équivalentes.

of 0
o 5i 8_f A a—f(uo, vo) # 0 alors l'une des trois composantes de ce vecteur est
u v
99 99
non nulle par exemple la troisieme : |81 9| (ug, vo) # 0. On utilise alors
ou  Ov

le théoréme d’inversion locale qui est hors programme (cf. théoréme 9.6).
Il eziste un voisinage V' de (ug,vo) tel que ¢ : (u,v) — (g(u,v), h(u,v))
soit un C-difféomorphisme de V' sur (V). Ceci se traduit par : si
x = g(u,v) et y = h(u,v) alors u = XN x,y) et v=p(x,y) ou A et p sont
des fonctions de classe C' au voisinage de (wg,y0) ot xo = g(ug,vo) et
Yo = h(ug,v9). On a alors z = l(u,v) = l(A(z,y), p(z,y)) = o(x,y).

On s’est ramené a une paramétrisation cartésienne, le point en question
est donc réqgulier.

o Si F(xg,y0,20) = 0 et grad F(xg,y0,20) # 0, on peut supposer que la

troisieéme coordonnée de ce vecteur est non nulle, i.e. a—(xo, Yo, 20) # 0.
2z

Le théoréme des fonctions implicites nous permet d’affirmer que z peut
s’exprimer localement comme fonction implicite de (x,y). On est encore
ramené a une paramétrisation cartésienne comme ci-dessus.

Conclusion : en fait, un point d’une surface est un point régulier ssi on peut
écrire localement l’équation de cette surface sous forme cartésienne (l'une des

coordonnées s’exprime en fonction des deux autres) B

En utilisant une paramétrisation locale cartésienne on obtient :

(.
THEOREME 9.16. Le plan tangent a une surface F'(z, y, z) = 0 en un point régulier
My = (0, Yo, 20) & pour équation

oF oF oF
(IE - $0)%($0, Yo, Zo) + (y - yo)a—y(%,yo, Zo) + (Z - Zo)g(ﬂfmyo, Zo) =0

et grad F'(zo, Yo, 20) est un vecteur normal a cette surface en M.

v

Dém : On reprend la démonstration que 'on vient de faire, par exemple z = p(z,y)
au voisinage de My = (o, Yo, 20). ¢ est la fonction implicite définie au voisinage de
(x0,Y0) et on sait en calculer les dérivées partielles (cf. remarque 9.1.14 (éi7) page

456).

0 0
Orz—zy=(r— xo)a—;@(xo, yo) + (y — yo)a—z(:po, yo) (cf. remarque 9.1.13 page 455)
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donc, en remplacant les dérivées de ¢ par leur expression, on trouve

OF OF

— (%o, Yo, 20 o, \*0y J05 <0

ol ) 5, (0, Yo; Z0)
2= 20 = (2~ 20) SL—— — (y — o) 5

E(%,yo, Zo) 5(3:07 Yo, Zo)

F
d’otu le résultat en multipliant par — (zg, yo, 20) B

0z
C) INTERSECTION DE 2 SURFACES AU VOISINAGE D’UN POINT
Soient 2 surfaces S et S' d’équations respectives F(z,y,z) = 0 et G(z,y,2z) = 0
(F et G de classe C') et A = (a,b,c) un point d’intersection de S et S’ (on a donc
F(A) = G(A) = 0) tel que grad FI(A) A grad G(A) # 0 (i.e. les plans tangents

en A a S et S sont sécants) et on suppose que dans un voisinage €2 de A (a une

oF
permutation prés des coordonnées), J = g gé # 0 (ceci vient du fait que les
dy 9z

vecteurs grad F'(A) et grad G(A) sont libres). Quitte a réduire encore ce voisinage,

on peut supposer que S # 0 sur €.
z

On applique alors le théoreme des fonctions implicites, il existe I, J, K inter-
valles centrés en a, b, ¢ tels que IXxJxK C Q, il existe ¢ € CY(IxJ, K) telle

H(z,y) = F(z,y,o(z,y)) =0 Or
H(a,b) =0 '

oG
OH OF 0Fdp OF OJF gy J

o oy ooy "oy o000 7"

0z 0z

que G(z,y,2) =04 z = p(z,y). On a alors {

donc, on peut appliquer a nouveau le théoreme des fonctions implicites a H. Il existe
I, Jy intervalles centrés en a et b, I; C I, J; C J, il existe 0 € C'(Iy, J;) telle que
H(z,y) =0<y=0(z). On a alors

V(z,y,2) € [ XxJ1xK, {G sVrel, y=0(x), z=¢(x,0(x))

i.e. localement, I'intersection de ces deux surfaces se réduit a une courbe.

Remarque 9.1.16. On a ainsi “bricolé” une autre version du théoréme des fonc-
tions implicites.

On a de plus la propriété suivante :

ProrosITION 9.1.10. Courbe intersection de deux surfaces
La tangente a la courbe intersection des 2 surfaces est lintersection des 2 plans
tangents a chacune des surfaces.
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Figure 9.1: Intersection de deux surfaces

Dém : On a vu ci-dessus que, localement, on pouvait écrire I’équation de la courbe I"
intersection des deux surfaces sous la forme y = 6(z), z = ¥ (x) (& une permutation
pres des coordonnées).

o ' est tracée sur S d’équation F(z,y,z) = 0 alors la tangente a I' en A est
contenue dans le plan IT4 tangent a cette surface :

1
—_—
En effet, le vecteur directeur de la tangente a I' est V' = (0’ (l‘)) et on sait

V' (x)
que F(x,0(x),¢(x)) = 0 donc, en dérivant par rapport a = cette relation, on
obtient
OF OF OF
T (002, 6(0) + 0(2) 5 (0. 6(0), 6(0)) + ' (0) 5, 6(), 0(a)) =0

soit V. grad F' = 0 donc le vecteur V' est orthogonal a grad F', il est parallele

—
au plan IT4 et comme A € S alors la droite Dy = (A, V') tangente a I' en A
est contenue dans I14.

e De méme I est aussi tracée sur S" donc D4 est contenue dans IT'y plan tangent
a S’ en A.
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Conclusion : comme les deux plans tangents se coupent selon une droite et que
DyclianIlly alors Dy =11,NII A

Position d’une surface par rapport a son plan tangent

On choisit un repere tel que le point M, soit 'origine O et que le plan tangent soit

— —
le plan (O, ¢, j ). Dans ce cas, on peut trouver une paramétrisation cartésienne
z = ¢(z,y). On suppose que 1t — s? # 0 alors :

o 1 cas : rt —s2 > 0,7 > 0: ¢ présente un minimum, la surface S est au
dessus de son plan tangent.

Si on coupe par des plans d’équation z = A (A > 0), on peut prouver que la
courbe obtenue est homéomorphe a un cercle (on obtient en fait une courbe qui
ressemble & une ellipse). Le point Mj est un point elliptique et S présente en
My une disposition en forme de ballon. Le cas r < 0 est tout a fait semblable.

o 2ime cag s 1t — 52 < 0 : ¢ n’admet pas d’extremum, la surface traverse le plan
tangent.

Si on coupe par des plans d’équation z = A, on trouve une courbe
homéomorphe (sur un voisinage de M) a la courbe X? — Y2 = \. Le point
My est un point hyperbolique et S présente en M, une disposition en forme
de col.

Questions :

— —
(i) Soit f(u,v) = O+u®i +uv j +(2u—|—vz)?, chercher I’équation du plan tangent
a cette surface au point M, de parametre (ug, vg) avec (ug, vg) # (0,0).

Chercher 'intersection de ce plan tangent avec la surface.

— —
(i) Soit f(u,v) =0+ (u+v)i + (W40 j + (u*— 02)?. Chercher le lieu des
points M tels que le plan tangent soit parallele au vecteur (1,0, 1).

(7ii) Chercher la projection orthogonale sur Oy de la courbe intersection de

1
Pyt +2=1et Thy+z=g

9.2 Intégrales curvilignes

DEFINITION 9.2.1. Forme différentielle

Soit U un ouvert de E, on appelle forme différenticlle de degré 1, de classe C* toute
application w de classe C* de U dans le dual E* de E.

Remarque 9.2.1. Si on choisit (e;) une base de E et si on note (dz;) la base duale
de E* alors on peut écrire w = a;dwy + -+ - + a,dx,. Les applications a; étant des
fonctions de classe C*.

Dém : Immédiat, c’est une question de notation. Si x € U alors w(z) € E* donc on
peut exprimer ce vecteur dans la base duale :

w(z) =a(r)dey + - -+ ap(x)dz, R
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Interprétation en termes de champs de vecteurs

Si E est muni d’une structure euclidienne, on peut identifier £ et E* et on écrit,

dans une base orthonormée w(z)(v) = (a(z)|v) ot a(x) est le vecteur de composantes

(a;(z)) et v un vecteur de E, ceci s’écrit aussi, avec des notations empruntées a la
— — —

Physique, w(z)(dM) = a(x).dM.

Dém : On sait que, pour un espace euclidien, £ et E* sont canoniquement iso-

morphes (cf. théoreme 9.4 page 162).

En fait, si on écrit w dans la base duale d’une base orthonormale alors on a directe-

ment le résultat, avec v = vie; + - - - 4+ vpe, alors

w(z)(v) = ar(z)vr + -+ ap(2)vp

= (a(x)v)
en notant a(x) le vecteur as(x)e; + - - -+ ay(z)e, W

DEFINITION 9.2.2. Primitive d’une forme différentielle

Soit w une forme différentielle de degré 1 et de classe C* sur un ouwvert U de E, on
appelle primitive de w toute fonction f de classe C**1 sur U telle que w = f.

of
8:10]»'

Remarque 9.2.2. Si [ est une primitive de w alors, dans une base a; =

Dém : On sait que, si f est différentiable a valeurs réelles, sa différentielle est
. ) 0 .
une forme linéaire et ses coordonnées dans la base duale sont les a—f On a bien
ZLj
of

- al'j ’
On peut aussi se placer dans une base orthonormale et utiliser le gradient Bl

a;

DEFINITION 9.2.3. Forme différentielle exacte

On dit que w forme différentielle de degré 1 et de classe C* sur un ouvert U de E
est exacte $siger w admet une primitive sur U.

DEFINITION 9.2.4. Intégrale curviligne
Soit (I,¢) un arc paramétré de classe C*, ou I = [a,b], de support o(I) inclus dans

U, alors on pose
b
/(1 )W:/ w(p(1))(¢'(t)) dt.

Remarque 9.2.3. Grace au théoréeme de changement de variables, cette définition
ne dépend pas du chemin choisi pour paramétrer 'arc géométrique associé. On

définit donc lintégrale curviligne sur un arc orienté I' de classe C' par | w = / w
r (L)

ot (I,p) est un paramétrage admissible de T'.
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Dém : Soient (I,¢) et (J,1) deux paramétrages admissibles de I', I = [a,b] et
J =lc,d]. On a ¢ = p o6 avec 0 strictement croissante de [c, d] sur [a, b].

[ o= Wl Ol 0] e

= / wlp(0(u))][e"(0(u))]0 (u) du

[

en faisant le changement de variable ¢t = 6(u)

d
= w((u "(w)) du = w
/C () (' () /W)
car wlpB()]ig (B () = wlp@)l' @) w)] = wi(w)W(u) par

linéarité. On a donc prouvé que la valeur de cette intégrale ne dépend pas du
paramétrage admissible ll
Ezpression analytique : on a

b p
/(I )w(s@(t))(<ﬁ'(t))dt=/ <Zai(x1(t),---,xp(t))xé(t)> dt

i=1
ou (t) = (z1(t),. .., xp(t)).
Dém : On revient a l’expression de w dans une base duale :
w(ep(t)) = ar(p(t)) dry + - -+ ap(p(1)) dzy,
P
don w(p(t)) (@' (t) = > ai(z1(t), ..., z,(t))zi(t) et on remplace dans 'intégrale W
i=1

PROPOSITION 9.2.1. St w est une forme différentielle exacte alors

/F w = f(B) — f(4)

ou A et B sont les extrémités de l'arc I'.

Dém : Soit F'(t) = f(p(t)) on sait comment dériver F' (cf. théoreme 9.4 page 444) :
) =

)
FI(t) = f(p)(#' () = wle(®)(¢'(t)) donc

b
/w: w( ))dt

& F F(b) — F(a)

\L

Remarque 9.2.4.

i) Le dernier résultat signifie que l'intégrale de w ne dépend pas du chemin choisi
) Le dernier résultat signifie que l'intégrale d dépend pas du chemin choisi
(propriété souvent utilisée en Physique).



9.2. INTEGRALES CURVILIGNES 463

(77) SiT est un arc géométrique fermé (i.e. A = B) alors l'intégrale de w est nulle.

(7ii) On a la réciproque suivante a la propriété 9.2.1 page 462 dans le cas d’un

ouvert U étoilé : si, pour tout arc I' de classe C', | w ne dépend que des
r

extrémités alors w est une forme différentielle exacte (on pose f(x) = / w
(Az)

et on prend un chemin particulier pour calculer —— 8
1

Dém : On se ramene par translation au cas ou U est étoilé par rapport a
lorigine. Comme U est un owvert, st x € U alors il existe r > 0 tel que
B(z,2r) Cc U donc B(z,r) C U.

On choisit une base de E et on va prouwver que f(x) = / w admet une
[0,2]

dérivée partielle par rapport a x1. Soit 1 = x — req, on se place dans le plan
(O,¢e1,e1) et on cherche un chemin paramétré v de classe C' qui arrive au
voisinage de x selon un segment dirigé par le vecteur e; qui relie O a x.

e Si la famille (e1,e1) est liée, on prend directement pour vy le segment
(O, x),

e sinon, dans le repére (O,e1,e1) on considére le chemin paramétré v, :
X(t)=—t>4+2t, Y(t)=t*—t. 71(0) =0, 11(1) = &1 et v{(1) = e; que
l'on compléte par le segment |1, x| pour obtenir vy de classe C*.

On exprime alors f(x) = / w +/ w. Cette formule reste valable pour
(Ose1) [e1,2]

x+hey avec h €|—r,r[. On paramétre le segment [z, x+heq] par p(t) = z+the;
d’ot w(p(t))(¢'(t)) = a1 (z + they)h car ¢'(t) = hey par conséquent

favhe)-f@=f - / = fo®
:/ (o) (i ())dt_h/ ar(z + they) dt.

0 0

Or )fol ar(x + they) dt — al(x)’ < fol lai(z+ther) —ay(z)| dt — 0 quand h tend

vers 0 en utilisant la continuité de a; en x (ou, si l'on préfere, le théoréme de
continuité sous le signe intégral). On a alors

[z + her) = f(x)
lim . = ay(x)

h—0

0
ce qui prouve que —f(x) = ay(z). 1l en est de méme pour les autres dérivées

8351

partielles. Comme les dérivées partielles de f sont continues, [ est différen-
tiable et sa différentielle est w M
DEFINITION 9.2.5. Forme différentielle fermée

Soit w une forme différentielle de degré 1 et de classe C*, k > 1, sur un ouwvert U de
E, on dit que w est fermée ssige

) da; oa;
V(i j) € [1,p]?, =

Ox; Oz

dans une base de E.
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Remarque 9.2.5. On a vu lors de la définition d’une primitive d’une forme diffé-

rentielle que dans ce cas, a; = E alors, grace au théoreme de Schwarz, on peut
€L

affirmer qu’une forme différentielle exacte est fermée.

Dém : C’est un coup de Schwarz (pas avec Cauchy cette fois-ci). f est de classe C?
donc on peut intervertir les dérivations partielles (c’est la qu’il intervient) :

da; & (Of
aflfj N afL’j afL’Z

0 [of _ 0Oa;
~ Ox; \ Oz O

donc w est bien fermée W

THEOREME 9.17. Théoréme de Poincaré
Si w est une forme différentielle de degré 1 de classe C! au moins sur U ouvert
étoilé alors on a 1’équivalence suivante

w est exacte < w est fermée

Dém : Il y a un sens évident (c’est I'objet de la remarque précédente), 'autre n’est
pas exigible.

En fait, on se ramene au cas ou U est étoilé par rapport a l'origine et on pose
1

f(x) = / w(tz)(xz)dt. On vérifie alors que f' = w sur U.
0
Pour cela, on utilise le théoreme de dérivation sous le signe intégral appliqué aux
fonctions x; fol aj(tay, ... twg, .. tay)x; dt
o t—aj(try,... tx;, ... tx,)z; est borné par M; car c¢’est une fonction continue
sur un compact. Comme ¢ — M; est intégrable (!) sur [0, 1], on a '’hypothese
de domination.
o z; — a;(txy,... tx;, ... tx,)z; est continue

on en déduit que

d 1
dr. /0 aj(t:cl, ce ,tl’i, e ,tl'p)l'j dt
1 0 L,
IN %[aj(ml,...,txl-,...,txp)]xj sii#j
- 0’ o
fol ™ la;(tey, ... txy, ... twy)] @+ fol aj(tay, ... tay)dt  sii=j
On note plus simplement a;(tx) a la place de a;(tzy, ..., tx,). On a donc
af a 1 P
o, (x) = o, (/0 jzlaj(t:p)xj dt

1P 1
Oa
= / E aaj (tz)tx; dt + / a;(tz) dt en dérivant sous le signe /
0 L 0
J=1
1 P

aa]‘ . aai

€T; &rj

aai !
:/ Z—(m)mj dt+/ a;(tz)dt car

Lj
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On a donc f de classe C* au moins et [/ =w W

On retrouve le théoreme de Green-Riemann dans un cas plus général avec une
démonstration.

GHE,]ORI:]ME 9.18. Théoréme de Green-Riemann \
Si A est une partie connexe par arcs qui se décompose, au moyen de droites
paralleles aux axes, en une réunion d’un nombre fini de parties élémentaires
d’intérieurs disjoints, définies par des fonctions de classe C' par morceaux,

si P et Q sont des applications de classe C! sur un ouvert U contenant A alors

//A (% - aa—];) dedy — /8A(de+Qdy)

oua = Pdxr+Qdy et OA est la frontiere de A parcourue dans le sens direct (i.e.
Q laisse 'intérieur de A a gauche comme pour le cercle trigonométrique). J

Dém : La démonstration n’est pas exigible, on pourra, au choix, regarder le premier
point, les deux premiers points ou la totalité.

e Montrons dans un premier temps la formule lorsque A est une partie
élémentaire, les fonctions ¢; et v; étant de classe C'. On écrit par conséquent
A={(z,y) eR* |a<z<b, ¢1(x) <y < pa(x)} alors DA est paramétré par

x x varie de a a b, y = p1(x),

« x varie de b a a, y = pa(x).

On obtient par conséquent

[ pae= [ Peatnars [P
- [ P ae— [ Pt ao
_ /ab [P(z,¢1(x)) — P(x, pa(z))] do

b v2(z) 9p oP
= — —(z,y)d dx:—//—x, dxd
l(/@lm oy ©Y) y) oy Ty dedy

et on fait de méme pour @ (en utilisant I'autre définition pour I'ensemble
A={(x,y) e R? | c <y <d, ¥i(y) <z <(y)}) mais cette fois, on n’a pas
le signe —.

En rassemblant les résultats, on obtient

//A (% - aa—];) drdy = /8A<Pdas+@dy>.

e On peut étendre sans probleme I'intégrale curviligne au cas d’un arc paramétré
continu de classe C' par morceaux et généraliser la démonstration précédente
au cas d'une partie élémentaire définie par des fonctions continues de classe
C! par morceaux.
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n
e Enfin,si A = U A; ol les A; sont des parties élémentaires d’intérieurs disjoints
i=1
alors

/A(g_g B %D) dedy = E/A (?9—? - %) drdy = Zi‘/afdxmdy.

La frontiere de A est la réunion des frontieres “extérieures” des parties A; (on
ne s’attardera pas sur ce point mais il se comprend bien de maniére intuitive),
la formule s’écrit alors sous la forme simplifiée

//A (%‘%) dxdy:/aAPdHQdy.

On procede pour cela par récurrence sur n l
Questions :

(7) Trouver o pour que

1
(y + ax)® [

(yz —a®)dz — (zz + a) dy + x(y + az) dz]

soit une forme différentielle exacte. Trouver alors f tel que w = f’.

(7i) Montrer qu’'un disque fermé peut se définir comme une partie élémentaire selon
les termes du théoreme de Green-Riemann.



