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Partie I

I.1. a. Soient L4, ..., L, les lignes de V', on fait successivement et dans ’ordre les opérations
L, L,—MNLp1, Ly < Ly1 —MNLp_o,..., Lo Ly — N\ Ly

ce qui donne directement le résultat.
b. On procede par récurrence sur n :
e Pour n =1, V] = Ay — Ay est immédiat.
e On suppose donc la propriété vraie a l’ordre n—1. On utilise le résultat précédent
en développant par rapport a la premiere colonne, on obtient

Ay — A\ e A — M\
A=A .. (A=A, i
= : : = [Jw = 2| Var
: : k=2
()\2 — )\1))\3_2 .. (/\n — )\1)A272

en mettant en facteur A\, — A\; dans chaque colonne (V,,_; commence avec Ay,
il aurait été plus avisé de s’intéresser plutot a A, qu’a A; dans la premiere
question...).

Le résultat annoncé s’en déduit tres facilement.

I.2. Soit ay f1 + -+ + a,, f = 0 une combinaison linéaire, on écrit alors le systeme obtenu en
dérivant n — 1 fois et en prenant la valeur en 0, on obtient

a4 F oy =0
al/\1+"'+an/\n =

C(l)\’i"fl + e _|_ Cﬁn)\n_l = O

Le déterminant de ce systeme des exactement V. Comme il est non nul, la seule solution
en (aq,...,q,) est la solution nulle.
Conclusion : la famille est (f1,..., f,) est libre.

Partie 11

I1.1. Supposons [c] et soit y € CV tel que Ky = 0. En effectuant le produit matriciel, on
obtient les égalités

By=0, BAy=0,..., BAY 'y =0

et compte tenu de la propriété [c], ceci n’est possible que si y = 0.
Conclusion : Ker K = {0} donc Rg K = dim C¥ = N avec la formule du rang.

IT1.2. On procede par contraposée : la négation de [a] s’écrit : il existe un vecteur propre y de
A dans le noyau de B. On a donc Ay = Ay et By = 0 avec y # 0. On remarque alors que
BAy = BMy = 0 puis, par une récurrence immédiate, que BA*y = 0 pour tout k£ € N. Le
vecteur y est dans le noyau de K donc Rg K < N — 1 ce qui est la négation de [d].

11.3. a. On utilise Cayley-Hamilton : soit P4 le polynome caractéristique de A, on effectue la
division de X* par P4 : X* = P4.Q + P, avec deg P, < N — 1. En substituant A &
X, comme P4(A) = 0, on obtient directement A* = P,(A).
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b. On sait que e’ = lim ——. Or, si on tient compte de la question précédente,
n—-+00 k=0 k:'

D ARtk
kK Zf”ah(t)Ah
’ h=0

ol on a remplacé A¥ par P,(A) et ol on a regroupé les puissances de A. On sait aussi
que C[A] est de dimension finie donc e* est la limite d’une suite d’éléments de C[A]

qui est de dimension finie donc fermé (car complet...) appartient & C[A]. On peut
donc écrire et = fo(t) + fi(t)A+ -+ fy_1(t)AN~! donc

Bey = fo(t)By + fi(t)BAy + --- + fy_1(t)BAN 1y

et comme t — Bely n'est pas identiquement nulle alors il existe k& € [0, N — 1] tel
que BA*y #£ 0.

k=0

On va raisonner avec les endomorphismes associés : soit a € L(CY) de matrice A et b de
matrice B. Comme A est diagonalisable, on peut écrire

a= Z Apy et e = Z My
)

AESP(A AESP(A)

ol les py sont les projecteurs sur les sous-espaces propres de A. On a alors

boe(y)= Y eMbop(y)
AESP(A)

ou px(y) € Ex(a) sous-espace propre de A.

Par contraposée : si boe®(y) = 0 alors, en examinant chaque composante et en utilisant
le 1.2., on en déduit que VA € Sp(A), b[pa(y)] = 0 et si y # 0, il existe A € Sp(A) tel que
pa(y) # 0.

On a donc trouvé un vecteur propre de A dans le noyau de B.

Conclusion : par contraposée, on peu conclure que [a] = [b].

On a la chaine d’implications : [b] = [c] = [d] = [a].
Si A est diagonalisable alors on a équivalence.

Partie I11

On a < AX, X >= — < X,AX >= < X, AX > ce qui signifie que < AX, X > est
imaginaire pur.

Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A : AX = AX alors < AX, X >=
A< X, X >= )| X?| €4R donc \ € iR.

L’existence et 'unicité de la solution de (1) est une conséquence immédiate du théoreme
de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles linéaires. L’expression explicite de
la solution est X (t) = e4=B"B)* X (attention & I'ordre des termes !).

Le calcul de la dérivée donne :

d—i”X(t)HQ = LX), X (1) >=< X0, X (1) > + < X(1), X'(1) >

dt
=< AX(t),X(t) >—< B*BX(t), X(t) >+ < X(t),AX(t) >—< X(t),B*"BX(t) >

— —2 < BX(t), BX(t) >= —2||BX(t)|?

car « =< AX(¢), X(t) > étant imaginaire pur, a + @ = 0 et B* étant 'adjoint de B,
< B*BX(t),X(t) >=< BX(t), BX(t) >.
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On en déduit immédiatement que la fonction ¢ +— || X (¢)]| est décroissante sur [0, 4o00].
De cela, on peut dire que VX, € C¥,

IX (O = [ 4 Xo|| < [1Xoll
ce qui se traduit par ||| e~ B ||| < 1 pour t € [0, +o0l.

La fonction ¢ +— || X (¢)| est décroissante et positive donc elle admet une limite L dans
[0, 1 Xol[]-

a. Si [|X(¢)||* est constante alors
d
FIXOIF = =21BX ()" =0

donc, pour tout t € [0, 4+00[, BX(t) = 0.
d
b. Comme BX(t) = 0 alors EX(t) = (A—- B*B)X(t) = AX(t) donc X(t) = eM X,

(en résolvant I'équation différentielle...). On a donc BX (t) = B e Xy = 0 pour tout
t € [0, +o0[ et d’apres [b], Xo = 0. L = 0 dévient alors évident !

a. (X (tx))ren est une suite d’éléments de B(0, || Xo||) qui est compact (fermé, borné en
dimension finie) donc Bolzano-Weierstrass s’applique : on peut extraire une suite
(Xt Jken qui converge vers §y € CN.

b. C’est une propriété des équations autonomes que ’on retrouve immédiatement :

X (tog +1) = c(A=B B)lto ) x| — o(A=B"B)t o(A=B"Bltor X
A-B*B)t
= el : Xt

a(t+s) as

en utilisant la propriété e =% ¢
Grace a la continuité du produit matriciel, on en déduit que

Jim Xt 1) = 4P = (1),

c. Comme X (t,4)+1t) — L quand k — 400, on peut appliquer la question IIL.5 : L = 0.

a. On vient de voir dans la question précédente que VX, € CV, eA=B"B)t X, — (. Si on
applique cette propriété aux vecteurs de la base canonique de CV, on en déduit que
eA=B"B)t _, () quand t — +o0.

b. Soit X un vecteur propre de M, de valeur propre A. On sait que eM* X =eM X — 0.
Or || eM X|| = eRWt || X || donc Re()\) < 0.

c. La décomposition que I'on demande d’admettre est la décomposition en sous-espaces
caractéristiques et elle s’obtient de maniere élémentaire avec le lemme des noyaux.
Ensuite, on utilise les résultats suivants :

e Si N est nilpotente alors eV X = Q,(t)X ot @, est un polynoéme en ¢ & valeurs
matricielles.
e Si M — Ay est nilpotente alors ™M~ X = Q (+) X d'ott Mt X = M Q, () X.
Avec M = A— B*Bet X € CV, on écrit X = X; +---+ X,, ou X; € Ker(M — \;)™
d’out

n n
MX =) MQUNX = [ M X <Y Q)] IX].
i=1 i=1
n
N(X) = > ||X;|| est une norme dans CV et comme en dimension finie, les normes

1=1
sont équivalentes alors il existe a > 0 tel que Vi € [1,n], || X;|| < of| X]|.
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1
Sic= —3 max(Re()\;)) alors

[ X || < e @D all X Y Qi)

i=1

<e “allX|| (e_“z |Qi(t)|>
1=1

la derniere quantité entre parentheses tend vers 0 quand t — +o0o donc elle est bornée.
Il existe donc K > 0 tel que || eM X || < Ke || X]|.
Conclusion : on a bien |||eM!||| = ||| A= F"B1||| < Ke .

ITI.8. La réponse est NON | Si A et B ne vérifient pas la propriété [a], soit X un vecteur propre
de A tel que BX = 0 alors (A—B*B)X = AX donc e~ B"B) X = M X Or, \ étant une
valeur propre de A est imaginaire pure donc |e* | = 1 donc eA=B"B) X ne peut tendre
vers 0.

Partie IV

IV.1. Immédiat : (1A)* = —iA* = —iA.

IV.2. C’est presque un résultat du cours : il faut faire deux intégrations par parties avec des

fonctions vectorielles.
1 |12
2+ eI

On utilise ensuite les majorations :
N
ek (wy]]? = 2:1 |cx(wg ;)| ot les wy ; désignent les fonctions coordonnées de wy. Parse-
J:
val appliqué a chacune des fonctions coordonnées nous assure la convergence des séries
> lew(wg ;)|? puis de la série 3 |lex(wg)[|*. Comme la série Y 1/k* converge, par domi-
nation, on en déduit que la série > ||kcg(wp)|| converge.

N —

[kex(wo)|l = WHck( o)l <

— olikA=B*B)t ikx

IV.3. On pose pour cette question fi() cx(wp) €™ qui dépend aussi de x.

e On a f/(t) = (ikA — B*B) fx(t). La matrice ikA est antihermitienne donc, grace a la
question II1.3, on sait que ||| e@A=B"B)t ||| < 1 donc || fx(t)|| < |lex(wo)||. On obtient
alors :

17O < llikA = B*BI||| fx(£)]]
< (KA + 1B BI])-[lex(wo) -

Comme les séries Y |lex(wo)] et Y ||kck(wo)|| convergent, on en déduit la convergence
normale de la série > f, donc w(t, z) est bien dérivable par rapport a t.
Le méme genre de raisonnement s’applique pour justifier la dérivabilité de w par
rapport a x..

e On a donc

ow , *
E(t’ T) = Z (ikA — B*B) fi(t)

k=€Z

=N ikAfi(t) = B*BY_ filt)

keZ kEZ
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car les deux séries convergent

ow
=A—(t,x) — B*Bw(t,x
0 1,2) ~ B* But,)
e La 2m-périodicité par rapport a x est immédiate.
e La convergence de la série > fi étant normale par rapport a = € [0,27], on peut

intégrer termes a termes la série. Toutes les intégrales étant nulles, on en déduit que
2m

w(t,z) dz = 0 pour tout ¢t € [0, 400].
0
o w(0,z) = wy(r) est immédiat !

IV.4. On utilise la formule de Parseval sur chaque composante de w(t, z) comme au IV.2 :

2T
| ot o)l dz = 20 3 4578 ) 2
0

kEZ

Or || eFA=B"B) ¢ (wg)[|? < |lex(wp||? ce qui assure la convergence normale de la série
37 || e@*A=BB) ¢ (w)[|2. On a vu au I11.7.a que, Vk € Z*, e*A=B"B)t _, (0 quand t — +o0
donc, grace au théoreme de double limite, on en déduit que

2w

Jm [ et olPde=2m3 ) Tl e agw)] =0
> Jo kez'

Partie V

V.1. Soit h(Y) = || BY||?> + ||BAY ||*>. h est continue car c’est une application polynomiale, elle
est donc bornée sur la sphere unité qui est compacte et atteint ses bornes C et C5. On
a donc

VY € 5(0,1), 3(Y1,Y2) € S(0,1)? | Gy = h(Y1) < h(Y) < Cy = h(Y2).

Montrons que C; > 0 : B # 0 sinon tout vecteur de C? est dans Ker B, en particulier
les vecteurs propres de A (qui existent car le corps de base est C). Comme on est en
dimension 2, on en déduit que dim Ker B < 1.

e Si Y] ¢ Ker B alors BY; # 0 donc C > 0.

e Si BY; = 0alors BAY; # 0. En effet : si BAY; =0, AY] € Ker B qui est de dimension
1 donc AY; est proportionnel a Y; € Ker B, donc Y; serait un vecteur propre de A
dans le noyau de B, ce qui est écarté. La aussi, on a C > 0.

Conclusion : par homothétie, on déduit des inégalités précédentes que VY € CV,
Ci|Y |l < |BY|]® + | BAY||* < Co[Y]>.

V.2. a. Le probleme de Cauchy en question est le suivant : X () = (ikA — B*B)Xy(t) avec
Xk(O) = ck(wo).
b. On a tout d’abord :

IZ(< BAY, BY >)| < | BAY|L|BY || < S(IBAY|]* + || BY||*)

N | —

1
< §C2||Y||2

dot Y2 (1 - %02) <L (Y) <Y (1 n %02).

3
On peut alors prendre gy = o, pour avoir §||Y||2 < Lop(Y) < §||Y||2
2
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c. L. ;[ X(t)] est dérivable par les théoremes généraux.
On sait déja que d_iHXk(t)Hz = —2||BX(¢)||?, il reste & dériver l'autre expression
Z(< BAX(t), BXk(t) >) : comme
< BAX(t), BX)(t) >'=< BAX,(t), BX}(t) > + < BAX(t), BX.(t) > alors

< BAX,(t), BX},(t) > = ik < BAAX,(t), BX).(t) > — < BAB*BX,,(t), BX).(t) > .
D’ou
d €
&Eak[Xk(t)] = —2||BX,()|* — || BAX,(1)|* — EI(< BB*BAX(t), BXk(t) >)

+e < BAAX, (1), BX,(t) > —%I(< BAB*BX,(t), BX\(t) >).
d. On majore donc :

d *
—Loi(t) < =2 BXi(t)|* — el BAXw ()| + el BB*BA||. | Xi(t)[|. | BXk (1)l

dt
+ e[ BAAL Xk (D] [ BXk ()| + e[ BAB* B[ [| X () || BXk ()]

ce qui donne la valeur de C'3 suggérée.

e. On reprend les idées de la question V.1 : soit h.(Y) = 2||BY||* + ¢||BAY||* —
eCs]|Y|.||BY||. he est continue et atteint son minimum sur la spheére unité en Y.
On distingue 2 cas :

e SiY) € Ker B alors h.(Y;) = €|| BAY|| et on pose Cy = §||BAY1|| qui est non
nul.
e Si BY; # 0, on pose a = ||BY;|| > 0 d’ou
he(Y1) = 2a + ¢|| BAY:||* — eCsa
= a(2 —eC3) +¢||BAYL||> > «

3a

.1
our € < €1 = min(=.¢p). On pose Cy = —.
p 1 (Cg’ O) P 4 %6,

Conclusion : dans tous les cas, on a VY € CV, h (Y) > §5C4||Y||2. Si on revient aux
X} cela donne
ULall0] 30
< —eCul| L k[ X ()]
en utilisant 'inégalité du V.2.b multipliée par -1.
f. Soit f(t) = L. x[Xk(t)] %4 alors

dL. k[ Xk (t)]

/t — )
f(p) = Pesl )
f est décroissante donc V¢ € [0, 4+o00], f(t) < f(0) ce qui donne

Loy [X5(1)] < Lop[Xp(0)] 07

O 4Oy Lo [ Xi(t)] € < 0.

V.3. On traduit I'inégalité que 1’on vient d’obtenir :

9 £
X617 + ZZ(< BAz(t), BX,(t) >) < [|Xk(0)[ e +7T(< BAXk(0), BXk(0) >) e =

%”Xk(t)”2< <%||Xk(0)||2 e—cCyt

-~ -~
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ce qui donne || X (#)[|? < 3e %! ||ci(wp)]|? et on prend la racine carrée.
V.4. Conclusion :

/0 )P de =27 3 X0

keZ*

27
SE?e2m Y le(wo)||* < K2 e 27?/ | wo(x)||? da.
0

kezZ*

Commentaires : il y a de nombreuses questions tres faciles dans ce probleme et quelques
questions difficiles ou techniques. Voici ce que j’en pense : je note Dn la difficulté dans I'ordre
croissant (toutes choses étant relatives) et Tn la technicité, cela concerne les questions ou les
justifications 'emporte sur la difficulté réelle.
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