Corrigé

Centrale MP 2010, Maths 1

——— Partie I ——- LB —
LB.1)

LA —
LA1) a) Elémentaire mon cher Watson !
b) Sizi,z9 € E et A € K alors pour tout y € E
h(w1 + Az2)(y) = (21 + A2, y) = @(@1,y) + Ap(z2,y) = (h(a1) + Ma(z2)) (y)-

et donc h(z1 + Ax2) = h(z1) + Ah(x2). 1.B.2)
LA.2) At? = ﬂ ker h(a), c’est un sous espace vectoriel de E.
acA

I.A.3) ker h = {x € E/ Yy € E, o(z,y) = O} = F*¢ dim E = dim E* = n donc h

est un isomorphisme si et seulement si E+% = {0}.

n
I.A.4) a) Sachant que pour tout forme linéaire f de F, f = Zf(ei)ef, 11 suffit
i=1
d’écrire pour tout (i, 5) € [1,n]°

h(e) =Y h(ej)(ei)e; = olei e;)er
i=1 =1

N.B : du fait que ¢ est symétrique, sa matrice mat(yp,e) = (@(ei, ej))ij
est symétrique.
b) La matrice de h(x) en tant qu’élément de E* dans la base e* est le vec-
teur colonne [h(z)]. = mat(h,e,e”)X = QX, sa matrice en tant que
forme linéaire de E dans la base e est le vecteur ligne mat(h(x),e) =
Hh(z)]e = X1 = tXQ 1.B.3)
Et ainsi o(z,y) = h(z)(y) = mat(h(z),e)Y = XQY.
N.B :si on note X = (z;);, Y = (y:)i et Q = (a;5);; alors
plz,y) ="XQY = Z aijriy; (%)
1<i,5<n
En outre, puisque mat(h, e, e’) = mat(p,e) et que ¢ est non dégénérée si
seulement si h est un isomorphisme alors

¢ est non dégénérée <= mat(yp,e) est inversible

Soit ¢ € Q(E), par définition de Q(F), il existe une forme bilinéaire symétrique
¢ de E telle que ¢ = q,. Si maintenant 1 est une forme bilinéaire symétrique
vérifiant la méme condition ¢ = ¢, I'identité de polarisation donne :
V(z,y) € E?, p(z,y) = %(q(x +y) —a(z) —q(y)) = v(z,y)

et donc ¥ = ¢.
On va noter respectivement ¢ et ¢’ les formes polaires des formes quadratiques
getq.
Supposons qu’il existe une isométrie f de (E,q) dans (E’,¢’). Soit e une base
quelconque de E et soit ¢’ son image par l'isomorphisme f.
Pour tout vecteur e; de e et son image e} par f , ¢'(e}) = ¢'(f(e;)) = qle;) et
donc par polarisation

V(i 5) € [Ln]", ¢ (el ) = pleie;).
ce qui signifie que mat(q’,e’) = mat(q,e).
Réciproquement, supposons qu’il existe des bases e de E et ¢ de E’ telles
que mat(q’,e’) = mat(q, e) et notons Q cette matrice.
Soit f l'unique application linéaire de E dans E’ qui transforme e en €.
mat(f,e,e’) = I,, donc pour tout x € E, si X = [ac]e alors [f(ac)]e, =X
et par suite ¢'(f'(z)) = "XQX = g(x).

f est donc une isométrie de E sur E’.

2p P
Pour tout z = Z%‘Ci e K%, gp(x) =2 Z TiTitp-
i=1 i=1
2p 2p
a) On pose pour tout x = Z zic; e K et y = Zyici e K%
11:1 i=1 v
ep(T,y) = B (a(z +y) —q(z) —a(y)) = Z(l’inp + TitpYi)
i=1

On vérifie que ¢, est une forme bilinéaire symétrique, et que g, est la

forme quadratique qui lui est associée.



La lecture de la matrice de g, peut étre faite directement a partir de
Iexpression de ¢p(x,y) selon la formule (x), question (I.A.4.b).

0 I
mat(gp, ) = (I 5’)
P

On notera dans la suite de ce corrigé J, cette derniere matrice.

gp est non dégénérée puisque elle représentée par la matrice inversible J,
(det(J,) =

Si maintenant (F,q) est un espace de Artin, il est isométrique & (K*, g,).

(—1)?) dans la base canonique de K.

q et g, seront donc représentées par une méme matrice 2 dans des bases
bien choisies de F' et de K*. g, est non dégénérée donc toutes ses matrices

sont inversibles. {2 est donc inversible et par suite g est non dégénérée.

En remarquant que mat(g, c) = Iap, il suffit de trouver une base e de c?
telle que mat(gp,e) = Iz,. Ce qui peut nous faire penser & une certaine
méthode de Gauss (vue pour les formes quadratiques réelles ... quand

méme).

2p
Soit x = Zxkck e C?,

k=1
1&
Gp(x) =2 aprpey, = 3 > (@ + 2h19) — (21 — TH19)%)
k=1 k=1

1 (& p

- 3 Z(xk + $k+p)2 + Z(”?k - ixk+p)2>

k=1 k=1

1 1 &

= 5 Z(xk —+ $k+p)2 -+ 5 Z ('L‘kap — ZIk)2

k=1 k=p+1
On consideére alors la famille de formes linéaires ¥ = (¢1,%2, -+ ,12p)

définies par

(@) = %(azk +aney) ik € 1] et vi(x) = \if(m,c,p —im) sik € [p+ 1,29,

2
2p
de telle sorte que gp(z) = Zz/)k(:c)z. Définitions qu’on peut résumer
k=1
matriciellement par
1 (1 i1
mate (V) = — | * Z.p
V2 I, —il,

On note P cette derniére matrice.

Procédure de routine (opération par blocs, L2 < L2 — L1) :

I, 0]}, i{p _ 1, iI‘p soit 1, U"p _(—2i)7
-1, L)\, —il, 0 -2, I, —il,

Donc det P # 0 et par suite ¥ est une base de E*. Si e est sa base

2p 2p
anté-duale, alors pour tout x = Z Y€k = Z Yr(z)er € E
k=1 k=1

D
w(T) = .
k=1

et donc mat(gy,e) = Iz, CQFD.

N.B : Rien n’empéche d’utiliser la méthode de Gauss pour une forme
quadratique ¢ d’'un C-ev E. Elle permettrait de prouver lexistence
d’une base de formes linéaires (1,2, ...,1%,) et de scalaires complexes

ai,Qo, ..., a, tels que

= ()

k=
q est alors non dégénérées si et seulement si tous les coefficient «; sont non

Vz € E, q(x)

nuls, et dans ce cas en considérant pour tout k € [1,n], un complexe S
tel que 57 = g, Y, = ﬁz/)k et ¢’ la base anté-duale de (¢, 15, ..., ),

nous aurions N
Va = Z YKk, q(x) = Z vi

Ainsi par “transitivité”, si K = (C et dim FE est palre alors
(E,q) est un espace de Artin <= ¢ est non dégénérée

La on se retrouve en terrain connu, celui des formes quadratique réelles.

I, ©
0 —I,
2p
= > el gpla) =

=1

Z Y; — Z y?. On reconnait 1 ’écriture canonique d’une forme qua-
1=p+1
drathue de signature (p, p). il suffit donc de montrer que la signature de

qp est (p,p).

11 suffit de trouver une base ¢’ de R? telle que

mat(gp, €') = mat(¢’,c) =

ou encore une base ¢ telle que pour tout x



ILLA —
ILA.1)

2p
Soit z = Z zic; € R?P
i=1
1L R - )
ap(x) = 5 D (@i + wigy)® — 3 > (@ip — )
i=1 i=p+1
il reste & justifier que la famille de formes linéaires (1,%a, -

s 2p)
définies par

(@) =z +zipp sii € [1,p] et Yi(x) =zi—p —xisii € [p+1,2p
est libre. Pour cela, il suffit de justifier que la matrice

P = Ip IP
Ip 7‘[10

est inversible.

N.B : La encore, en déployant un raisonnement similaires a celui fait a la
fin de la question précédente, on prouve que si K = R et dim £ = 2p alors
(E,q) est un espace de Artin <= la signature de ¢ est (p,p).
e) Soit (F,q) un espace de Artin de dimension 2p, et soit donc f une
isométrie de (K?*,q,) sur (F,q).
Le sous espace vectoriel V = Vect {c1, 2, -+ ,¢,} de K? est de dimension
p et il vérifie : Vo € V, g,(z) = 0.
Son image f(V') est un sous espace vectoriel de F' de dimension p (f est

un isomorphisme) et elle vérifie : Vo € V, ¢(f(z)) = gp(x) = 0.

——— Partie I ———

a) Soit ¢ € E*. h est un isomorphisme puisque ¢ est non dégénérée, soit
donc I'unique vecteur = € E tel que ¢ = h(x).
n n
On peut alors écrire 1) = Z h(z)(e;)ef = Z o(x,e;)ef et par suite

i=1 i=1

76:1} —=Vic[l,p], p(z,e;) =0 <=z € F*.
W} ==Y Eh(F)

ven

b) h est un isomorphisme donc dim F* = dim h(F*) = n — p. soit

dim F + dim F* = n

¥ € Vect{ey 1,€5 9,
et donc : ) € Vect{e;+1,e;+2,--- ,e

Ainsi h(F4) = Vect{es, 1 €5 0,

ILA.2)

ILA.3)

IL.A 4)

II.B —
ILB.1)

¢) Soit z € F alors pour tout y € FX, ¢(z,y) = 0 et donc z € (F1)*L.
Ce qui montre que F' C (F1)*. Ensuite les relations dim F + dim F*+ =
dim F* + dim(F4)* = n donnent dim F' = dim(F1)* et ainsi (F+)* =
F.

a) Un vecteur de (F 4 G)* est orthogonal & tout vecteur de F et & tout
vecteur de G donc (F + G)Y ¢ FX N G* et inversement un vecteur qui
est a la fois orthogonal a tout vecteur de F' et a tout vecteur de G va étre
orthogonal & tout vecteur de F + G, soit F- NG+ C (F 4+ G)*.

Alors (F+G)t = F-nG*

b) Il suffit d’appliquer le résultat du a) & F' L et Gt et de passer ensuite &
lorthogonal.

Notons que Fler = {zeF/VyeF, oy =0} = FNF*

1 = 2) Supposons que F est non singulier. ¢ est donc non dégénérée et donc
d’apres (I.A.3), Fter = {0} soit F N F+ = {0}.

2 = 3) Supposons que F N F* = {0}. Nous avons dim F + dim F* = dim E
donc F® F+ = E.

3 = 4) Supposons que F @ F+ = E. Alors F* n (F+)* = {0} et donc
(FJ‘)J'“’Fl = {0}. Alors p1 est non dégénérée et donc F* est non sin-
gulier.

4 = 1) Supposons que F L est non singulier. L’implication 1 = 4) ayant été

justifiée, il suffit de Pappliquer & F* pour s’assurer que F' est non singulier.

Supposons que F' et G sont orthogonaux et non singuliers.

Notons que le fait que F' et G soient orthogonaux signifie que F' ¢ G=*. Puisque
GNG* = {0} alors FNG = {0} et donc la somme F 4 G est bien directe.
Soit maintenant = € (F @ G) N (F & G)*, et posons = = xp + xg ot xp € F
et zg € G.

(FoGa)t =FtnGt doncz e F-nGt.

x € F* donc pour tout u € F, p(z,u) = p(xp,u) =0, et donc zp € FNF*L.
F' est non singulier donc xp = 0.

De méme z € C* donne zg = 0.

Alors 2 = 0 et donc (F & G)N(F & G)* ={0}. F& G est donc non singulier.

Avec les formes quadratiques de R?, g(x,y) = 22y et ¢/(x,y) = > — y?, nous

avons



I1.B.2)

I1.B.3)

ILB.4)

o((,y), (@',y) = 2y’ +ya' et @' ((x,9), (¢',y")) = z2’ — yy/
((1,1),(1,-1)) est une base g-orthogonale de R?, ((1,0),(0,1)) en est une
base ¢’-orthogonale.

Soit e; = (a,b) un vecteur non nul de R? et voyons s’il peut exister un vecteur
ea = (2,9) tel que (e1,es) soit une base de R? & la fois g-orthogonale et

¢’-orthogonale. On devrait avoir

bx +ay =20
(S)
ax —by=20
ce systeme linéaire a pour déterminant § = —b? — a?. e; est non nul donc

0 # 0. (S) a donc pour unique solution la solution nulle.
Ainsi il n’existe aucune base de R? qui soit & la fois g-orthogonale et ¢-
orthogonale.

D’apres des résultats démontrés dans la premieres parties pour toute base
e de E, mat(h,e,e*) = ((p(ei,ej))ij. On voit ainsi que e est une base g¢-
orthogonale si et seulement si mat(h,e,e*) est diagonale. Plus exactement e
est g-orthogonale si et seulement si
mat(h, e,e*) = diag(q(e1), q(e2), - ,q(en)).

Notons aussi que puisque ¢ est non dégénérée mat(h,e,e*) est inversible et
donc dans le cas ol e est une base g-orthogonale alors ¢(e;) # 0 pour tout
i €[1,n].

Supposons que e est une base & la fois g-orthogonale et ¢'-orthogonale de E

alors , ,
q(e1) ¢'(e2)

q'(en)

-1 / -1 _* / * :
mat(h™" oh';e) = mat(h™",e*, e)mat(h’ e, e*) = diag ( o)) dlea)’
mat(h™! o i/, e) est diagonale donc la base e est formée de vecteurs propres
de h tol.

Supposons que h~' o b’ admet n valeurs propres deux & deux distinctes, il est
donc diagonalisable. Soit e une base de diagonalisation et posons pour tout
i €[1,n] h=' o h'(e;) = \ie; ou encore h'(e;) = Aih(e;). Vu la définition des
applications h et h' ceci signifie que

Vi€ [l,n], Ve € E, ¢ (x,e;) = Np(x, e;)

Ainsi pour tout p € [1,n], un vecteur z qui serait orthogonal aux vecteurs
e1,€e2, -+ ,€p Pour q le serait aussi pour q.

Posons alors pour tout p € [1,n], V,, = Vect{e1,ea,--- ,e,}. Si p > 2 alors

<

VN VPJ; 1 est non nul, car sinon nous aurions dim V}, + dim VPJ‘_ 1 < n soit

) I1.C.2)

" qlen)

p+(n—p+1) = n+1 < n. Considérons alors une famille de vecteurs
(u1,ug, - ,up) telle que
Uy = €1
1L
up € V, NV;2\{0}
Pour tout p > 2, u, est orthogonal aux vecteurs eq, ez, - - -

sip>2

,ép—1 pour g donc
aussi pour ¢’ et donc il est ort hogonal aux vecteurs uy, us, - - - ,Up—1 (car ils
sont tous dans V,_1 = Vect {e1,e2, -+ ,e,_1}) pour ¢ et pour ¢’. Au final la

famille (ug,us, -+ ,u,) est & la fois g-orthogonale et ¢’-orthogonale.

II.C —
II.C.I) x € E tel que x # 0 et g(x) = 0. (on dit que z est un vecteur g-isotrope).

a) ¢ est non dégénérée, donc = ¢ E=, il existe donc au moins un vecteur

v € E tel que p(z,v) # 0. En posant z =
p(r,2) =1.

(1/¢(z,v))v nous avons

b) Avec y = z — (¢(z)/2)x nous avons

)2
q(y) = q(z) + %
¢) p(z,y) = o(x,2) — (¢(2)/2)¢q(x) = ¢(x,z) = 1. Donc y est non colinéaire

q(z) — 2.@.@(2,1‘) =0

& z car sinon nous aurions ¢(z,y) = 0.

Soit IT le plan engendré par x et y. Pour tout vecteur v = ax + By € II

q(v) = a’q(z) + Fq(y) + 2a8¢(z,y) = 203
Alors (H7 q/n) est un espace de Artin.

F un sous-espace vectoriel singulier de F et (eq,es,--- ,e,) une base de FNFL.
G un supplémentaire de N F* dans F: F = (F N FL) Yes
a) Ft = (F-+F)NG* donc FNF+ = [FN(FX+ F)|nGt=FNnG*.
Comme G C F alors GNGY ¢ FNF* mais GNGY C G et
G N (FNFY)={0} donc GNG*+ ={0}.
D’apres la question (II.A.3), G est non singulier.
b) Sis=1, FNF!t =Ke;. e; € F* donc p(ey,e1) = 0 et pour tout v € G,
¢(e1,v) = 0. Donc g(e;) =0 et e, € G.
Considérons la restriction ¢; de ¢ sur G*+

D’apres la question (I1.C.1) il existe un plan artinien P; pour ¢; dans G+
contenant e;. P; est naturellement orthogonal & G pour g. Ce qu’on nous

voulions démontrer.



Si s > 2, supposons que la propriété est vraie pour tout sous-espace F’
tel que dim F/' N F'+ = s — 1.

Posons F' = Vect {e, e, -+ ,es_1} et E' = (G @ Ke,)t.

G®Ke, C Fdonec FX C E'. FFC FNF+ C F* donc F' C E'.

De plus F' ¢ F* et F+ ¢ F'* donc F' ¢ F'* soit F' N F'+ = F'. {0}
est le seul supplémentaire de F' N F'+ dans F'.

dim F' N F'+ = s —1 donc par hypothése de récurrence il existe des plans
artiniens P;, P,,--- , Ps_; dans E’ qui sont deux & deux orthogonaux et
qui pour chaque k € [1,s — 1], Py contient ey.

Ses plans, puisqu’ils sont dans E’, sont tous orthogonaux a G et au vec-
teur eg.

Considérons maintenant le sous-espace E” = (G ® P, @ --- ® Py_1)*t.
es € B et q(es) = 0 donc il existe un plan artinien P, de E” contenant
es

Finalement

e Pour tout k € [1, 5], P est un plan artinien contenant ey.

e Les plans Py sont deux a deux orthogonaux

e IIs sont tous orthogonaux a G.

CQFD

II.C.B) F=G@®P & ®P,, les plans P, étant deux & deux orthogonaux et tous

orthogonaux a G.

—
Soit x € FNF~ et posons
S

xzy—i—Zxk, ol y € G et x € Py pour tout k € [1, s].
k=1

Soit v € G. = € FL c G*, donc p(z,v) = 0. Les plans Py sont orthogonaux
& G donc pour tout k € [1,s], ¢(xg,v) =0.

On en déduit que ¢(y,v) = 0 et ceci pour tout v € G. Alors y € G NGt et
donc y = 0.

Ensuite, soit pour k € [1, s], un vecteur quelconque vy, de Py, alors ¢(x,vg) =0
puisque F C P,ﬁ‘, et o(z;,v) = 0 sl i # k puisque dans ce cas Py, est ortho-
gonal a P;.

D’ou p(xk,vr) = 0, et ceci pour tout vy € Pp. Mais (P, q/p,) est artinien
donc q/p, est non dégénérée, par suite z; = 0.

Finalement z = 0, et donc F' NF = {0}.

IL.C.4)

I1.C.5)

Notons qu’en général :

¢ F=GoP @ ®P; donc dmF =dimG +2s =dim F + dim F N F*.
¢ ¢)p =0 pr =0+=Y(uv) € F? o(u,v) =0 <= F C F+.

Ainsi si ¢/p = 0, alors dim F' < n — dim F' et donc dim F' < n/2.

Supposons que n = 2p.

Supposons que (E,q) est un espace de Artin, il existe donc une base e de E

telle que
2p

P
Vo = Zwiei eFE, qlz)= Zziziﬂ)
i=1 i=1

Si on pose F' = Vect{ei, ez, - ,ep}, on voit alors que pour tout z € F,

q(r) = 0. dim F' = p et nous avons bien ¢,p = 0.

Réciproquement s’il existe un sous-espace vectoriel F' de E de dimension p
et tel que ¢;p = 0.

F c Ftdonc FNFt = Fetdonc F = P& Py®---®©P, ot P, Py,--- , P, sont
des plans artiniens deux & deux orthogonaux. Nous avons alors dim F = 2p et
donc F = E.

Soit pour tout k une base (er,ur) de Py telle que q(ex) = q(ux) = 0 et
plex,ur) = 1.

b=(er, -

Maintenant pour tout = = > 1_,(zrer + zpipur) € E, les vecteurs

,€p, U1, - ,Up) est une base de F, puisque E = P& P& --- @ P,.
Trper + Trypur €tant deux a deux orthogonaux (car les plans Pj le sont)

on aura
p p

q(z) = Z Q(Uﬁk@k + $k+puk) =2 Z Tk Thtp

k=1 k=1
Ainsi E est un espace de Artin.

N.B : avec dim F = 2p et dim F' = p et donc aussi dim Ft = P
qp =0+ FCF+ <= F=F"

Résumons : Si E est un K-ev de dimension 2p muni d’une forme quadratique
q, alors
q est non dégénérée

(E,q) est un espace de Artin <=
il existe un sev F' de E tel que Ft=F

——— Partie IIl ———



III.A —

IIL.A1)

a)

b)

d)

L’identité de polarisation est votre amie

V(z,y) € B, p(z,y) = %(q(x +y) —a(@) —a(y))
Soient ensuite f € O(E, q) et un sous-espace vectoriel F de E.
Soient y; € f(FL) et yo € f(F), et soient z; € F* et 29 € F tel que
y1 = f(z1) et yo = f(x2). Nous avons alors
e(y1,y2) = p(x1,22) =0
donc f(F1) ¢ f(F)*. Comme f est par définition un automorphisme
alors dim f(F1) = dim F* = n—dim F et dim f(F)* = n — dim f(F) =
n —dim F
et ainsi dim f(F1) = dim f(F)*1. Alors f(F4) = f(F)*
N.B : Si jamais F est stable par f (et donc f(F) = F), ce qui précede
démontre que f(FL)=F*.
Posons pour tout (z,y) € E, ¥(z,y) = ¢(f(x), f(y)), M = mat(f,e) et
Q = mat(q, e).
Soient x,y € E et soient X = [z]. et Y = [y]., nous avons alors
U(w,y) = o(f(2), f(y) = "(MX)QMY) = "X MAMY
donc mat (¢, e) = ' MQM.
fE€O(E,q) < 1 = ¢ = mat(¢),e) = mat(p,e) &= Q ="MQM.
Si f € O(E,q) alors "MQM = Q et en passant au déterminant on aura
det(M)? det(Q) = det(Q). ¢ est non dégénérée donc Q est inversible et
donc det(M)? = 1.
Ainsi det(f) € {-1,1}.

III.A.2) F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. s la symétrie de

a)

d’axe I’ et de direction G.

Supposons que s € O(F, q).

Pour tout = € F et y € G, o(s(z),s(y)) = o(x,—y) = —¢(z,y) et donc
p(z,y) = —p(z,y) soit ¢(x,y) =0. F et G sont donc orthogonaux.

Réciproquement, supposons que F' et G sont orthogonaux.

Soit z € E. x + s(x) € F et x — s(x) € G donc p(z + s(z),z — s(x)) =0,
ce qui donne p(z,z) — p(s(x),s(x)) = 0 ou encore q(s(z)) = q(z).

Alors f € O(E, q).

I1II.B —

b)

Une symétrie est dans O(F, q) si et seulement si son axe F et sa direction
G son orthogonaux, F' et G étant naturellement supplémentaires nous au-
rions forcément G = F* (car G € F* et dim G = dim F+ = n — dim F).
Soit s la reflexion de F d’axe H. Soit e un vecteur directeur de la droite
H* et (eg,e3,- -
H est non singulier donc H et H L sont supplémentaires et donc
b= (e ez, -+ ,e,) est une base de E et mat(s,b) = diag(—1,1,--- ,1).
Alors det(s) = —1 et donc s € O™ (E, q).

z,y € E tels que ¢(z) = q(y) et gz —y) # 0. Soit H = {z — y}*+ =
(K.(z — )™

Notons que g(z —y) # 0 implique que H- N H = {0} et donc que H est

,€n) une base de H.

non singulier.
Soit maintenant s la réflexion d’axe H.

T = §(z+y)+ i(zfy) avec

Sy e H*
%(w+y) € H car p(x —y,xv +y) =q(r) —qly) =0

1 1
done s(x) = 3(z +y) ~ 2(x +9) =y
N.B
réflexions s de F telle que s(z) = y.

:six #y, qr) = q(y) mais g(z —y) = 0, il ne peut exister de

En effet, si une telle réflexion existait et H désignait son axe, alors
s(r—y) =y—s*(z) = y—x et donc x—y € H* ouencore H = K.(x—y).
Mais comme g(z —y) = 0, alors z —y € {z — y}* = H. H est donc non

singulier, il ne peur étre I’axe d’une symétrie orthogonale.

III.B.l) E est un espace de Artin de dimension 2p et F' un sous-espace de E tel que

Q/p =0.
Soit f € O(E,q) tel que f(F)=F.

On reprend la base b = (eq, - -

,€p, U1, -+ ,Up) construite dans (I1.C.5) et qui

vérifie pour rappel les conditions suivantes

(e1,€2, -+ ,€p) est une base de F'

Les plans P, = Vect{ey, ur} sont 2 & 2 orthogonaux

Vk € [1,p], qlex) = q(ux) = 0 et (eg, ux) = 1.



111.B.2)

Dans cette base, les matrices Q et M de ¢ et de f sont de la forme (F étant
stable par f)

0 I A B\ .
Q:( 5)) et M:(O C) ou A, B,C € M,(K).

D’apres (IILA.1.c), nous avons Q = *MQM, ce qui donne

0 ‘CA (0 I,

tac 'BC+t'cB) \I, 0

On en déduit que ‘CA = I, et donc
det(f) = det(A) det(C) = det(*C) det(A) = det(*CA) = 1.

Alors f € OT(E, q).
F un sous-espace de E tel que F' = E et f € O(E, q) telle que frr =idp.
Soit s = dim F N F*.
11 existe par définition du complété F des plans artiniens deux & deux ortho-
gonaux et tous orthogonaux a G tels que E=G® Py @® --- ® Ps.

G est non singulier donc GaGt =E. Le sous-espace H = Py® P, ---® P, et in-
clu dans G, car les plan P, le sont tous. De plus dim G+ = dim H = n—dim G,
doncGt =H=P @ P--- @ P,.

Maintenant, f,; = idg, en particulier f(G) = G et donc f(H) = H. G et H
sont ainsi des sous-espaces supplémentaires dans F, tous les deux stables par
J donc det(f) = det(f/)det(f ) = det(f/m).

H est un espace de Artin puisque F N F*+ ¢ H, dim FNF* = %dimH et
qrnrt = 0. Deplus f,p = idr donc f(FNFY) = FNF*. D’aprés la question
précédente nous avons donc det(f/ ) = 1.

Par suite det(f) = 1.

Une deuxiéme fagon : sans utiliser la question précédente.

Il existe une base b = (g1, -+ ,€n_2s,€1 " ,€s,U1,  + ,us) de E telle que
(€1,--+ ,E€n—_2s) soit une base de G, (e1, ez, - - ,es) une base de FNF* et pour
tout k € [1,p], (ex,ur) une base de Py, avec g(ex) = q(ug) = 0 et p(eg, ur) = 1.

Dans cette base, les matrices de ¢ et de f sont de la forme

A0 0 Inos 0 A
Q=0 o L|leeM=| 0o 1. B
0 I, 0 0 0 C

La matrice A étant celle de ¢,gxq, la forme de M est due au fait que
(€1, ;€n—2s,€1--- ,€5) est une base de F et que f/p = idp.

La relation Q = ‘M QM donne ici

A 0 0 A 0 0
0 0 c =10 0 I
AN 'C 'BC+'CB 0 I, O

En particulier C = I et donc det f = det C = 1.

III.B.3) f€O(E,q) telque:Vr e E, q(z) 0 = (f(x)—:c #0et q(f(x)—x) = 0).

F un sous-espace de E stable par f.

a) Puisque ¢ est non dégénérée, il existe au moins un vecteur = € E tel que
q(x) #0.
q(z — f(z)) = 0 donc forcément la famille (z,z — f(x)) est libre (et donc
déja dim E > 2).
Ensuite ¢(z — f(z)) = 0 donc z — f(x) est orthogonal & lui méme. De
plus
0= qlz - f(z)) = a(z) + q(f(2)) = 20(z, f(2)) = 2(a(z) - ¢(, [(2)))
donc p(z, f(x)) = ¢(x). On en déduit que p(x,z — f(z)) = 0, et donc que
x — f(x) est aussi orthogonal & z.
Alors z— f(z) € Vect{z, f(z’)fz}L avec x— f(x) # 0. ¢ est non dégénérée
donc forcément Vect{gc7 f(z) — x} est inclu strictement dans E.
Alors dim E > 3.

b) V = ker(f —idg).
Soit x € V, alors f(x) —x = 0 et donc par contre-apposée de 'hypothese
faite sur f, q(x) = 0. Ainsi ¢/ = 0.

¢) Soit z € E tel que g(x) = 0 et soit H = {z}+.
dim H > n—1 selon que = 0 ou non. Comme n > 3 alors dim H > n/2.
On ne peur donc avoir g, = 0, selon (I1.4.C).
Soit maintenant y € H tel que ¢(y) # 0. € H donc p(z,y) = 0 et
donc ¢(z +y) = q(=) + q(y) = q(y). De méme q(z —y) = q(y).

d) U=Im(f —idg).
Soit z € U et soit donc x € E tel que z = f(z) — x.
Si g(z) # 0 alors ¢(z) = q(f(z) —x) =0.
Si g(z) = 0 alors il existe y € E tel que g(z + y) = ¢(z —y) = q(y) # 0.
q(y) # 0 donc q(f(y) —y) = 0.
q(x +y) # 0 donc ¢(f(z +y) — (z +y)) = q(z + f(y) —y) = 0 et donc

q(z) +2¢(z, f(y) —y) = 0.



De méme ¢(z — y) # 0 donne ¢(z) — 2¢(z, f(y) —y) = 0. La somme de

ces deux derniéres relations donne ¢(z) = 0.

N.B : Nous avons ainsi démontré qu’en fait : Vo € E, ¢(f(x) —x) = 0.
e) qu = qv = 0 donc dimU < n/2 et dimV < n/2. D’apres la

formule du rang dimU + dimV = n donc n est forcément paire et

dimU =dimV =n/2.

gy = 0 donc U C U+, dmU* = n—dimU = n/2 = dimU donc

Ut=u.

Soient ensuite z € U et x € V. f(z) = x et il existe y € E tel que

z=fly) -y

QO(ZPT) = @(f(y) - y,a:) = @(f(y)mf(w)) - @(:%x) = 0. Donc V C Ul'
L’égalité des dimensions donne alors V = U+,

f) E est de dimension paire et V et un sev de E de dimension n/2 tel que
qv = 0. D’apres (I1.C.5), E est un espace de Artin.
De plus V' = ker(f — idg) donc f(V) = V et donc d’apres (IIL.B.1)
fe Ot (B,q).

——— Partie IV ———

N.B : 1l est aisé de vérifier que ((9(E7 q), o) est un groupe.

Si F' est un sous-espace non singulier de E, on notera dans la suite sp la symétrie

orthogonale de E d’axe F'.

IV.A —

IV.A1)

IV.A.2)

Sin =1, posons E = K.e. Soit f un automorphisme de E et posons f(e) = Ae.
q(f(e)) = q(e) si seulement si A2 = 1, soit A = £1. Dans ces cas f = +idp.
Les deux endomorphismes idg et —idg sont effectivement des isométries de
E, ce sont donc les seules. —idg est la réflexion de E d’axe {0}.

Supposons qu'il existe z € F tel que f(z) = z et g(x) # 0.

q(z) # 0 donc H = (Kz)* est un hyperplan non singulier, la forme qua-
dratique q,y est donc non dégénérée. Kr est stable par f donc H est stable
par f. Soit f’ I'endomorphisme induit par f sur H. f’ est un automorphisme
de H et pour tout = € H, q/u(f'(x)) = q(f(z)) = q(z) = q/u(zx). Donc
€ O(H,q/n).

IV.A.3)

IV.A.4)

Par hypothese de récurrence, f’ est la composée d’au plus n — 1 réflexions
B S/I‘I,/, de H
Posons pour tout k € [1,7], Hy, = Kx® Hj,. Kz et Hj, sont orthogonaux et tous

/ /
8 S e
H{>°H}»

les deux non singuliers donc Hy, est un hyperplan non singulier de FE (d’apres
(I1.A.4)).
Nous avons ensuite

S, 0 osy, (x) =z = f(x)

Vy € H, sg, 0 0sg,(y) = 5’11; 0"’05/11;,(?!) = f'(y) = fy)
donc f =sp, 0---0sp,. f esticila composée d’au plus n — 1 réflexions de E.
Supposons qu'il existe x € E tel que g(z) # 0 et ¢(x — f(z)) # 0.
Nous avons ¢(f(z)) = q(z) et ¢(f(x) — z) # 0 donc d’apres (II[.A.2.d), la
réflexion sy ot H = {f(zx) — 2}* vérifie sy (f(x)) = =
Posons g = sy o f. Alors g € O(E, q) et g(z) = x avec ¢(z) # 0. Nous retrou-
vons les hypotheses du cas précédent. Il existe donc au plus n — 1 réflexions
SH,sSHy, "+ ,SH, de E telle que g = sy, 0 sg, 0--- 0 5H,.
Sachant que s% = idg, nous avons donc f = Sy oSy, 0Sg, ©---0SH,.

Alors f est la composée d’au plus n réflexions.

Le cas restant : il n’existe aucun vecteur = € F tel que

a(@) £ 0 et (f(x) =z ou g(x — f(2)) #0).
Autrement dit : Vz € E, ¢(z) #0 = f(z) —x #0et ¢(f(z) —2z) =0
Nous retrouvons ainsi les hypotheéses de la question (III.B.3). Alors F est un
espace de Artin et le sous-espace U = ker(f —idg) = Im(u — idg) est de
dimension p = n/2 et vérifie ¢,y = 0. De plus n > 3 donc en fait n > 4 et
p=2.
Soit (e, e2) une famille libre de U. U = Im(f —idg) donc il existe des vecteurs
v1 et vo dans E tel que (f —idg)(v1) = e1 et (f —idg)(ve) = ea.
(v1,v2) est une famille libre car sinon son image par f —idg, ie (e1,ez2) serait
lide.
Soient o, g, 81, f2 des scalaires tels que

age; + ageg + B1vr + Pavg =0

Puisque ey, ez € ker(f — idg) en appliquant f — idg & cette relation nous ob-
tenons Fi1e; + Baea = 0 et donc B; = P2 = 0. Par suite nous avons aussi
a1 = ag = 0.

La famille v = (e1,ea,v1,v2) est libre. Considérons alors le sous-espace



F = Vect(v). Nous avons

fler) = e, fle2) = ea, f(v1) = e1 +v1 et f(v2) = ea +v2
donc F est stable par f. Soit f’ 'endomorphisme induit par f sur F. La ma-
trice de f’ dans la base v de F est

A=

o o O =
o O = O

=
— O = O

0
Ce qui permet de rapidement voir que ker(f’ — idp) = Im(f’ — idp) =
Vect{e1,e; }. Notons U’ ce sous-espace. U’ C U donc g/ = 0. Ce qui permet
d’affirmer que
VeeF, qx) 20 =2 ¢ U = f'(z) —x#0et qlz — f'(z)) =0

A son tour f! vérifie les mémes hypotheéses que vérifiait I'isométrie f de E
donc (F,q/p) est un espace de Artin. q/p est non dégénérée donc I’ est non
singulier et par suite F' @ F L=-E.
Les vecteurs v; et vo ayant rempli leurs mission, oublions les et considérons
plutdt deux vecteurs uy et uz tels que (e1, ea, u1, ug) soit une base “artinienne”
de F, ie telle que

q(u1) = q(uz) = 0,p(e1,u1) = p(ea,uz) =1 et Vect{el,ul}J_Vect{eQ,UQ}
f(u1) —uy et f(uz) — ug sont des vecteurs de U’ donc on peut écrire

f(ur) = u1 +aser + frea
fuz) = uz + azer + Baea
o(f(u1),u1) = g(u1) = 0 donne a; = 0 et de méme [y = 0.
o(f(u1), f(u2)) = p(ur,uz) = 0 donne 0 = @(uy + frea, us + aser) = as + G1.
Notre écriture devient alors
i) =w +ae, ot a# 0 car uy ¢ U’
flu2) = ua — aey

Soit maintenant le sous-espace G; = Vect{eg,uQ}l de E (noter qu’alors
e1,u; € Gp) et posons g = sg, o f.
F est stable par f et par sg, donc stable par g et la matrice de I'isométrie ¢’

induite par g sur F dans la base u = (e, e, u1, uz) est

1 0 0 O 1 0 0 —« 1 0 0 —«
B 0 -1 0 O 01 o« O _ 0 -1 —a O
0 0 1 0O 0 01 O 0 O 1 0
0 0 0 -1 00 0 1 0 O 0 -1

g’ est la symétrie orthogonale de F d’axe Vect{al,EQ} et de direction
Vect{53,64} (diagonaliser B pour le voir) avec

€1 =e1 —aey+2u; et €9 =e1 +aey —2uy
€3 =aae] + ey +2us et e4 =ae; —ey + 2us

Les vecteurs ¢ sont choisis non isotropes et formant une base orthogonale de
F.
Si nous posons Gy = Vect{zfg,&;}L alors (sg, 0 g)/p = idp.
Passons & F'- maintenant. F est stable par g donc F* aussi.
Par hypothése de récurrence I'isométrie ¢” induite par ¢ sur F* est la com-
posée d’au plus n — 4 réflexions spy;, spy, ..., sm; de F*. Posons alors pour
tout k € [I,7] Hr = Hj, + F. Hj, et F sont non singuliers et orthogonaux
(H, CF L)7 donc Hj, est non singulier. C’est aussi un hyperplan de E, soit
donc la refléxion sy, de E d’axe Hy,. et posons h = sy, oSy, 0---osy,. Nous
avons alors

Vo € FY, sg, 0 g(z) = g(z) = h(x)

Vr € F, sg, 0g(z) =2 = h(z)
car si 2 € -, nous avons F= C Gy et g(z) € F* donc sg, o g(x) = g().
Et si « € F, alors pour tout k € [1,7], z € Hj donc sy, (z) = z et donc
h(r) = x.
Ainsi sg, 0 g = h, soit sg, 0 Sg, © f = SH, 0 SH, © -+ © Sp,, OU encore

f=86,086,08mH, 08,0 0SH,
11 suffit ensuite de voir que les symétries sq, et sg, sont chacune la composée
de deux réflexions (par exemple sg, = S{e}+ © S{EI}J_) pour conclure que f

est la composée d’au plus n réflexions.

aking Of : Il s’agissait d’imiter la démarche suivie dans les cas précédents,
M donc de trouver une symétrie orthogonale s¢ telle que H = ker(sg o f —idg)
soit non nul et d’appliquer I’hypothese de récurrence a ’endomorphisme induit par
sg o f sur H+ (forcément stable par sg o f).
En aucun cas Sg ne devrait étre une réflexion car dans ce cas un vecteur non nul
x de H, va vérifier sg o f(x) = x donc f(z) = sg(z) et donc f(z) — x € G+, mais
f(z) —x est isotrope et donc G+ C G. G est donc non singulier et ne peut donc étre
I’axe d’une réflexion.
Noter que de toute facon, on aurait toujours f(z) — z € G+ si sg o f(z) = =, et

donc G doit contenir au moins une vecteur non nul de U.



On commence par essayer d’appréhender f quand dim F = 4 (la dimension mini-
male que peut prendre F), on confectionne dans le cas général un sous-espace de E
de dimension 4 stable par f et on injecte.

N.B : la réponse est trop longue, mais apres plusieurs essais infructueux, c’est
le mieux que j’ai pu faire. Je suis preneur pour toute idée alternative. Mon adresse
eMail se trouve dans les métadonnées du fichier PDF (menu fichier —; propriétés
dans Adobe Reader™) ou au début du fichier source LaTeX.

Le corrigé est inachevé.

hd presque
~Fin!



