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PARTIE 2

On rappelle quim vecteur propre x pour un endomorphisme F, associé & la valeur propre )., est un vecteur:
non aul tel que F(x) - ;

) S &

Soit C (R) I'ensemble den fonctions numériques réelles définies sur R et indéfiniment dérivables.

Les différentes partics de ce probléme sont, dans une trés large mesure, indépendantes.
Il est possible par exemple d’aborder la partie 2 en admettans certains résultats fournis dans la partie 1.

Les parties 3,4, 5 soni totalement indépendantes des deux premiéres et mis & part les notations et des résultats,
Journis dans Uénoncé elles sont elles-mémes indépendantes entre elles.

Soit E Fenscmble des fonctions indéfiniment dérivables sur R et telles que les intégrales :
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soient convergentes. 1°
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1° Montrer que ri les intégrales ’ S (=) dx @ ’ & (x) dx sonl convergentes alors Imr&yﬂu;
J“- J (z) g (x) dx est convergente et vérifie la relation 4
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On pourra considérer : _
Y
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2° Montrer que E est un espace R vectoriel.
L
3° Montrer que pour une fonction f de E l'intégrale J J* (x) dx converge.
4° a. En considérant '“ ‘ 2. f{x). S (x) dx, montrer que f admet des limites en plus ct moins Uinfini; 6°
montrer ensuite que ces limites sont nulles.
b. Montrer de méme que f° admet une limite nulle cn plus et en moins I'infini.
- 1°
5 Soit A donnd, strictement positif, et E, 1'ensemble des fonctions qui o’écrivent comme le produit d'une
fonction polynomiale par la fonction
csp (-— ; o )
8°

Moutrer que E, est un sous-espace vecloticl de E.

Soit L, A, B les applications de C (R) dana C (R), qui, & la fonction £, font correspondre L (/), A (f), B (/)
l définies par :

LN = - L+ rsw

ANB=-Fwrsstn  BO@W-Lwrasw

soit done i Id désigne application identique de C (R) et D Yopérateur de dérivation (D (f) = /)

L==-D"4+x.1d, A=m-D+3x.ld, B=D+=x.1d

Montrer que L. A, B sont dex endomorphismes de C (R).

Soit £ dans C (R). en caleulant A o B (f), &tablir les relations
Aell=l. - W, BeAwL+1d, BeA—AeB=2.1d

Montrer que L définit un endomorphisme de E1 (voir la définition au 5° de la partic 1). On notera F la
restriction de L 4 E1. (On remarquera qu'il en est de méme pour A et B.)

I3

On sc propose ("étudier les éléinents propres de F.
a. Ré&soudre dans C (R) I'équation différenticlle A (f) = 0,
Soit / dans E1 un vecteur propre de F associé a la valeur propre s.

b. Montrer que A (/) est un vecteur propre de F et donner la valeur propre asociée (on pourra utiliser
les relations du 2° de 1a pariie 2).

Soit maintenant / dans E1 un vecteur propre de F associé & une valeur propre 3 différentr de 1.
a. Montrer que B(f) est vecteur propre de F et indiquer la valeur propre correspondanie.

b. Moutrer que 1 est une valeur propre de F et donner un vecteur propre awsocié, ce qui indiquera la raison
de la restriction du 5° a.

Montrer en considérant pour un vecteur propre e ¥ '. " F (/) (a) . f (x) dx que les valeurs propres.

de F sont strictement positives.

a. Montrer que 1 est la acule valeur propre de F dana Uintervalle fermé [ 0,2 | en utiliaant le 58,

b. En léduire toutes les valeurs propres de F; peut-on dunner pour chaque valeur propre de F un vecteer
propre ussocié en fonction de A et den puissances de A ?

Si [ et g aont dex Hémenix de EN vérilier par des intégrationn par pasties que
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